Modulul 1
MULTIMIL, RELATII, FUNCTII

Subiecte :

1. Proprietatile multimilor. Multimi numerice importante.

2. Relatii binare. Relatii de ordine. Relatii de echivalenta.

3. Imagini directe si imagini inverse de submultimi printr-o functie.
Cardinalul unei submultimi.

Evaluare: 1. Prezentarea notiunulor importante introduse.
2. Rezolvarea problemelor finale.

1.1. MULTIMI.

in acest paragraf ne vom referi la cdteva notiuni de bazi ale analizei matematice absolut
necesare in abordarea acesteia. Vom presupune cunoscute si nu vom defini riguros notiuni primare
ca: obiect, element, multime, colectie, egalitate, proprietate. De exemplu, o multime poate fi data
prin:

(1) A={a,b,c, ...} - punand in evidenta elementele sale,
(2) B = {b: b are proprietatea P} - punand in evidentd o proprietate

caracteristica a elementelor multimii B.

Faptul cd a este un element al multimii A se noteazd prin a € A, am
utilizat aici semnul “€” de apartenenta. Contrariul acestuia este semnul “¢” de
neapartenenta, simbolizand cd un element nu apartine unei multimi.

Dacéd A este o parte (submultime) a multimii B, simbolizam aceasta prin
semnul de incluziune “ < ”, si anume scriem A  B. Utilizand semnele =7
(implicd) si “ < ” (echivalent) putem scrie:

3) (AcB)e(xe A=xeB)
Urmatoarele operatii asupra multimilor sunt foarte des intalnite:

(13

4) Reuniunea: AUB={x:x € Asaux € B};

(5) Intersectia: ANB={x:x e Asix € B};

(6) Diferenta: A-B=(A\B)={x:x e Asix ¢ B};

(7 Complementara: C,B=(A\B) (aici am presupus cd B c A);

(8) Produsul cartezian: A xB = {(a,b):a € A, b € B};

Ca de obicei semnul “ =" indicd egalitatea multimilor intre care este pus si
vom avea:
9) (A=B)<(AcBsiBcA);
Dacé presupunem ca A si B sunt submultimi de puncte ale planului, putem reprezenta operatiile
mentionate mai sus astfel:
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-’
¥

AUB ANB
(10)
- ’
A\B (A-B)

CAB

Daca A si B sunt submultimi ale multimii (axei) numerelor reale, atunci A x B
este o submultime a planului R?.

A

Multimea fara nici un element o notdm cu & si se numeste multimea vida.
Pentru o multime A # & familia submultimilor acesteia formeaza o noua multime
pe care o notdm cu P(A) si care se numeste familia partilor lui A.

In continuare consideram o multime totala E si celelalte multimi care apar
le considerdam ca fiind parti ale lui E. Referitor la operatiile cu multimi definite
mai sus amintim cateva proprietati mai importante:

(1) CaA* =2, CA\?=A, Cg(Ce?)=A:

(12) AuB=BUA (comutativitatea reuniunii);
(13) AnB)uC=AuBuUC(O) (asociativitatea reuniunii);
(14 Aud=A,AUE=E;
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(15) AnB=BnA (comutativitatea intersectiei);

16) (AnB)nC=AnBNO) (asociativitatea intersectiei);

(17) An@=3,AnE=A;

(18) Cg(AUB)=CgANCgB;

(19) Cg(AnB)=CgAUCEB.

(18) si (19) sunt cunoscute sub numele de relatiile lui De Morgan.

20) Axd=C; A x B este in general diferit de B x A, adicd produsul
cartezian nu este comutativ.

21) AUB)NC=(ANnC)u(BnNC) (distributivitatea intersectiei fatd de
reuniune)

22) AnB)uC=AUC)N(BuUC) (distributivitatea reuniunii fatd de
intersectie)

23) (AuB)xC=AxC)u(BxC);
(ANB)xC=(AxC)n(BxC) (distributivitatea produsului cartezian
fata de reuniune, respectiv intersectie).
Demonstratia egalitatilor precizate mai sus se poate face prin dubla

incluziune. De exemplu, sa demonstram egalitatea (18).

Aratam mai intdi cd Cg(AUB) c CgRANCgB.
Fie x eCp(AUB) >x € Esixg AuUB=xeEsi(x ¢ A)si
xgB)=>(xeEsixg A)si(xe Esix ¢ B)= xeCgA si xeCgB =
x eCEANCgB.

Aratam apoi cd C;FANCgBc Cp(AUB):
Fiex e CERANnCgB=>(xe€Esix¢g A)si(xeEsix¢ B)=
—>xeEsi(xgAsixgB)=>xeEsixg AUB= xeCg(AUB).

Din cele doua incluziuni rezulta egalitatea (18).

In continuare prezentdm multimile numerice de bazd ale analizei
matematice.
Vom nota prin N multimea numerelor naturale:

(24) N={123,.};

prin Z multimea numerelor intregi:

(25) Z={.,-3-2-10123,.};

si prin Q multimea numerelor rationale:

(26) Q={x: x:g, peZ, qu}.

Proprietatile acestor multimi de numere le presupunem cunoscute.
Probleme practice simple aratd ca aceste multimi de numere sunt insuficiente
pentru a le rezolva. De exemplu, lungimea diagonalei unui patrat avand latura de
lungime 1 (un numar rational) nu va fi un numar rational, deoarece este egal cu

p

W2, iar +/2 nu poate fi scris sub forma = cu p € Z, q € N. De aici a aparut
q
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necesitatea extinderii lui Q la o multime mai bogata, si anume la multimea
numerelor reale, notata cu R.

Vom avea astfel:

27) N cZ c Qu I=R, unde I este multimea numerelor irationale care o
completeaza pe Q pana la R.

Multimea numerelor reale se poate defini direct punand in evidentd
elementele sale sau axiomatic, ca o multime de elemente ce satisface la anumite
grupe de axiome. In mod direct, constructiv, R se defineste ca fiind multimea
numerelor de forma:

T T T
(28) x=r,rl,rz,r3,...,rn,...:r+fl+722+...+ L
10 10 10"

unde r; e{0,1,2,...,9} iar r este un numar Intreg denumit partea intreagd a lui x
(r=[x]). Aceastd definitie nu este prea comodd, deoarece in membrul drept din
(28) apare o suma infinita de termeni care conduce inevitabil la o limita.

Definitia axiomaticd a numerelor reale este mai comoda, si prin axiomele
el regdsim proprietdtile submultimilor ei considerate anterior.

Prin multimea numerelor reale intelegem multimea R care satisface
urmatoarele grupe de axiome:

(A1) Axiome de adunare:
(R,+) formeazd un grup comutativ, notdm cu 0 elemntul neutru si cu -x

opusul unui element x.

(A2) Axiome de Tnmultire sau multiplicare:
(R\{0},) formeazd un grup comutativ, notdim cu 1 elementul neutru si cu

1

1 -
— Sau x
X

inversul elementului x fatd de operatia multiplicativa.

(A3) Axioma distributivitatii:
x(y+ z) =Xx-y+Xx-z, pentru orice X, y, z € R, adica operatia multiplicativa

este distributiva fatd de cea aditiva si deci (R,+,) este un corp comutativ.

Axiomele de mai sus nu-l determina pe R deoarece si multimea Q le
verificd. De asemenea submultimea {0,]] < R verifica sistemul de axiome
considerat anterior.

(A4) Axiome de ordine:
Oricare ar fi elementele x, y € R se verificd cel putin una din relatiile
x <y sau y <x si urmdtoarele proprietati sunt satisfacute:

(A4.1.) x <x,oricare ar fix € R,iarx <y siy <x implicax =y;
(A4.2) x<ysiy<zimplicax <z
(A4.3) x <y implica x +z<y +z, oricare ar fiz € R;

(Ad4.4.) 0<x,0<yimplica 0<x-y.



Multimi, Relatii, Functii 13

Nici sistemul de axiome enuntat pana in prezent nu este suficient pentru a
defini multimea numerelor reale, deoarece si Q satisface la toate aceste axiome.

Axioma finald pentru definirea multimii numerelor reale este axioma urmatoare, numita
axioma marginii superioare. Pentru a enunta insa aceastd axioma avem nevoie de cateva notiuni
pregatitoare:

O multime nevidd A — R se numeste marginitd superior daca existd xe R,
astfel incat sd avem a < x, pentru orice a € A, acest numar se numeste margine
superioard pentru multimea A.

Numarul x € R se numeste cea mai mica margine superioara sau margine
superioard strictd a multimii A dacd este margine superiora pentru multimea A si
pentru orice altd margine superioard x’ a lui A avem x < x’. Marginea superioara
stricta a unei multimi A, dacd exista, se noteaza prin “sup A” §i ea este unica.
Intr-adevar, daca ar exista doud margini stricte x; si x, pentru o multime nevida

A, atunci din x; <x, §i x, <x; rezultd cd ele coincid.
Analog se defineste marginea inferioard strictd a unei multimi A si se
noteazd priny = inf A.

(A5) Axioma marginii superioare:

Daca A este o submulfime nevida a multimii R, care este marginita
superior, atunci multimea A admite o margine superioara strictd si aceasta este un
element al lui R.

Multimea numerelor reale poate fi pusd in corespondenta biunivoca cu
multimea punctelor unei drepte pe care s-a fixat o origine O, un sens si 0 unitate
de masura si care de obicei este numitd axa reald. Punctele de la infinit ale dreptei
reale se noteazd cu + oo. Multimea numerelor reale R completatd cu cele doua
simboluri se noteaza R si se numeste inchiderea multimii numerelor reale,
R =R U {+ o} . Intre aceste simboluri si numerele reale se poate atribui sens unor

operatii, iar altora nu, de exemplu, x too=+o,a-0=0wdacia>0, a-0=-0
dacd a<0, o + 00 =00, pecand 0 - oo, 0 - 0 sunt considerate operatii fara sens.

Dati exemple de multimi.

Construiti pe baza multimilor date noi multimi, prin operatiile
prezentate.

Prezentati citeva multimi numerice importante.
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1.2. RELATII BINARE, RELATII DE ORDINE,
RELATII DE ECHIVALENTA

Fie M o multime diferitd de multimea vida si R € M x M o parte a
produsului cartezian a lui M cu ea Insasi. Multimea R se numeste relatie binard pe
M. De exemplu, dacd M = Z putem considera:

R={(X,y): X,y € Zsi x este divizibil cu y}.
Faptul cd (X, y) € R se mai scrie x R y si citim x se afld in relatia R cu y.
Despre o relatie binard R definitd pe o multime M spunem ca este:
(1) reflexiva daca x R x are loc pentru orice x € M;
(2) simetrica daca x R y implica y R x;
3) antisimetrica daca x Ry siy R x implica x =y;
4) tranzitivd dacd x R y siy R z implica x R z.
O relatie binara R definita pe o multime nevida M se numeste:
(5) relatie de ordine daca este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva;
(6)  relatie de ordine stricta daca este tranzitiva;
(7) relatie de echivalentd daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Dacé R este o relatie de ordine pe o multime M # J si oricare ar fi
X,y € M are loc x R y sau y R x spunem cd multimea M este total ordonata in
raport cu relatia R, in caz contrar spunem ca M este partial ordonata.

Dacd R este o relatie de echivalentd pe multimea M, atunci clasa de
echivalenta a unui element a € M se defineste prin 4 = {x e M:xRa} . Multimea
claselor de echivalenta ce pot fi formate din elementele multimii M se numeste
multime cat a lui M prin raport cu relatia R si se noteaza prin M /R.

Daca, de exemplu, consideram M = R (multimea numerelor reale) atunci

“ <7 defineste o relatie de ordine totald pe R, “ < “ defineste o relatie de ordine
strictd, iar X R y < x - y = 0 defineste pe R o relatie de echivalenta.

Fieacum, M= { 1,2, ..., 9 }, pe M definim relatia binard x Ry < (x - 1)-
(x-2)(x-3)+ (y-1I)(y-2)y-3)=0. Se constata usor ca relatia R este simetrica
si tranzitiva dar nu este reflexiva.

Definti relatiile binare de ordine si relatiile binare de echivalenta.
Construiti exemple din relatiile definite anterior.

Construti pentru relatiile de echivalenta considerate multimea claselor de
echivalenta.
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1.3. IMAGINI DIRECTE, IMAGINI INVERSE DE
SUBMULTIMI PRINTR-O FUNCTIE,
CARDINALUL UNEI MULTIMI

Sa consideram acum doud multimi M si N. O relatie binard de la M la N se
defineste ca o parte a produsului cartezian, F < M x N. Elementele lui M x N se
impart astfel in doua clase, care apartin lui F si care nu apartin lui F.

Daca pentru orice x € M existd in mod unic y € N astfel ca (x,y) € F
atunci relatia binard F se numeste relatie functionala sau functie de la M la N. Se
regaseste astfel definitia clasica a notiunii de functie (aplicatie) de la M la N prin
care Intelegem o asociere la fiecare element x din M a unui element unic y din N.
De fapt relatia functionala F < M x N se identifica cu graficul functiei

M5 x— 5y eN,adica F= {(x, f(X)): x € M }.

Subliniem faptul ca printr-o functie de la M la N intelegem tripletul (M, N, f),
M se numeste domeniul de definitie, N se numeste multime in care functia ia
valori, iar f este corespondenta de la M la N. Nu ne vom ocupa de cazul cand unui
element x € M 1 se asociazd o parte f(x) < N, dar precizdm ca de aceste cazuri se
ocupa teoria functiilor multivoce sau a multifunctiilor.

Un caz particular de functie il constituie sirul de elemente dintr-o multime
M. Fie N multimea numerelor naturale. Se numeste sir de elemente din M o
aplicatie f : N — M. Dacd notdm a, = f(n) atunci sirul realizeaza corespondenta

(succesiunea) n-—»a, $i acest lucru se noteaza pe scurt prin {an} L, sau
nz

{an} N In esenta notiunea de sir stabileste o ordonare, o enumerare de termeni
ne

dintr-o multime, in corespondenta cu multimea numerelor naturale sau cu o parte
infinitd a sa. Evident putem inlocui pe Ncu N U {0} sau cu N-{1, 2,...,k}, k> 1
enumerarea temenilor n corespondentd cu N se pastreaza.

Fie o functie f: M — N (definitd pe M cu valori in N) si A < M. Multimea
f(A) = {f(a) : a € A} se numeste imaginea submultimii A prin functia f. Dacd
consideram A =M atunci f(M) se numeste multimea valorilor functiei f. Evident
f(A), f(M) sunt incluse In N.

Fie acum B — N. Prin f~!(B) intelegem multimea {x € M: f(x) € B} care

se numeste imaginea inversa sau contraimaginea lui B prin functia f.

Imaginea directd si imaginea inversa definite prin functia f : M — N, considerate ca
functii definite pe P(M) cu valori in P(N), respectiv pe P(N) cu valori in P(M), au urmatoarele
proprietati ce decurg imediat din definitie:

a) (D) =J;
b) dacd A c B rezulta f (A) < f(B);
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c) f(AuB)=f(A)uUf(B);
d) f(AnB)cf(A)nf(B);
o (2=
f) daca P c Qrezulta £7'(P) = £71(Q);
g fl(ruQ)=f(P)uf(Q)
hy  (PnQ) =t (P)nf(Q)
i) f1(ca) =ct7(A);
unde A, B € P(M) si P, Q € P(N).
Demonstratia acestor proprietati se bazeaza pe definitia egalitdtii a doua

multimi, prin dubld incluziune. De asemenea extinderea la cazul reuniunii si
intersectiei finite, respectiv numarabile, este imediata.

Functia f pentru care f (M) = N se numeste surjectiva. Daca pentru orice
X1,Xy €M $§1 x| #x, implica f(xl) # f(xz) atunci functia f se numeste injectiva.
Functiile f care sunt si injective si surjective se numesc functii bijective.

Daca f : M — N este o functie bijectiva, atunci putem defini cores-
pondenta inversi (functia inversd) f~:N— M prin: daci f (a) = b atunci
f~1(b) =a Deci clasa functiilor bijective coincide cu clasa functiilor inversabile,
adici a functiilor f: M — N pentru care existd f~':N — M, astfel ca:

(F o f)@) = £ (f@) = £ (b)=a, VaeM
(1)

(fot~ o) =£(f7'(®)) = fa) =b, VbeN

Fie acum P si Q doud multimi. Spunem ca P si Q sunt echipotente sau ca
au acelasi cardinal daca exista o aplicatie bijectiva f: P — Q (evident atunci exista
si £71:Q — P). Relatia de echipotenti este o relatie de echivalents, adica P ~ Q <
< P si Q sunt echipotente atrage dupa sine faptul ca relatia “ ~ * este o relatie
binara de echivalenta.

Spunem despre o multime M ca este finitd daca ea este echipotenta cu o
parte marginitd a multimii numerelor naturale. Daca P este echipotenta cu {1, 2,
..., n} spunem cd P are n elemente sau ca are cardinalul n, adica card (P) =n.

O multime P se numeste numarabild dacd este echipotentd cu multimea
numerelor naturale; notdm acest fapt prin card (P) = y (prin alef zero fiind notat
cardinalul numerelor naturale).

O multime care este finitd sau numarabild se numeste cel mult numarabila.

Dintre proprietdtile multimilor numarabile amintim :

(2)  reuniunea unui sir de multimi numarabile este 0 multime numarabila;
3) produsul cartezian a doua multimi numarabile este numarabila;
4) o reuniune numarabild de multimi finite este cel mult numarabila.
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In continuare ne vom referi la citeva proprietiti ale multimii numerelor reale.

Multimea numerelor reale R este nenumarabilda (nu poate fi pusd in
corepondentd biunivocd cu multimea numerelor naturale). Notam card R = y
(alef) si spunem ca R are cardinalul ¢ sau ca este de puterea continuului .

De asemenea orice interval de forma (a, b) cu a < b este echipotent cu R,
multimea Q este numadrabild iar multimea R - Q este nenumarabild, agadar putem
spune cd existd “ mai putine “ numere rationale decat numere irationale.

Daca consideram functiile :

a)  fi(-1-1) > R,f(x) = ———
1-x?
b) f:(0,00) > R, f(x) = Inx

c) f:(a,b) > (0,50), f(x) = i:i
d) f:(a,b)%(C,d),f(X):::i’dJra::zc

vom constata ca toate sunt bijectii si deci multimile care apar mai sus sunt toate
echipotente intre ele si au acelasi cardinal cu R.

Urmatoarea proprietate a numerelor reale este cunoscutd sub numele de
proprietatea lui Arhimede : Pentru orice numere reale fixate X, y € R, x> 0 exista
n € N astfel incat nx > y.

Asadar se poate parcurge o distantd oricat de mare y dar finitd cu pasi
oricit de mici x, caci existdn > 1 astfel ca x + x+..+x>y.

X+ +X

n

Fie acum 1 = [an,bn] n > 0 un sir de intervale inchise de numere reale

astfel ca 1y o1y o1, o..ol; o1, >..., §i daca l(In) este lungimea intervalului

I,, adica I(In)z b,—a, §i lim I, =0 atunci lema (proprietatea ) intervalelor
n—»oo
inchise incluse afirma c@ intersectia (1, , a acestor intervale este nevida si se
n>0

reduce la un punct.
Remarcam ca inchiderea intervalelor este esentiala fiindcd daca luam, de

exemplu, 1, = (031} atunci celelalte conditii de mai sus sunt indeplinite si totusi
n

N1, =2.
nx1

In practici multimea R a numerelor reale nu este suficientd pentru a
exprima rezultatele obtinute. Chiar rezolvarea unei ecuatii de gradul al doilea cu

coeficienti reali necesitd introducerea numerelor complexe
C=R+iR={x+iy:x,ye R, i>=-1}.

‘ Definiti imaginea directa si imaginea inversa a unei submultimi printr-o functie.




18

Modulul 1

Definiti functia injectiva , functia surjectiva, functia bijectivd si functia
inversabila.
Dati exemplu de multimi finite si multimi numarabile.

Probleme finale :

1.

a)
b)

2.

10.

Sa se figureze in plan multimile:
A={(x,y) e R*[x-y’<0,x-y>1}
B={(x,y) e R|2x*+y’=1,x,y20}

Fie A={2,-4}U(-1,0]siB=[-2,1)U {3} U|[5,+w). Sa se determine
AUB,ANnB,A-B,AxB,(AuUB)—(B-A).

Sa se compare multimile:
A={x,y) e R*|x+y=5}si B={(x,y) e R®|2x* +2y*>25}.

Fie A={xeR|2 <x<5}si B={xe R|3<x<10}. Sa se verifice
egalitatea C(A U B) = CA n CB.

Fie A ={1,2,3,4} si relatiapc A%, p = {(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2:2),(3,1)
(2,3),(3,3),(3,2)}. Sa se verifice ca p este o relatie binara : reflexiva,
simetrica, antisimetrica si transitiva.

Fie E = {1,2,3,4} si relatiap c R, xy) p (X,y’) < xy’ =x’y.
Sa se arate ca p este o relatie binarda de echivalenta. Determinati
clasele de echivalenta C ;) siCp3).

Fie relatia p c N’ definita astfel x py X | y. Sa se verifice ca p este o
relatie de ordine pe N.

Sa se arate ca functia f: R - (-1,1), unde f(x)= este bijectiva .

X
1+
Sa se arate ca functia f: (0, +0) —> (0,1), unde f(x) = Error! este
inversabild. Determinati inversa sa.

Sa se arate ca multimea A =(-1,1) are acelasi cardinal ca si multimea
numerelor reale R.




