


Prof. Univ. Dr. C. Nastasescu
(membru corespondent al Academiei Romane)

Prof. Univ. Dr. C. Nita

Prof. M. Brandiburu Prof. D. Joita

ALGEBRA

CULEGERE DE PROBLEME
PENTRU LICEU

clasele IX - XII

EDITURA ROTECH PRO
-1997 -



NOTA

Prezenta lucrare este o versiune imbunitititd
a culegerii de probleme ,.Exercitii si probleme de
algebrd, clasele IX - XII*“ de aceeasi autori, tipi-
ritd pentru prima oari in 1981.

Culegerea a constituit lucrarea de bazi pentru
algebra de liceu, bucurdndu-se de un deosebit
succes in rdndul profesorilor si elevilor.

ISBN 973-97010-6-x

Tehnoredactare computerizati si coperti: ROTECH PRO

Tel. (01) 642.85.54
Tel./Fax (01) 250.68.07



Cap.
Cap.
Cap.
Cap.

Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
‘Cap.
Cap.

Cap.
Cap.
Cap.
Cap.

Cap.

CUPRINS

Partea I
Enunturi
I. Elemente de logici matematica ................ccocooveiimeiccceenn. 5
I1. Multimi
II. Functii
IV. Numere reale (structura algebrici si de ordine
a multimii numerelor reale) ......... e 14
V. Functia de gradul al doilea. Inecuatii. Sisteme de ecuatii ... 27

VI Puteri si radicali .............cccooooiiiiiiiiiiiiii
VII. Numere complexe
VIII. Functia exponentiali si functia logaritmica ...................
IX. Inductia matematicd ...................cccocooeiiiiiiii
X. Elemente de combinatorica. Binomul lui Newton .
XI. Progresii aritmetice si progresii geometrice ......................

XII. Notiuni de aritmetica numerelor intregi ...........................
XIII. Polinoame cu coeficienti complecsi. Ecuatii algebrice .. 101
XIV. Permutar ........ccooooveeiiiiiiiiiiiiiieeeic e
XV.MalIiCe ...ocooiiiiiiiiiiiiii e 1
XVI. Determinanti
XVII. Rangul unei matrice. Matncc inversabile .................... 125
XVIIL Sisteme de ecuatii liniare :

XIX. Legi de compozitie. Grupuri .
XX. Inele §i COrpuri ........cooooiiiiiiiiiiiiiicc e
XXI. Probleme pentru concursuri de matematic .................. 153

Partea a Il-a
Indicatii. Solutii. Raspunsuri

I. Elemente de logicd matematicd ...........c..cocceceevvecuencninnnnns 161
I1. Multimi
III. Functii
IV. Numere reale (structura algebrici si de ordine

a multimii numerelor reale) ............cccooviiiniiniine, 166
V. Functia de gradul al doilea. Inecuatii. Sisteme de ecuatii .. 179




Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.
Cap.

VI. Puteri si radicali ...............ccccoooiiiiiinn. T,

VIL Numere complexe ...........ccccocooiniiiiiiiiiiiniiieiee
VIIIL Functia exponentiald si functia logaritmicd

IX. Inductia matematica ............cccccoeceienieinieiiieeicee

X. Elemente de combinatorici. Binomul lui Newton ............ 221
XI. Progresii aritmetice si progresii geometrice .

XII. Notiuni de aritmetica numerelor fntregi .........................
XIII. Polinoame cu coeficienti complecsi. Ecuatii algebrice .. 238
XIV. Permutiri ..................... e et 249
XV.MALLCE ..ot 251
XV Determinanti ...........ocoeeeerieienieiiiniiiiciece e 254
XVII. Rangul unei matrice. Matrice inversabile ................... 257
XVIIL Sisteme de ecuatii liniare .............c.ccoooerrinrinnnn. 260
XIX. Legi de compozitie. GIupuri .............ccoeeeviiiieiieenenn. 264
XX. Inele §i COTPUn .........cocoiiiiiiiiiiiiiiii 271
XXI. Probleme pentru concursuri de matematici .................. 279

Bibliografie .............cccccooiiiiiiiiiiiiiiiiit e 287



Pai'tea 1
ENUNTURI

Capitolul I
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1. S se determine valoarea de adevir a urmétoarelor propoziiii:

a)2+3=5,b)2-3<6;¢c)4-4=16,d)4+3<1+5,¢)4:-5-6=2-7,
1 1
)4-25-3)=1;¢g) 5 3'<1‘

2. Si se determine valoarea de adevar a urmitoarelor propozitii:

a) existd un numdr intreg x, astfel incat X-2x-3=0;

b) existd un numar real x, astfel incat |x 1 | + | x-2 | =

c) existd un numdr real x, astfel incat X-x+1=0;

d) existd un numar real x, astfel incat lx -1 | + | X -3x+ 2! =0
€) existd un numdr real x, astfel incat |x -1 | - I x-2 I <0,

f) oricare ar fi numarul real x, avem “+ (x- 1)2 >0,

g) oricare ar fi numarul real x, avem (x + 1’ + [x*-2x+3 | > 0;
h) oricare ar fi numarul real x, avem |x 1 | + | e 3 | 7 0,

i) oricare ar fi numerele reale x si y, avem x + v +1>0;

J) oricare ar fi numerele reale x si y, avem <+ y > 0

k) existd numerele reale x si y astfel incat |x 1 ] + _v +y+1=0

3. Folosind tabele de adevir, si se verifice:
a)pVqg=qVpib)pAg=qApic)pV @ Vr=pVi(gVr),
D@eAQAr=spA@@ArNep->lg=leAgiDIlp>g9=pV g
ep—>9>g9=pVaghpVvp=pipAp=p pAqg=1QpV lg)
KNpVvg=ldpAlg:DpVv@An=@Ev APV,
mpA@VnN=@PEAqVPEAD.

4. Si se arate cd urmitoarele formule sunt tautologii (sau identic a-
devirate):
AleVved->OpAld:D)IeAg>OpVighco)@AP@—>9) g
HgAp->)->pe)(Jgr@->9) > 1D (@—>9 A(lp>
>PN>0@>PA@G>N)>@E->Nh@EV A9 op
DeA@Vgorp

5. S4 se determine valoarea de adevir a urmitoarelor propozitii:

a) (3x) (x2 - 5x + 6 = 0) unde x desemneazi un numdir intreg;
b) (3x) ( 2% -x-3= 0) unde x desemneazi un numar intreg poiitiv;
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c) (3x) ( |x -6 l+ |x +1 |= 0) unde x desemneazi un numdr real;
d) 3x) (2x - 6 < 0) unde x desemneazi un numir intreg pozitiv;
e) (Vx) (3x - 1 <0) unde x desemneazi un numdr real pozitiv;
f) (Vx) ( |x- 2 |+ |x +3 |> 0) unde x desemneaza un numar real;
g) (Vx) ( |x 2 |+ |2x 3x+2 l > 0 unde x desemneazi un numdr real;
h) (Vx) (Vy) (x + y y + 1 > 0) unde x si y desemneaza numere reale;
i) @x) @y) (&* + xy +y* + 1 = 0) unde x si y desemneazi numere reale;

6. Fie predicatul p(x, y): ,,x - y = 3“, unde x §i y descmneazi numere
reale. Si se arate cd propozitia

(Vy) 3x) p(x, y) > (3x) (Vy) p(x, y) este falsa.

7. Fie predicatul p(x, y): ,,x + y <1 unde x §i y desemneazd numere

reale. Si se arate cd propozitia
(Vy) @x) plx, y) = (3x) (Vy) p(x, y) este falsa.

8. Fie predicatul p(x, y): ,x < y“, unde x, y desemneazi numere
intregi.
a) Sa se determine valorile de adevir pentru propozitiile: p(1, 5); p(3, -1);
p(3, 4); p(3, 1); p(45, 11); p(-2, -10).
b) Si se determine valorile de adevir ale propozitiilor:
(Vx) (Vy) p(x, y), (Vx) 3y) p(x, ), (Vy) @x) p(x, y), Gx) Gy) p(x, y).

9. Si se determine valoarea de adevir a propozitiilor:
a) (Vx) [(x>0) > (x > O)] unde x desemneazi un numdr real;
b) (Vx) (Vy) [(x<y) > (x <y )], unde x, y sunt numere reale;
c) (Vx) [(x<-2) > ( |x -1]-2> 0)], unde x desemneaza un numar real;
d) (Vx) (Vy) [(® = y°) > (x = y)], unde x, y desemneazi numere reale
pozitive; '
e) (Vx) (Vy) [()c2 = yz) — (x = y)], unde x si y desemneazi numere reale
oarecare.

Capitolul II
MULTIMI
1. Sé se determine multimile:
a){xeN|£-6x-7=0); by {xe N | 24*-5x+2=0}
OlxeZ|P-x-2=0); d){xeZ|3%+2x-1=0};

){xeQ|6r-5x+1=0); D{xeQl-(1+y2)x+y2 =0};
gixeR | Ix-1]+1=0}; b{xeR| |x-1]-|x-3]=1)
l){xeR||x 4| - 2.x+1—0}_|){xeR|x-2|x|+3 0};
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KfxeR|P-22-5x+6=0); D {xeR |3+ +3x+1=0};
mfxeQ|-5x+1=0}; n){xeQllx-1]+[x-2]=3}
PpixeR||x-1]+|x+2] =3}~ {xeR | F-5x+2=0);
QixeR||x-1]-|x-4]=3)y~fxeR |x-2]-ix-3]=1).

2. Si se determine multimile A si B astfel incat si fie indeplinite si-
multan conditiile:
a)AuB=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11},
b)AnB=1{7,8,9,10},c)B-A={4,5,6,11}.

3. Si se determine multimea E in urmaitoarele cazuri:

a) {1,2,3,4) cE, {3,4,5,6}cE Ec{l1,2,3,4,5,6,7, 8}
si{7,8} nE=0;
b)Ec{1,2,3,4,7},Ec{3,4,5,6,7},{3,4) cEsi7 ¢ E.

4. Si se determine multimile A si B astfel incat si fie indeplinite si-
multan conditiile: ’

a)AuB={1,2,3,4,5,6,7}; b)AnB={34};

c)An{56,7)=0, d) {1,2})nB=0Q.

5. Si se determine multimile A si B astfel incat sé fie indeplinite si-
multan conditiile:
a)AuB={1,2,3,4,56,7,8,9}; b)B-A={4,5,6,7,8)};
©){3,9}nB=0, d)AnB={1}.

6. Fie multimea A = {1, 2, 3, 4, 5}. Si se determine submultimile B
ale lui A astfel incat B~ {1,2,3} # Q.

7. Fie multimea A = {a, b, ¢, d, e}. Si se determine multimea
formati din toate submultimile lui A care au proprietatea ci nu contin
‘elementele a §i c.

8. Fie multimea X = {1, 2, 3, 4}. Sa se determine multimea submul-
timilor lui X care au cel mult doud elemente.

9. Sa se determine multimea E si submultimile A si B ale lui E,
stiind ca: .
a)E-A={7,8,9,10,11,12}; b)) E-B = {5,6,11,12};c) An B =
={1,2,3,4}.

10. Fie multimile A = {1, 3,5, 7}, B = {5, 7, 8, 9}. S& se determine
multimea X astfel incat sd aibi loc relatia (A - X) v (X - B) = {1, 3}, X
sd aibi patru elemente si {3, 9} c X.

11. Fie multimile A = {1, 2, 3,4, 5,6}, B= {4, 5, 6, 7, 8}. Si se
determine multimea X astfel Tncat si aiba loc relatia A - X = {1, 2, 3},
X < Bsi X si aibd 3 elemente.



12. S se determine multimile A si B astfel incat sa fie indeplinite si-
multan conditiile:
a)AuBc{l,2,3,4};b)An B> {l, 2};c)3 ¢ B; d) Numirul de
elemente ale lui A sa fie mai mic decat numairul elementelor lui B.

13. Si se arate cd dacd A si B sunt doud multimi, atunci:
a)AUB=A-B)UB-AAUANB;,bA=B=>A-B=0s§iB-A=
=0.

14. Fie A si B doua submultimi ale lui £. Dacd notim A A B = (A -
- B) U (B - A), si se arate ci:
AABYAC=ANC,BNC,O)u(C,ANBNC,O)u(C.ANn
a) CE BNCO)UANBNO), oricare ar fi submultimile A, B, C ale lui E.

15. Fie E o multime care contine doui elemente. Si se determine so-
lutiile (X, Y) ale ecuatiei X U Y= E.

16. Fie E o multime care contine doui elemente. Si se determine so-
lutiile (X, Y) ale ecuatiei X n Y =", (X, Y sunt submultimi ale lui E).

17. Sé se determine multimile:

a)A={xeZ | x:6n_7,neZ};
: 2n+1

b)B=freN|x= 220t 0Ny
n

2
x:Gn +17, nel}

18. Si se determine multimea A = {x € Z

19. Si se determine multimea

2_
{xeR | 3a e Rastfel incat x =291}
a+1

20. Si se determine multimea
3n’ +6n+1
241
2 2
21. Sé se determine multimea {x € Z | X 3xt2 eZ}).
2x+1

A=(xeN|3neN,x:

22. Si se determine multimea

A={(x.y) e RxR | x+y=2si |x| -2]y| =-1}.
23. Si se determine multimea

A={(a, b) e Nx N | ab=2160si c.mm.d.c. (a, b) = 12}.
24. Si se determine multimea {(x, y) e Nx N | 9y’ - (x + 1)> =32}
25. Si se determine multimea {x e R | 1 < [x+1 | - |x- 2[ <3}.
26. Si se determine multimea {(x, y) € Z x Z | x* - 2xy + 3y* = 8}.
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27. Sa se arate ca multimea
{(a, ) e NxN r x* - abx + a + b =0} are ridicini intregi.
28. Si se determine numérul de elemente din multimea
{(x,y) e NxN | x + 3y =1980}.
29. Si se determine numairul de elemente din multimea
{(x,y) e Nx N | 4x + 3y = 1980}.
30. Si se determine multimea
{(x,y) e NxN | Jx+,/y=+41976}.
31. Si se determine multimile A si B si numerele m, n, p stiind cé:
A={xeR | ¥*-3x+m=0},B={xeR | £ +nx+p=0},
AUB={11,24).
32. Si se determine valorile reale ale lui g, astfel incit multimea

{xeR | x—%=2|2|x|-azi}

si aiba trei elemente. Si se giseascid elementele multimii.
33. Fie m € R. Considerim multimea

a+a+m

A ={xeR ' Ja e R astfel incat x = }. Sa se arate ca:

a+l1
a)A,=R-{-1}; b)A =R, (V)m<O0,
c) Multimile A , cand m parcurge muiimea R, nu au nici un element
comun.

34. Fie a, b, ¢ € Z, numere impare. Si se arate ci:

{xreQ | a’’ +bx +c=0} =D,
35. Fie multimile A={x|3neN, x=3n+1},
B={x | 3meN,x=Tm- 1}.

Sd searateciA N B = {x |3reN, x=21r+ 13}.

36. Si se arate ci, oricare ar fi m € R, are loc egalitatea: -
(xeR| P-d4x+m*=0}n{xeR | ¥-mx+1=0}=02.

37. Fie a, b doua numere reale. Si se arate cd, dacia + b+ 1 =0,
2

azb,a,b#1 sau b=% si a >4, multimea

A={xeR [ L+ax+b=0ju{xeR | £+ bx +a=0}
are trei elemente.
38. Si se arate cd multimea {x € R [ L+mx+2=0lu{xeR | 2+
+8x+2m'= 0} are exact doud elemente, oricare ar fi m € R.
39. Sa se arate cd multimea
A={xeR |rx2+mx+l=0}u{xER | 43 + 8x + m* =0}
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are unul sau doui elemente. Si se determine m pentru care A are un sin-
gur element.
40. S& se determine numirul de elemente din multimea:
{reR , x2-m.x+m—l=0}ur{xeR | Z-(@m+ Dx+m=0}.
41. Si se arate cd, oricare ar fi m € R, multimea:
(xeR|xX+2m+ Dx+m=0}U{xeR | ¥ +2mx+m-1=0}are
exact patru elemente.
42. Si se determine numarul real m, astfel incit multimea:
(xeR|mlP+m-Dx+m+2=0)n{-1,1}) #D.
43. Si se determine numérul de elemente din multimea:
{reR | ¥ +x+m= 0} M [0, +). Discutie.
44. Si se determine numirul de elemente din multimea:
{xeR | X+ 2x+m= 0}. Discutie.
45. Si se determine numirul de elemente din multimea:.
{xeR | X +mx+1=0}~ (-, 0]. Discutie.
-46. Si se determine numirul de elemente din multimea:
{xeR | mx® + 2(m + 1)x + m - 2 = 0} N [0, +00). Discutie.
47. Sa se determine a si b astfel incét sd avem:
(xeR|P+2ax+b=0}\{xeR | P+2bx+a=0}=02.
48. Fie A si B doud submultimi ale lui E. Folosind problema 14, sa
se determine submultimea X a lui E, astfel incét si avem egalitatea
A-X)u(X-A)=B.
49. Si se arate ci nu existi un numdr finit de numere rationale g,,
4, ----» q, astfel incat oricare x € Q si se poatd scric sub forma
X=rg,+rg,+ ... +rq,
unde 7, € Z.

Capitolul 111
FUNCTII

1. Fie A = {0, 1} si B = {a, b, c}. Si se determine toate functiile de
la multimea A in multimea B. S3 se precizeze cite din acestea sunt in-
jective.

2. Fie A= {1, 2, 3} si B = {a, b, c}. Si se determine toate functiile
f: A —> B astfel incat (1) = c. .

3. Fie A= {1, 2,3} si B={5,7,9}. Sa se determine toate functiile
f: A — B astfel incat {1) # 5 si £2) #9.
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4. Si se determine functia f: R — R astfel incat:
2f(x) + 31 - x) =4x - 1 oricare ar fi x € R.
§. Si se determine functia f: R — R avand proprietatea:
fx+y)-fix-y)=4xy, (V) x,y e R.
6. Sé se determine functia f: R — R astfel incit
f) #05si fx) - f) =fx+y-x). (V) x,y €R.
7. Si se demonstreze ci nu existi nici o functie f: R — R care sd
verifice relatia: f{x) + f(n - x) = x, (V) x € R, unde n € N*.
8. Exista functii f: R — R astfel incat f(x) - (- x) = X, (V) x € R?
9. Fie functia f: R — R satisficand conditia:
mfix - 1) + nf(-x) = 20x| +1.
Sé se determine m §i n astfel incat functia f si Indeplineascd conditiile
f-2)=5sif(l)=1.
10. Exista functii f: R — R care satisfac proprietatea:
fx-D-f1-x)=x,(V)xe R?-
11. Si se determine functia f care verificé relatia:
4ﬂx)+3ﬂx)-c|x| ceR
Sa se traseze graficul functiei astfel determinate.
12. Si se determine-functiile f de gradul intéi, astfel incat feof=1g
13. Fie functia f: R — R, f(x) = ax + b. Si se determine
fl=fofo..of
T em
14. Sa se reprezinte grafic functiile:
a)f:R> R, filx)y=max 2x- 1, x+ 1),
b)g: R >R, g(x) =min Bx-1, x + 3).
15. Fie functiile f: R > R, fix)=|x-1]+2sig: R>R,
g(x) =|x- 2| + 1. Sa se determine f o g §i g o f.
16. Fie functiile f: N > N, fin) =2nsig: N> N,

n
g(n)={7. ~ dacdnestlepar o o determine fo g sig o f.
0, daci n este impar
17. Fie functiile:
R ( ) 3x+1, dacix<-1
f:RoR, f { -2, daci x> -1 .
-3, dacd x < -2
g:R->R, g(x)_{x—l, dacd x> -2

11



Sé se determine fo g si g o f.
« 18. Fie functiile:

f:R—>R,f(x)'={

g:R->Rgx)=x+1
Sa se determine f o g si g o f.
19. Fie functia f: R — R definité prin egalitatea:
2x-1, dacax<?2
X)=
f( ) {x+l, dacd x >2

S se arate ci f este bijectivi si si se calculeze f .
20. Fie functia f: R — R, definiti prin egalitatea:

2x+3, dacix<0
x*+3, dacix>0

f(x): x2, dacz:lx >2,
3x-2, dacix<2.
Sa se arate ca f este bijectiva si si se calculeze inversa sa.
x-3, dacix<4,
{Zx -7, dacdx>4.

21. Fie functia f: R > R, f(x) = . Sa se arate
ci feste inversabili si si se calculeze f "

22. Sa se arate ci urmitoarele functii nu sunt injective:
af:RoR A)=x"-52+2b)f: Ro>R fi)=x-Tx"+1;
Of:RoR fi)=x-3"+2x-4,d)f: R> R, fx)=x"" “4x'"° 4+ 1.

23. Fie functia f: (0, +o0) —> (0, +0) definita prin egalitatea:

1 . . %
f(x)=x+=. Si se arate ci pe intervalul (0, 1], f este strict descresci-
x

toare iar pe intervalul [1, +o0) este strict crescatoare.
24. Fie functiile fsi g, definite pe R cu valori in R, unde
f)=2c +3+4sig)=x"+x+ 2.
Si se arate ci fnu este injectivi, iar g este injectivi.
25. Fie functia f: R — R de forma:

69-|

a) Si se determine m astfel Tncat graficul functiei sd treacd prin punctul
AQG, 3).
b) Si se cerceteze daci functia f este injectivi.

26. Pentru orice m, n € R se consideri functia

x+1, dacdx e(—oo, 2]
mx—3, dacidx 6(2, +oo).

12



x—m, pentrux<0,

f,.:R>R, _[m_,,(x)={

Si se determine valorile lui 7z i n pentru care f, | este:
a) injectivd; b) surjectiva, c) bijectiva.

27. Fie a un numar natural. Definim functia: f, : N — N astfel incat

f,(n) este ultima cifra a numarului a".

a) Si sc arate ci 3 b, 0 < b <9 astfel incat f, = f,.

b) Si se arate ca oricare ar fi a, f, este o functie periodica (adici existd

un numdr natural ~n astfel incat f (n + ny) = f,(n), (V) n € Nsin #0).
28.FieAo mulpme care are cel putin trei elemente. Notdim cu S, =

={f:A >A |fb1_|ecpe} DacifeS, sifcg=g°f (V)g €S, atunci

f=1,

29 Fie f: A —> B o functie oarecare. Dacd A’ c A este 0 submul-
time a lui A, multimea fA") = {fix) | x e A’ } care este o submultime a_
lui B se numeste imaginea submulgimii A' prin functia f. Daca A’ = A,
atunci multimea f{A) se numeste imaginea functiei f si se noteazi Im f.

a) Fie functiaf: R > R, ix)=2x + 1.

Sa se determine: f{[-1, 1]); A[-2, 0]); A(-2, 1]); A(1, 2)).

b) Fie functia f: R > R, Aix)=|x- 2|+ 1.

Sa se determine: f{[1, 3]); A[-1, 3]); A[1, +)).

c)Fie functiaf: R > R, x) = |x- 1|+ x +2|- 1.

Si se determine: f{[0, 1]); A[-2, 1]); Al-3, 2D).

30. Fie f: A — B o functie. S4 se arate ci:
a) Dacid X si Y sunt doud submultimi ale lui A, atunci:

XN =fX) VAV i XYy X AD).

b) f este injectivi dacé si numai daci AX N ¥) = AX) n AY), oricare ar
fi submultimile X si Y ale lui A.

31. Fie f: A - B o functie. Si se arate ca:
a) feste injectivd < f{CA") c CAA", (V) A’ € P(A),
b) feste surjectivd <> {CA") > CAA"), (V) A’ € P(A);
c) feste bijectivd <> CA") = CAA"), (V) A’ € P(A).
(P(A) este multimea pirtilor lui A).

) 32. Fie f: A > B o functie. Fie P(A) si P(B) multimea pirtilor lui
A si respectiv ale lui B. Definim functia f, : P(A) > P(B), f.(A) =
=flA"), (V) A' € P(A). Si se arate ci:

a) feste injectivd < f, este injectivd;

nx+m, pentrux>0.

b) feste surjeclivd < f, este surjectivi;
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c) f este bijectivd < f, este bijectiva.
33. Fie functia semn, sgn : R - R,
-1, dacidx <0,
sgnx =40, dacax=0,
1, dacix>0.
Si se reprezinte grafic functiile:
a)f: R—> R, fix)=(2x-1) sgn x;
b)f: R-> R, filx)=|x- 1| sgn x;
o)f:R> R, fix)=sgn(x-1)+xsgn (x-2).
34. S se reprezinte grafic functia f: [-a, a] > R,a >0,
f(x) = min £*.
—asisx

35. Sa se construiascé o functie h: Q — Q care si fie surjectiva si
astfel tncat h(n) = O pentru orice n € N.

36. Sa se demonstreze ci oricare ar fi doui functii bijective:
f.8:Z—>1Z, functiah:Z — Z, h(x) = f(x) - g(x) oricare ar fi x € Z nu
este bijectiva.

37.Fie a, b, c € Ri functia f: R > R, f(x) = ax’ + bx + c, astfel
incat f(-1) < 1, (1) > -1, f(3) < -4. S se arate ci a este negativ.

38. Fie A o multime finitd avand n elemente, a € A, iar f, A
functii bijective de la A la A. Si se arate ci existd k </ astfel incat

(hofin oo f@=a

Capitolul IV
NUMERE REALE

(Structura algebrici si de ordine a multimii numerelor reale)

Daci a, b, ¢ sunt numere reale, astfel incat oricare doui sunt diferi-
te Tntre ele, sd se demonstreze egalititile:
b c

1 (a-—b)(a—c)+(’b—c)(b—a)+(c—a)(c~—b)_:0'
2. @ + B + < =1.
(a-b)a-c) (b=c)(b-a) (c-a)c-b)
@ s e =a+b+c
3 (a—b(a—c)+(b—c)(b—a)+(c—a (c-b)_ bre.
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4. a’ + b + ¢
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) (c—a)(c—b)
=a® +b +c* +bc +ca+ab.
S ! + ! + 1 = L
“ala-b)a-c) b(b-a)(b-c) c(c-a)(c—b) abc’
6 1 + 1 + ! =
" a*(a-b)a-c) bz(b—a)(b—c) cAc-a)(c-b)
__bc+ca+ab

a’b*c?
Dacid q, b, ¢, d € R, si se demonstreze egalititile:
1 1
7. + +
@-b)a-cNa-d) (b-a)b-c)b-d)
1 1
+ + =0;a, b, c, d fiind diferit
(c—a)lc-b)c-d) (d-ald-b)d-c) @ mmaaiene
intre ele.
b c d
8. + + -
ala+b) (a+b)a+b+c) (a+b+c)a+b+c+d)
_ b+c+d
ala+b+c+d)
‘Generalizare.

9. Fie a, b, ¢ numere reale nenule, astfel incét oricare dou# sunt di-
ferite intre ele. S se arate ca produsul
(b—c c—-a a—b]( a b c J
+ + + + este egal cu:
a b c b-c c-a a-b
D)9,dacia+b+c=0;
) 1,dacd|c|=la-b|
10. Daca a, b, c € R, si'se arate ci
(@+b+cy-@+5+=3(0b+ o) + a)a + b).
Si se deduci de aici ci, daci
(@+b+cl=a+b+c,
atunci @ + b+ )" '=a™"' + 5" + ¢! unden e N.
11.I) Dacéd a, b, ¢ € R, si se arate ci

a@+b+c —3abc='%(a+b+c)[(b—c)2+(c—a)2 +'(a—b)2];
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II)Dacéa3+b3+cl= 3abc, atuncia + b+ c=0saua=h=c.
12. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, si se arate ca:
I) (a + b)(b + ¢)(c + a) = 8abc;
) (@* + bO)c + (b* + a + (¢ + ad)b = 6abc;
III) 2(a’ + b* + ¢*) = (a + b)ab + (b + c)bc + (¢ + a)ca.
13. Si se demonstreze ca, daci a, b, ¢ sunt numere reale povitive,
astfel incata + b + ¢ = 1, atunci
1 + 1 + 1 >9.
N a b c
In ce conditii are loc egalitatea?
14. Fie a,.b, c numere reale pozitive Sa se demonstreze inegalitatea
ab be ca a+b+c
+—— <—
. a+b b+c c+a 2
In ce conditii are loc cgalitatea? )
15. Fie a, b € R astfel incat a + b = 2. Sa se demonstreze ci
at+ b2
16. Sa se demonstreze ci din segmentele de lungime a, b, ¢ se poa-
te construi un triunghi daci §i numai daci

a’b? + bt +cta’ > %(a“ +b +c4).

17. Fie a, b, c € R. Si se arate ci, daci
1 1 1 1
—_—t
a b ¢ a+b+c .
atunci pentru n. numdr natural, avem
I - 1 -1 1

18. 1) Fie a, b € R. Si se arate c4, daca m si n sunt numere naturale
de acccasi paritate, atunci '
Cam+b" a"+b B a™"+b™m"
2 2 2
IT) Si se deducd, de aici, cé daci a, b € R, atunci
a+b a*+b a+p < a® +b°
2 2 2 T 2.
19. Daci a, b, c sunt numere reale pozitive, atunci !
a* +b* +c*

a+b+c<
abc

20. Fie a, b, ¢, d numere reale pozitive. Si se demonstreze ca
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,/(a+(~)(b+d) > Jab+cd.

in ce conditii are loc egalitatea?
21. Daci a, b € Rastfel incét [a |<1,| b | <1, s se arate cd

Vi—a?+41-p7 - 2

in ce conditii are loc egalitatea?
22. Sa se demonstreze ca
)ab + ac + bc<a®+b>+c’. undea, b, c € R;

1) ab + ac + ad + bc + bd + cd < %(a2 +b%+c? +d°), unde a, b,
cdeR;
I1T) Generalizare. Y. > aa; < nT-IZaf cundc Ly, oa € R
i=1 j=i+l i=1

- . a, a a
23. Fie numerele rationale —L, b—2 Z"— unde b, > 0, pentru
2

bl
i=1,2, ..., n Sise demonstreze ca
a, _a,+a,+.+a

n

24. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Sa se arate ca
1 2 n

min a; <

<max a;.
Isi<n

n I<isn

i=1 G;
25. 1) Daci a, b, t sunt numere reale pozitive astfel incat a > b > ¢,
atunci (a + 1)(b - t) < ab.
IT) Sa se arate céd produsul a n numere reale pozitive, a ciror suma
este constanti, este maxim daca toti factorii sunt egali.
26. I) Daci a, b sunt numere reale pozitive, atunci

"
2 . absa+b.‘
1 2

1
— + —_—
a b

IT) Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, atunci

#< ﬂabc < a_+§__+i.

1 1 17
a b ¢

IIT) Generalizare. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive.
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Sé se arate ci
"‘/a,az...a,l Sma—"-.
n

(media geometricd a n numere reale pozitive este mai mic# sau egali cu
media aritmeticd a lor).

In ce conditii are loc egalitatea?

27. Si se arate ci pentru orice numere reale pozitive a, b, c, a’, b’,
c', are loc inegalitatea:

v{/(a +a)(b+b)c+c')2¥abc+¥a'b'c.
28. Fie n un numdr natural. Atunci.

Dn">1-3-5..2n-1); I)2">1+ny2"".
29. Si se arate ci suma a n numere reale pozitive, al ciror produs
este constant, este minimé in cazul in care numerele sunt egale intre ele.
30. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se arate ci
a, a, a a a
et S . et

a, a; a, a, a4

31. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se arate ci

(af +a, +1)(az2 +a, +1)...(af +a, +1) .

3
' a,a,...a,
32. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se arate ci
2 . 2 2 2
a: a a, a a a a: a
AL 22 e 2] 230
a, a, a; a, a; a, a;  a

33. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se arate ci

n n
T 1T 1 SVaaa
——+.+—
4G 4 a,
(media armonicd a n numere reale pozitive este mai mici sau egala cu
media geometricd a lor).
in ce conditii are loc egalitatea? (vezi ex. 26).

34. Fie k , k,, ..., k, numere naturale si a,, a,, ..., a, numere reale

e ¥ X ky k. k,
pozitive. Si se demonstreze cd produsul a,'ay’...a,", unde a, + a, + ... +

+ a, este constantd, este maxim atunci cand numerele a,, a,, ..., a, sunt
proportionale, respectiv, cu k,, k,, ..., k .

35. Si se demonstreze ci suma pitratelor a » numere reale pozitive,
a ciror sumi este constantd, este minimi in cazul in care numerele sunt

egale.
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36. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se demonstreze ci

2 2 2, 4a°
(a,+az+....+a") _ai +ay+. 4,
n n

37. Fie a,a,..,a;b,b, .. b, € R. 84 se demonstreze cd

[gasb.-y sgafgbﬁ

Mai mult, egalitatea are loc numai in cazul in care numerele a,, a,,
-, @, sunt proportionale, respectiv, cu b, b,, ..., b, (inegalitatea Canchy-
Buniakovski).

38. Sa se demonstreze ci:

( 1 1 1 ) ,
(a,+a,+.4a,) —+—+.+—|2n%,
) al aZ 3 an
unde a, a,, ..., a, sunt numere reale pozitive.
39.Dacda,, ay, ..., a,; b, b,, ..., b, sunt numere reale pozitive, si se
demonstreze ci

Vab, +4ab, +..+ya,b, S\/a1+a2+...+an \/bl +b,+..:+b,.

40. Fie a;a, ..a;b,b, ..,b numere reale pozitive. Si se arate

ci ‘/(a, +6,) +(ay +b,) +..+(a, +b,) <a? +ai+..+a? +
+\bf + b} +...+b] . (inegalitatea lui Minkovski).

41. Daci a,a,, ..,a, €R,atunci
'Zlai < ;|ai|.

42.Dacda,, a,, ...,a_ € R, atunci

\/af +a§+...+af Sla‘|+

43.Dacia,a,, ..., a,; b, b,, ..., b, € R, si se arate ci

+...+

a, a,

‘\/a,z NN /X IR
44. I)/Daciva. a’ b, b' € R, atunci
(@ +a™)b* +b”) - (ab + a'b’)’ = (ab' - a'b)’;
1) Generalizare. Daci a,, a, ...,a;b, b,, ..., b, € R;atunci

<|a,-b|+|a, - by|+...+

a,-b,

|-

‘ gafgbf ~(‘Z;:a,.b,.) = Y(ab;-apb).

Isi<j<n

45. Fie a, b € R. Si se arate ci
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a+b+|a—b| i a+b—!a—b
max (a, b) = —5—, min (a, b) = 5 s
unde max (a, b), respectiv min (a, b), reprezinti cel mai mare, respectiv
cel mai mic, dintre numerele a si b.
46. Dacd a, b, c € R, atunci
la-bl+|b-c|+]|c-al|=2(max (a, b, ¢) - min (q, b, ¢)).

unde max (a, b, c), respectiv min (a, b, c), reprezintid cel mai mare,
respectiv cel mai mic, dintre numerele a, b, c.

x+|x| —x+|x|
six =

47. Fie x € R si se noteazd x, = . Si se arate

cix=x, -x §i|x|=x, +x.S4se reprezinte graficul functiilor:
£, g : R—> R, definite prin fix) = x, si g(x) = x.

48. Fie a, b, c € R. Si se arate ci ecuatia 3x° + 2(a + b + O)x + a’ +
+ b% + ¢® = 0 are ridicini reale daca si numai daci a = h = c.

49. Fie a si b numere reale pozitive. Si se scrie in ordine crescitoa-

re numerele
a+b
a, b, 5 va® +b*.

50. Si se rezolve in multimea R ecuatiile:
DI3x+2|=5I)|x+1|=|x-2 ) |x-1]|+|x|+|x+1|=x+2;
IV) [ x]-21=10; V) |lx|-|x+1]|=|x+2|; VD |[x+1]|-|x]|+
+3[x-1]|-2|x-2|=x+2.

51. Si se rezolve in multimea R a numerelor reale inecuatiile!
Dix-2|<LID|x+2|>LID|x-1]|+[x|<2IV)|x+1|+]|x]|>2;
V)|x-1]4+]x-2|<0, VD) |x+1|+|x-2|>0, VI)|x-1|+|x+1]|<
Sx+3;VID [x+ 1|+ |x-2|>x+ LX) |x+1|<|x-1X)|x+2|>
>[x-1}

§2. Si se scrie sub forma de fractie zecimala infinitd numerele:

17 3 27 523 201
a) 5,b)6,c) 4,d)O,e) 11.f) 21,g) o

§3. Pentru fractiile zecimale periodice urmaitoare si se determine
numirul rational pe care-] reprezintd si si se verifice apoi, prin algo-
ritmul de impértire, ci se obtine fractia zecimald initiala:

a) 3,(6); b) 1,72(32); c) -3,(12); d) 0,01(25); e) -4,3(042); f) -0,001(3);
g) 0,01(02).

54. Si se arate care dintre numerele urmitoare sunt rationale §i care

irationale: -
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2) -1.56; b) 1,(560); ¢) 2,530 d) ¥Z; ¢) ¥3; D V6 ; g)‘f n V2;
i)%/i;j)%/a;k)‘g.’

55.Fie 1 <a <9. Sa se arate ca fractia
0,a0a00a000200004a...
(dupd primul a urmeazi un 0, dupi al doilea sunt doi de O etc.) repre-
zinti un numdr irational.

56. S se arate ci fractia zecimali infinitd 0,123456789101112...,
in care dupi virguld sunt scrise, consecutiv, toate numerele naturale ne-
nule in ordine crescétoare, reprezintd un numadr irational.

57. Si s€ arate ci in reprezentarea zecimald a oricdrui numdr ira-
tional existd cel putin o cifrd care se repetd de o infinitate de ori.

58. Si se dea exemple de numere irationale pentru care numai doud
cifre, respectiv numai trei cifre, se repetd de o infinitate de ori.

59. Si se dea un exemplu de un numir rational a si de un numar
irational b, astfel incét

sl,w— <

|‘/§_"| 1000

60.Fiea,be R,a=b. Sa se arate cd existd intre a si b cel putin un
numdr rational i cel putin un numdr irational.

61. Si se arate ci pentru orice numdr rational pozitiv a, astfel incat
a <2 (respecuv a> 2) exxsta un numdir rational pozitiv b, astfel incat
a’ < b’ <2 (respectiv a’ > b* > 2).

62. Si se arate ci numerele v3 +/5 si V3-4/5 sunt irationale.

63. Fie m si n numere naturale. Si se giseasca conditii in care nu-
merele Ym +/n si Jm —\/; sunt irationale. Dar dacd m i n sunt nu-
mere rationale pozitive?

64. Si se arate ci, dacd a este un numdr irational pozitiv, atunci

\/; este un numadr irational.

65. Si se demonstreze ci:

I) Suma dintre un numér rational §i unul irational este un numir
irational. Analog, pentru diferenta.

« _— .1 L
IT) Daci a este irational, atunci — este irational.
: a

66. Fie a si b numere irationale astfel incat a + b este rational. Si
se demonstreze cd numerele: a - b, a + 2b sunt irationale.
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67.Fiea, b, a’, b' € Q, astfel incﬁtfsﬁ; ¢ Q. Atunci

) a+yb=a'+Jb' daci si numai dacia = a'si b = b’

II) a +\/E # a'—ﬁ, pentru orice numere rationals a, b, a’, b’ iar
Jb sifie irational.

68. Si se determine numerele naturale n astfel incat Vn” +1 si fie

rational.
69. Si se determine cele mai mici numere naturale n, pentru care

‘s . 1 <
este adeviratd inegalitatea ma <g, daca

I) € = 0,001725...; II) & = 0,0003254... .
70. Sa se spund care dintre numerele, din perechile de numere ur-
maitoare, este mai mare:

a) 5,34297... si 5,34298...; b) -6,2739... 5i -6,2736...; c) % si 2,(42);

d) —3 §i-0,7(32); €) -2,2 i -2,1(9); f) 7 si 3,14.

71 Sa se giseascd aproximdrile zecimale, cu o eroare mai mica de-'
cit 107 , prin lipsa si pnn adaos, penlru numerele: -

a) ¥5: ) V55 ¢) —? d) -g; e) V11; f) -V11; g) %;

7 13 13
h) -—; i |
) 13 T 11 D - )

72. Si se giseasci pnmele trei cifre, dupd virguld, ale sumei x + y,
daca

a)x=3,2745... si y = 2,3478...;

b) x=10,7373... si y =-11,0354... .

73. Si se giseasca primele doud cifre, dupi virguld, ale produsului
xy, daci:

a) x=1,3426...si y =1,1243..;

b) x =2,1357... si y = 3,2153....

74. Si se giseasci primele patru cifre, dupd virguld, ale sumelor:

a) V3 +46;b) V2 + 7;é)%+‘/5-.d)§+ 5:¢) V1 -+5;
D\/_—g—l;g)ﬁh/ah/g.

75. Sa se giseasci primele trei cifre, dupd virguld, ale produselor:
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a)ffb)fﬁc) J—d)——ﬁe)ff
t)-—f £)-0,710710071... x V6 .

76 Sa se gaseasca aproximdrile zecimale, cu o eroare mai mici
decat 10°, prin lipsi si prin adaos, pentru numerele:

«/— J5 3442 1442
O Ggs VBBl TR

32 142
d) + .
5+42 3442
77. a) Folosind teorema lui Pitagora, si se construiasci cu rigla si
compasul segmentele de lungime:

2,3: 2,(6): 2.5, ¥2 V3: V55 Y65 410,
b) Si se figureze, pe axa reald, punctele care au ca abscise opusele
numerelor de la punctul a).

. . 1 .1 5 5
78. Sa se determine numerele rationale — si —, a céror sumai este
egali cu 0,(272).
79. a) Fie 0 <% <1 un numdr rational, unde a, b > 0. Si se arate ci,

oricare ar fi numarul natural n > 1, avem
a+n
b+n

<£—1.
b

b) Mai mult, sa se arate ci oricare ar fi € > 0, un numaér real arbi-
trar, existd n, astfel incat

-1

a+n,
b+n,

-1j<e.

80 Si se determine numerele intregi k, astfel incét radicinile ecu-
atiei kx” + (2k - 1x + k - 2 =0 sd fie rationale.

81. Si se demonstreze ci, daci a, b, c, J; +4b +\/; sunt numere

rationale, atunci \/Z s \/; s J; sunt, de asemenea, numere rationale.
" Generalizare.
82. Fie a un numir real si notim cu {a} = a - [a] partea fractionari
a sa, iar n > 2 un numdr natural. Sa se demonstreze ci functia f: R - R,

definith prin f(a) = {a"v2 | nu este injectiva.
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83. Si se determine partea intreagi a numaérului 30
84. Si se rezolve ecuatiile:

2
2 [“3}: *=2 b [" ‘3"“}: o3l = (x4 1l

3
85.a)Fiee > 0sia,, a,, ..., a, numere reale astfel incat | a, | <&,

4 ’ 3

|a,,, -a|<e pentrui=1,2, .., n-1. Sise arate ci existd un numar
natural k < n, astfel incat

| 1

a,,—Ea,, SES.

b) Sa se deduci, de aici, ci existd un numar natural p, astfel incat

n

p
Za‘. - Zai
i=1

i=p+1

< max
1<i<n

o

86. Fie a, b numere rationale pozitive si \[I; ¢ Q. Sa se giseasca,
presupunind ci existd, numerele rationale x si y astfel incét

Jaidb A5+,

in ce conditii astfel de numere existi?
Aceeasi problemad pentru egalitatea

oo =\x-1>.

87. Iiea. b, ¢, m € Rastfel incat m > 0, ac < 0 si

m+2 m+l m
Definim functia f: R > R, prin ix) =ax"+ bx + c.-
Si se demonstreze ci

f[ﬁ)f(l) <.

88. Fie a, b € R astfel incat a # b. Sa se determine cea mai mici
valoare a functiei f: R — R, definité prin
f)=|x-al+ | x-b .
Generalizare.
89. Si se arate cd, pentru orice numir natural n > 2, avem

1 1 1 1 3
a) — < + Font—<—;

2 n+l n+2 2n 4
b) 1< L + ! + <2.

Lt
n+l n+2 3n+1



90. Si se arate cd
%Ee{pﬂh/;lp, q.r EQ}-

91. Si se determine multimea
{aeQ | existi b e Q astfel incat 5a° - 3a + 16 = b’}.
Generalizare.
92. Si se rezolve ecuatia:
X - [x] =3,
unde [x] este partea intreagd a lui x.
93. Fie s = L+L+L+...A+ L .
100 11?2 12° 1000

Si se arate cd | s - 0,105 | < 0,006.

94. Fie a un numir real care are o reprezentare zecimali de forma
0,999..., unde dupi virguld sunt 100 de 9 consecutivi. S§ se arate ci Ja
are o reprezentare zecimala in care dupé virguld sunt, de asemenea, 100
de 9 consecutivi.

95. a) Fie o > B > 0 numere reale. Si se afle care dintre numerele

I+a . 1+P

i .
l+o+a® = 1+B+p?

este mai mare. )
b) Generalizare. Daca n este un numir natural, si se afle care dintre
numerele
T+o+ol+. 4o | 1+B+p2+. . +p""
si
I+o+o?+...+a” 1+B+p2+..+p"

este mai mare.
96. Fie a, b, ¢ € Q, iar p € N un numdr prim. Si se arate ci:
a+ b3 p_+c§/p_2:0 daca i numai dacia=b=c=0.
97. Fie [a] partea intreagi a numidrului a. S3 se demonstreze ci:
a) [x] + I <Ix+yl

X .
b) [uj' = [f]; n # 0 fiind un numar intreg;
n n

c) [x]+[x +%} =[2x];
d) [x]+[x+%}+|:x+%]+...,+[x+ ";1} =[nx].
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n’+5

98. Fie numirul

, unde n este un numdr par.

a) Si se arate ci fractia zecimald sub care se reprezintid acest numar
rational este mixti.
b) Sa se giseascd cea mai micd valoare a lui n pentru care acest
numdr se reprezintd sub forma unei fractii zecimale finite.
2

5 « -~ A . n"+5 .
c) Daci presupunem ci n este astfel incat fractia este ire-

ductibili, sd se determine numarul cifrelor din perioada si al celor care
nu sunt in perioada.
99. Si se arate ci oricare ar fi numirul fntreg n (n = 0, -1, -2), nu-

mirul 1 + 1 _ se reprezinta printr-o fractie periodicd mixta. La
n n+l n+2
3n®+6n+2

fel, pentru nz0,+1).
P —(—)—n o1 ( )

100. a) Fie a un numir rational, dat de frac;ié ireductibila 2,
n

(m, n) = 1, care se reprezintd sub forma de fractie zecimalid periodica
simpla. Sa se arate cd numarul k al cifrelor perioadei este cel mai mic
numir natural astfel fncat 10* - 1 sa fie divizibil prin n.

b) Si se determine numitorii fractiilor ireductibile care dau numere
rationale ce se reprezinti sub formd de fractie zecimald periodica
simpla, a cirei perioadd sa aibid 1, 2, 3 sau 4 cifre.

c) Dacd n §i n' sunt numitorii fractiilor ireductibile, care dau nu-
mere rationale, care se reprezintd sub forma de fractii zecimale peri-
odice simple avand perioadele formate din &, respectiv k' cifre, sd se ara-
te cé orice fractie ireductibild cu numitorul nn’ dd un numar rational care
se reprezintéd sub forma unei fractii periodice simple. Mai mult, dacé n si
n' sunt prime intre ele, numirul cifrelor din perioada fractiei zecimale
periodice care reprezinti numarul rational dat de o fractie ireductibild de
numitor nn' este c.m.m.m.c. al numerelor k si k'.

101. Sa se determine numerele rationale care se reprezinti sub for-
mi de fractii zecimale mixte, avand o cifri la partea neperiodica si doud
cifre in perioada.

102. Fie % si % fractii ireductibile si p, respectiv p’, numerele

date, de perioadele fractiilor zecimale periodice sub care se reprezinti
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. . o o 13
numerele rationale n si M Si se arate ci _p: = CR
p

. m L . 5 —
103. Fie — o fractie ireductibili care d4 un numar rational ce se re-
n

prezintd sub forma unei fractii zecimale periodice simple cu perioada
formati din 7 - 1 cifre; fie aceasta (a,a, .... a, ). Sd se arate ci orice alta
fractie cu acelasi numitor di un numdr rational care se reprezintd sub
formd de fractie zecimali - periodicd simpld cu perioada de forma
(aa a,, aa,..a,), pentru un anumit i, 1 <i<n-1.

i1 el

m . m N .. .
104. a) Se dau numerele — si —, care au aceleasi aproximari zeci-
;
n n

male prin lipsd si prin adaos, cu o eroare mai mica decat 10”. Si se arate
. . mk+m'k' . N . .
cd numidrul ———, in care & §i k' sunt numere intregi, are aceleasi a-
nk+n'k'
proximdri zecimale prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai micd decat
10°. :
b) Cunoscand resturile r si r' ale Impartirii lui 10° - m prin 7 si res-
pectiv 10° - m’ prin n', s se determine restul impéririi lui (mk + m'k") - 107
prin nk + n'k'.

) Capitolul V
FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA
INECUATIIL SISTEME DE ECUATII

1. Sa se aduci la forma canonicé urmétoarele functii de gradul II:

a) f(x)=x*-2x+6; b) fx)=—x>+Tx+2;
) f()= 25 —dx+1; d) f(x)=0,55 ~025+03;
e) f(x)=—0,4x2+x+0,‘1; f) f(x):5x2—%x+1_

2. Si se determine axa de simetrie §i varful parabolei asociat fun-
ctiilor:

a) f(x)==2x+x+1; b) f(x)=x"+x+1;

c) f(x)=-x*+3x-12;. d) f(x)=x>-2x-1;
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e) f(x)=05x*-01x+04; f(@:%xz_l“l_

3 4

3. Si se stabileascd maximul sau minimul urmatoarelor functii:
a) f(x)=-x"+2x-1; b) f(x)=05x* +x+1;
¢) f(x)=x"+3x+2; d) f(x)=-2x>+4x+5;
e) f(x)=5x>-2x+3; f f(x)=x*>—-4.
4. Si se stabileascd semnul urmatoarelor functii:

’ 1
a) f(x)=x>-6x+5; d) f(x)=x2—x+z;
b) f(x)=—x*-5x-6; e) f(x)=-02x>+x-08;
c) f(x)=x*+3x+13; f) f(x)=04x>-5x.

5. S se facd tabloul de variatie si sé se traseze graficul urmitoarelor
functii:

a) f(x)=x2—6x+8; b) f(x)=-2x"+7x-5;
c) f(x)=-x*+6x-9; d) f(x)=2x*-3x+1;
e) f(x)=-x*+25; f) f(x)=-x> +10x.

6. Si se traseze graficul fanctiilor:
a)f:R>R, f(x)= |x2 —2x+1

b) g:R—>R, g()c):l—x2 +‘2x+l|;

) h: R—-)R,h(x):|x2—5xl+1;

d) k: R—)R.k(x)=‘2x2—3x|—1;
-x+2,x €(-o, -2),

e) f: R R, f(x)=:x% x€[-2,2],
x+2,x €(2, +o);

f f: R;>R,f(x)=]x2-9|+|x2—16;;
® f: R R, f(x)=min(x, )

h) f: R R, f(x)=max(x, °);

i) f: R—>R, f(x)=min(l, x, x°) ;
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D rf: R—)R,f(x):max(l, x,xz);
©) f: R >R, f(x)=max(2x, x°) ;
2x+1, x<0;

1) f:R—)R,f(x):{

x2+1,x>0.

7. Fie f: R—>'R,f(x)=|ax2 —3x+c] .DaciO<a<2sic<O0,sise
determine a si c astfel incat £ (0) =4 si f(1) = 6.

8. Si se determine functia de gradul al doilea f(x)= ax” +bx +c
astfel incat graficul acestei functii sa treaci prin punctele: A(1, 2), B(-1, 6),
(2, 3). :

9. Si se determine functia de gradul al doilea f(x)=ax® +bx +c

astfel incét graficul acestei functii si treacd prin punctele: A(-2, 20), B(-1, 12)
si s taie axa Ox in punctul de coordonate C(2, 0).

10. Sa se determine functia de gradul al doilea f(x)= ax® +bx +c
astfel incat sa aiba varful in punctul V(4, -4) si sa taie axa Oy in punctul
A0, 12).

11. Si se determine valoarea lui x pentru care

2 2 2
(x-a) +(x-ay) +...+(x-a,)
ia cea mai mica valoare, unde q,,a,,...,a, €R.

12. Sd se arate cd urmatoarele functii sunt strict crescatoare:

x+1,daci x<O0,

2) f(x)={x2 +1,daci x>0;
x,dacdx<1,

b f(x)={x2—2x+2,dacéx>l.

13. Si se drate cd urmatoarele functii sunt strict descrescétoare:
) F) —-2x+1,daca x<0,
a) f(x)= ,
—-x"+1,dacd x>0
x* —4x+6,dacd x<2,
b) f)=1"
—x"+4x-2,daci x>2.

14. Si se arate ci functiile de la problemele 12 si 13 sunt bijective si
sd se determine inversele lor.
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15. Si se determine functia de gradul al doilea f(x)=ax®+bx+c
stiind cd admite un maxim egal cu Q si trece prin punctele A(1, -7) si B(-1, -27).

16. Sé se determine parametrul m € R astfel incat intre radacinile
ecuatiilor urmétoare sa existe relatia scrisa in dreptul fiecireia:

a) (m+1)x2+2mx+5=0, X, —x,=2;
b) (m-2)x* +(3m-5)x+3=0, X =x;
( 3)x2+mx+m+l—0 x, =3x,3
d) 3x* +(m )x+m+5=0, x12+x§:§;
€) (m+5).x2 (m+7)x m+3=0, XXy =X+ Xy 5
(m l)x m+1=0, x,3+x§.=4;
2 (2 _ 1.1 ..
g) mx +(m 2)x+2(m+1)-0, x]+x2 2;
3
2 _ _2.
h) (m+y2)x +(m—3)x+m«0, x,+x2+2x1x2—2 )
i) x> +mx+2m+8=0, X, =2x,;
1)) x2+2(3m+2)x+3(2m+l)=0, x12+x22:10%x1x2;7
k) xz—(m+1)x+m=0, |x,—x2|=1.

17. Sa se calculeze, in functie de m € R, expresiile:
a) x,+x,5 b) x,x,; €) x> +x2; d) x,—x,; €) x) +x3;
4 4 5 5 - I e

£) x) +x3; ) x) +x3;5 h) x| +x, 5 1) a7+,

) x?+x’cux,x,#0, unde x, §i x, sunt ridicinile ecuatiei
XX —mx+m+1=0.

18. Si se calculeze, in functie de m, expresiile:

a) w/’ﬁ +4yx, 5 b) ﬂxl +4/x, , unde x; si x, sunt ridicinile ecu-
atiei x> —m’x+m?+1=0.

19. Si se formeze ecuatia de gradul al doilea care are ca ridicini:

5 3
a) x;=7,x,==7; b) x,=0,x,=-5; ¢) xlzg,xzz-s—.
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1+42 . 1-42

1 5
d)x,=5,x2=7;e)x1= 3 ,2=T.

20. Se di ecuatia 2x’ +(m +1)x +5m—2=0. Si se formeze ecuatia

in y ale cirei ridicini indeplinesc conditiile: -

1 1 1 1
A y=—y="; b) yy=x+—, =x,+—;
X X2 ot *2 X3
X, +x x+,’v
C) ¥y =X +Xy, Y, = XXy d) y, = ! zv}’zz 12,
X, X,
X. X,
e) y ==,y ="2; Dy=x.y=x;
Xy X
8y =x,y,=x; h) y =x72,y, =x7;

Dy =xy,=x

21. S se rezolve inecuatiile:

a) 3x2+5x+3>1; b) —2x*+6x-3<5; ¢) 6x2+2x-3>0;

d) 5x2+3x+1>0; €) -8x>+2x+6<0; f) 7x*+3x-4<0;
‘xz+>2x—2>3; h)' 5x+7 2x+21>g;
x“-3x+4 x-2 x+7 3

X2 4+2x42

x2-1

i) [x* =9 +[x* -16|< 475 j) >2;

Y |x2+4x|+3 . 21'_‘_1 <2: m)

LI Tt
_;-x2+|x—5| >0 2x2+3x-2

22. S se rezolve sistemele de inecuatii:

3x-1
— | <1.
x‘=Tx+1

3x-1<0,

7x2+13x>2, )
b) {3x° -7x+2<0,
—-5x*+6x-1<0; 2
: -x"+2x-5<0,
]3x2 —8x+4+x-1<0, 2(x=1)2 4(x +1),
c) d<,
x2+3x+7>0; X +4x>0;
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|x~3|+|3«x|
—x1
16-x2
|x—3|+|3—x|
—_—2>-1
16— x*
23. Si se determine m astfel incat:
X4y’ —4x—4y+m>0, (V)x,ye R.

»

24. Si se determine m astfel Tncat:
2 +y'=2x-y+m>0, (V)x,ye R.

25. Si se rezolve inecuatia 5x —20x +26 > -
x“—4x+5

26. Fie functia f: R > R, f(x) = x*> —2x. Si se calculeze:

a) ([0, 2]); b) Al-2, 41); ) Al1, 6]); d) AI-10, O]) (a se vedea ex.
29, cap. III).

27. Fie functia de gradul al doilea f(x)= x> —4x+3.53 se calcu-
leze:

) f([-4, 0]); b) Al1, 6]); ©) A3, 51);

d) Al3, +0)); e) f(-0, -1]); ) (-, 3]).

28. Si se determine Im f (a se vedea ex. 29, cap. III) pentru urma-
toarele functii:

a) f:Ro>R, f(x)=x*+5x-6:b) f: R>R, f(x)=x>-x+1;

' - x1-2x-3
Of: R>R f(0)=[-4[+3;d)f: R>R, f(x)="F"—2;
X" +x+1
X’ -4x+3
:R->R, ===
o/ - Sy x2=2x+3
0 RV{L,3} >R, f() = 5——
. ' i x2—4x+3"
2_
of: R\{a+b} SR, f(x):ub_,unde abeR
2x—-a-b

* +2mx +3m -2
29. Fie fractia Ez'i——mi—:;—m——-. Sa se determine m astfel

X 4+2x+m
incat fractia E si aiba sens si sé fie pozitiva pentru oricesx.€R.
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-x? +(m+1)x—l
30. Fie fractia E = —2——2—2— .
x“+2mx+m” +1
I) Si se arate ci oricare ar fi m € R, fractia E are sens oricare ar fi
x e R.
II) Si se determine m € R, astfel incit E si fie negativi, oricare ar
fi xe R.

\ 2 rax+1

31. Fie functia f: R - R, f(x)= "—2—“’5—1 (ae R). Si se deter-
xZ—

mine valorile lui a, astfel incét Im f c [-3, 2].

2
32. Fie functia f: R >R, f(x) = 3"#‘;’—" Si se determine m
x°+

si n astfel incét Im f = [-3, 5].
33. Pentru ‘ce valori ale lui a, intre ridicinile ecuatiei
2 . . XX 1 1,
x* =2(a-1x—-2a+1=0, existi relatia —;+—§2——+~— ’
X5 Xy X X

34. Si se formeze ecuatia de gradul al doilea care are coeficientul
lui x’egal cu 1, stiind ci discriminantul si produsul ridicinilor sale

3
sunt, respectiv, A = -2m® +m+1, p= «‘;(Zm2 +m).

Sé se determine m astfel incat ridacinile x, §i x, sa verifice inega-

. X +x;
litatea ———=>m.
X, +x,

35. Se di ecuatia mx® —2(m +1)x+8=0 si se cere:

a) Sd se discute radacinile ecuatiei dupa valoarea parametrului m.
X +x3 .
> Xt X, X §x,

- XXy

b) Sa se determine m astfel incat si avem

fiind ridicinile ecuatiei date.
36. Se dau ecuatiile: x* —(m +1)x+m2 =0 cu ridicinile x, si x, si
y?=(m+3)y+12m+11=0 cu radicinile y, si y,.
Sa se determine m astfel ca intre radicinile ecuatiilor s avem:
2(Jt1 +x2) (y1 + y2) <xx, + Y Y,T
37. Se consideri ecuatia de gradul al doilea: .
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(1 +(12)x2 ~-(1+o)x+af(l-a)=0.

Sé se determine parametrul o pentru care are loc inegalitatea:

1 1 1

-1<—+—+——x0.

X Xy XXy
38. Se di ecuatia x* —mx +m—1=0si se cere:
a) pentru ce valori ale lui m o ridicini este dubli celeilalte ?
b) pentru ce valori ale lui m ridicinile x, si x, ale ecuatiei verificd

2 2
Xy + x5

inegalitatea > xx,?

X, + X,
x2 +6x,x<-3,

39. Considerim functiile f: R - R, f(x)= N 1
-2x-5,x=>-3

Sx-2 x<1
:R>R, = ’ 7
& g(x) {xz -2x+4, x>1
Sa se determine g o f si fo g.
x*-1,x<0
40. Consideram functiile f: R > R, f(x) = ’ T si
—Sx-1,x>0
4x-2,x<0,
3x2-2,x>0.
Si se determine g o f si fo g.
41. Considerdm functiile f, g : (0, 1) - (0, 1) definite in modul
urmator:

g:R->R, g(x)={

xz,dac50<x<%, 2x,dacz'10<xs%,
fx)= oy - g(x)=
x,dacd —<x <1, —,daci —<x<1;
2 2 4

Sé se calculeze g o f si fog.
42. Fie familia de functii de gradul al doilea:
£, (x) = mx? +2(m—1)x+m—1,m¢0
I) Si se arate ca varfurile parabolelor asociate acestor functii se gé-
sesc pe dreapta x+y=0.
II) Ce portiune 8tn‘aceastd dreapti cuprinde varful parabolelor cu
ramurile in sus (respectiv in jos) ?

'
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43. Fie familia de functii de gradul al doilea:
f,(x)= x2 +7(m —1)x+m—1 .
Pentru ce valori ale lui m parabolele asociate functiilor f,, au varful

deasupra axei Ox ?
44. Fie familia de functii de gradul al doilea:
f,(x)=x* —2(m—2)x+m:2,
unde m este un parametru real. _
I) Si se arate ci varfurile parabolelor asociate acestor functii se ga-
sesc pe o parabola.
H) Pentru ce valori ale lui m, parabola asociatd functiei f,, are var-

ful sub axa Ox ? _
45. Sa se arate cd oricare ar fi m € R, parabola asociata functiei de

radul al doilea f(x)=x*>—-2(m—1)x—m taie axa Ox in doui puncte
it

distincte.
46. Fie familia de functii de gradul al doilea:

fm(x)=x2—2(m—1)x+m,unde me R.

I) Si se arate ci varfurile parabolelor asociate acestor functii se gi-
sesc pe o parabola. .
IT) Sd se arate cd varfurile parabolelor asociate functiilor f,, se ga-

5
sesc sub dreapta y = 7

47. Fie functia de gradul al doilea:
fu(x)= mx’ — (Zm - l)x +m-1,m=0.

Sa se determine m astfel incat varful parabolei asociate acestei func-
(ii sd se gaseasca pe prima bisectoare.

48. Sa se determine m astfel Tncat parabola asociatd functiei
fex)=x* - 2(m +3)x+m® sa taie axa Ox in doud puncte.

49. Si se arate cé oricare ar fi i =0, graficul functiei de gradul al
doilea f(x)=mx’ —Z(m —3)x +m—6 taie axa Ox 1n doud puncte dis-
tincte.

50. Fie familia de functii de gradul al doilea:

f,(x)=x*-2mx+1,meR.

Si se arate cé existd doud parabole asociate acestor functii care sunt
tangente axei Ox. Sd se arate apoi céd aceste doud parabolé au varfurile
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simetrice fatd de origine.

51. Si se determine m astfel 1incat graficele functiilor
f(x)=x*-2x—-45i g(x)=—x*-2mx—6 si aibi acelagi varf.

52. Si se arate ci graficele functiilor f(x)=2x*-2x+2 si
g(x) = x* +2x —1au doui puncte comune.

53. Fie functia de gradul al doilea f(x)=x*—4x+3. Si notim cu S

aria cuprinsi intre axa Ox si graficul acestei functii.
Sdsearatecil <S< 2.
54. Si se determine .m € R astfel incit graficele functiilor

f(x)=x*+mx+1si g(x)=x" +x+m si se intersecteze pe axa Ox.

55. Fie p un numir prim. Si se arate ci intersectia graficului functiei
f(x)= x2-3x- p cu axa Ox este formata din doud puncte care nu au
coordonate rationale. ‘

56. Fie functia f(x)=x’-6x+5. Notim cu S aria cuprinse'i intre
graficul acestei functii si axa Ox. Si se arate ca 10 < S < 16.

57. Fie functia de gradul al doilea f,(x)=x"—(m+3)x+4m.
Pentru ce valori ale lui m graficul f, este situat deasupra dreptei
y==-77

58. Fie m €Z . Sa se determine m astfel incét varful parabolei func-
tiei f(x)=mx’—2(m+7)x+m s aibd coordonatele numere intregi.

59. Fie functia de gradul al doilea:

fu@)=(m=1)x* +2(m+2)x +m +1,(m #1).

Sa se determine m astfel incét graficul functiei f, sa fie situat sub
axa Ox. ‘

60. Considerdm functia f,, (x)=x" —2(m—1)x+m(m—-3).

I) Pentru ce valori ale lui m varfdl parabolei functiei f, se afla sub

axa Ox ?
IT) Pentru ce valori ale lui m, parabola functiei f, este tangenta axei

Ox ?

III) Si se arate ca varfurile parabolelor functiilor f,, cand m € R
se afla pe o dreapta. )

61.tFic functia f(x)= (m + l)xz + 2(m + 2)x +m+3.
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I) Si se arate ci graficul acestei functii taie axa Ox in doud puncte
distincte.
1) S4 se determine m astfel incét radicinile ecuatiei:

(m+1)x* +2(m+2)x+m+3=0 si fie mai mici decat 1.

62. Pentru ce valori ale lui m, (m —l)x2 +mx+m+1>0, oricare ar
fi xe R?

63. Pentru ce valori ale lui m, (m - l)x2 +2mx+m+1>0, oricare ar
fix>07?

64. Pentru ce valori ale lui m, x> -2mx+m+1>0,(V)x>0?

65. Pentru ce valori ale lui m, (m—1)x* +2mx+1>0, (V) x>0?

66. Pentru ce valori ale lui m, (m+1)x* +2mx+1<0,(V)x€ R ?

67. Pentru ce valori ale lui m, (m - 2)xz +2(2m - 3)x +m-2>0,
orjcare ar fi x < 0?

68. Pentru ce valori ale lui m, (m - 2)x2 + 2(2m - 3)x +m-2<0,
oricarearfi x € R?

69. Pentru ce valori ale lui m, inecuatia:

(m—l))c2 +'(m+1)x+m+1 >0,

nu are nici o solutie?

70. Fie functia f_ : R — R, definita prin

f (x)— —x*+mx+1, daci x<0,
x+1, dacd x>0,

unde m este un parametru real. Si se determine valorile lui m pentru
care functia f, este surjectivi, injectiv, respectiv inversabila. In cazul in

care f, este inversabild, sd se determine inversa functiei .
71. Si se determine numerele m si n astfel incat multimea:
{x eRl mx? —(3m—4)x—6(m—1):0 } » {x eR I (n—l)x2 -
—(n—l)x+6(n—2) =”0}

sa aibd doua elemente.
72. Si se determine numerele m si n astfel incat multimea:

{xeRl —lx —(3m 7)x 6(m 2) 0} m{xeR|nx +
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+nx +3(2n-2) =0}
sd aibid doui elemente.
73. Si se determine'm astfel incat:

{x eR| 3x? +mx—22=r0}.r\ {x eR| x? —(m+4)x+14=0}¢®.
74. Si se determine m astfel incat multimea:
'{x ER| (3m+1))c2 +(3m+2)x+2m+5 =O}u {x'eR i (’lm+5)x2 +
+(3m+2)x+3m+1=0}

sd aibd trei elemente.
75. S& se determine m astfel incat multimea:

{x eR‘ x? +mx—4:0}u {x ER\ x2+2x—2m:0}
sd aibd exact doud elemente.
76. Si se determine valorile reale ale lui a astfel incat ecuatia:
x|x+2a|+1:a=0
sd aibd o unica solutie.
77. Si se determine m € R astfel incat:
{x eRl x? +mx—b1=0}m[1,+co)¢®,
78. Sé se determine m € R astfel incit multimea:
{x € R] xXP4mx+2= O} Ia) [1, +oo) sd aibd doui elemente.
79. Si se determine m € R astfel incat:
{x eR| 2 +mx+1 =O}r\[1,+oo)=®.
80. Si se determine m € R astfel incit multimea
{x eR | xI+mx+2= 0} e (—00. - 1] si aibi doui elemente.
81. Si se determine m astfel incat
{x eRl xX2mx+m-1 =0}n(—oo,—1]¢®.
82. Si se determine m astfel incat:
{x eR| x2—2n1x+m—1=0}h(—w,—l]=®.

a’ +b?

83.Fic a,be R,0<a<b.Daci b<m<

, atunci mul{imea

38



{x eRl x2 —2m(m—a)x+m2(m2—b2)=0}m[0,+oo)

are doui elemente.
84. Daci a, b, c € R, si se arate ca:

{x eR| x? —(a2 +b* -+-c2)Jc+b2c2 :O} +J.
85. Si se determine m € R astfel incat multimea
{x eR| (m—S)x2 —4mx+m—2:O}n[2,+oo)

sd aibd un singur element.
86. Si se determiné m astfel incat multimea:

{x GR’ (m2 —l)x2 —(2m—l)x+l=0}m(—oo, 1]
sd aibd un singur element.
87. Si se determine m astfel incat:
{x eR| (m-1)x* = 2(m+1)x+m+1=0} [+11]# 2.
88. Si se determine m astfel incat multimea:
{x eR| (m+2)x2 —2(m+1)_x+m-;-1:O}r\[—1, 1]

si aiba doud elemente.
89. Sa se determine m astfel incat multimea:

{xeRl —lx —2(m+1)x+m 0} [—1.1]

sd aibd un singur element.
90. Si se determine m astfel incat:

{x eRI (m +1)Jc2 —2(m—1)x—m =0}m[0, 1]=® .
91. Fie numerele reale a, b, c, a’, b’, ¢’ astfel incat a #0,a'#0si
ac+a'c'20.
Daci {x eRI ax? +bx+c=0}¢® si ‘{x eRl ax’+b'x+c'= 0}#@
atunci {x eRI aa'x* +bb'x +cc'= 0} +D.
92. Si se determine m astfel incat multimea:
{x eR | xX=2mx+m+2 =.0} Ia) (— o, 1] s3 aibd doud elemente.

93. Sé se determine m astfel incat multimea:
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{x eR l X -2mx+4m-5= 0} Ia) (O, 3) sd aibd doui elemente.
94. Si se determine m astfel incat:
{xeR|x*-2mx4m+2=0}n[01]=2.
95. Si se determine m astfel incit multimea:
{reR|x*-2mx+4m+5=0}n[57]2 0.
96. Pentru ce valori ale lui m, functia de gradul al doilea
f:R—>R, f(x)=5m’x’ —(5m +1)x +1, are semn constant pe inter-
valul (-1, 1) ?

97. Fie polinomul P(x) =_x2 + bx + ¢, cu b, c € R. Si se arate ci:

() Daci riddécinile polinomului sunt reale, atunci | x, | <1, |x | <1,

facd si numai daci 1 +b+c>0,1-b+c>0si | c | <1.

T) Daci rad4cinile polinomului nu sunt reale, atunci | x, | <1si | x, | €1,
laci si numai daca | c | <1.
98. Daci x, y,z € Rastfel incat x + y + z=2, xy + yz + zx =1, sd

. 4
se aratecd x, y,z € |0, E .

99. Si se determine toate multimile finite A c R care au propri-

I .2
>tatea cd oricare ar fi x € A, atunci x” - | x | +1 €A
100. Sa se rezolve in multimea numerelor reale sistemul

X+y'=9
{xS—y5=31
101. Sa se rezolve sistemele:
2) {sz—x)’—y2+2x—2y‘+6=0, b {x—3y=0,
2x% +6xy—9y* = x+2y;
x+2y=35, 2x-y=3,
{ d {x2+xy+y=—1.

y-x=1,

242y —xy=17,
102. Si se rezolve sistemele omogene:
22 +7y% =15, X2 =Sxy+2y* =1, 3x% - 2y* = -5,
a) b ) ) c .
x“+5y° =21,

—-x243xy=2; xy=12;
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){x +x y+xy =p

4x* - Sxy+4y’ =118,
.d)q €
x2—xy—-y* =-41; Ly+nt+y =g
x +y’ =2, -y =17,
0 g :
T-xoy+yi=L X txy+y =7,
Fofes
h) y i) x+z=-2,
l+_.=_ xy+xz+yz=2;
x y 16
x+y+z=9,
i xy+xz =-8,
N |
D y—+—+—=1, k) Sxy+yz=1,
oy Z+xz=-3.
xy+xz+yz =27, Y
103. Sa se arate ca sistemul de ecuatii
X, —x,=a,
Xy—Xx,=b, (a,b eR)

X+ X, +x34+x, =1,
are o solutie pozitivd daca si numai daca |a| +|b| <1.
104. Si se rezolve sistemul de ecuatii:

x2 =a+(y.— z)z,

Y =b+(z-x) (abe > 0).
Z2 =C+(x—y)z.
xl+yt=z -
105. Pentru ce valori ale lui a, sistemul { : are o unica
x+y+z=a,

solutie reala ?
106. Si se determine numerele reale x, y, z astfel incat

x+y+z=1,
2xy-z*=1
107. Fie sistemul:
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(x+y)* =14.

Pentru ce valori ale lui a sistemul are doua solutii ?
108. Fie sistemul de ecuatii:

x2 _ y2 — 0,
(x+a)’ +y2 =1
Pentru ce valori ale lui a sistemul are doud, respectiv trei, solutii ?

109. Sa se rezolve, in multimea numerelor reale, urmaitoarele siste-
me simetrice:

{xz +y? =2(1+a),

) 2x+xy+2y=159, x+y+2xy=-11,
a) &
3x-2xy+3y=-34 2x y+2xy* =-12;
S 133
, 7Y T 1000 g [PoH56en=5s,
c
7 6xy +3(x +y)=81;
x+y=—;
10
x+y=3,
-y’ =3(x-y), ) Y ) x+y=2,
e) 3 3 D Xy 9 g 4 a
X +y =x+y; —+—==; x'+y =2
y x 2
x+y+z=a,
(- -y)=3, .
h) [ i) {xy+xz+yz=0,
(x+y)(x" +y") =15

xyz=0.
110. Si se determine toate solutiile sistemului:

y> —4xy+4y-1=0,

{3x2 -2xy-1=0,

care indeplinesc conditia xy > 0.
111. Si se determine toate solutiile sistemului:

2-x)(3x-2z)=3-2,
y3 +3y2 =x’-3x+2,
22+’ =6z,
care indeplinesc conditia z < 3. ‘
112. S& se determine valorile lui a real, astfel incat sistemul de
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inecuatii:

1-a

2 2
x“+2xy=-Ty" 2 s
Xy—1y 2+l

3x? +10xy - 5y* < -2,
sd aiba solutie.
xsysza =1
113. Si se rezolve sistemul: {x?y*z* =2,

x2y37,5 -3
X x, X,
. —_— s =...=sy
114. Si se rezolve sistemul J4a, a, a

n
X +x0+.. +xf = b*.
115. Si se rezolve sistemele:

[2x+ =3, (lx=2|+|y-1]=1,

_ b
dx—l) 12X 4y, ) |x*-3x+2+4y=6.
3x-2

2x+y
116. Si se rezolve sistemul:

a)

X=X, +x;=1,
X, = X3+ x, =1,
X3 =X, +x5=1,

XyXy... X,
n =a1’
*i
XXy Xy
% . —H2s
117. Si se rezolve sistemul: x,
XXy X,
172 n-1 =a,.
L %




118. Si se determine numerele reale x,, x,, ..., x, astfel incat:

,/xl -1 +2‘/)c2 -2? +...+n\/xn -n’ = %(x1 +x2+...+xn) .

119. Fie ay,a,,...,a, (n>2) numere reale pozitive. Si se rezolve

XX, =4y,
Xy X3 = ay,
sistemul: q............
Xp1Xp = Cpys
x,x =a,.

120. Pe o dreapti (A) se considera []AB" =a, iar pe segmentul |AB|
se ia punétul M. Triunghiurile echilaterale avand date bazele IAM [ si
[MB| , & se gaseascd minimul ariei sumei celor doud triunghiuri.

121. Fie AD mediana unui triunghi oarecare ABC. Si se determine
M €|AD| astfel incat [MA|” +|MB|" +|M’ s& fie minima.

122. Se dau doui surse de lumind A si B de intensitate, respectiv,

100 A si 81 A. Sé se determine pe dreapta AB un punct M egal luminat
de ambele surse. Distanta dintre A si B este egala cu 20 m.

123. Se di un cerc de razd R = 10 m. Pe un diametru |AB| al cercului
se alege un punct M si se construiesc cercurile de diametre |AM| si

|MB|. Sa se determine pozitia punctului M astfel ca aria cuprinsa intre

cele doud cercuri si fie maxima.
124. Si se determine pe un segment |AB| de 20 cm un punct M astfel

ca suma ariilor cercurilor construite pe |AM | si |BM | ca diametre sa fie
minima.

125. Si se imprejmuiascd un loc in formé de dreptunghi cu un gard
a cérui lungime este de 120 m. Cat trebuie si fie laturile acestui drept-
unghi astfel incat aria locului s fie maxima ?

126. Din buciti de materiale triunghiulare, o croitorcasi vrea s coa-
si fete de masd dreptunghiulare. Cum trebuie croite fetele de masé astfel
incit si se piarda cat mai putin material ?

127. Aria unui dreptunghi este egald cu 81 dm>. Si se afle dimensiu-
nile sale astfel incét perimetrul s fie minim.
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128. Douid masini pot transporta o cantitate de materiale timp de 5
zile. Prima masind merge 200 km pe zi §i consumd 12 litri la suta de
kilometri. A doua masinid merge 300 km pe zi §i consumai 18 litri la suta
de kilometri. Cite zile trebuie s transporte materiale fiecare masina ast-
fel incat cantitatea de benzina si fie minima ?

129. Fie triunghiul ABC in care se cunoaste ||AB“ =5cm, iar suma

"BC" si ”AC" este egald cu 7 cm. Si se afle ndl{imea triunghiului astfel

ca atia si fie maxima.

130. Dintre toate triunghiurile dreptunghice cu acelasi perimetru, si
se giseasca acelea care au raza cercului inscris maxima.

131. Si se determine x, y, z € R, astfel incat:

2
2x=y+—,
2
2y=z+—,
z
2
2z=x+—.
X

132. Si se determine numerele reale x, y, z care satisfac egalititile:

(1 1)2 (1 1)2 (1 1)2 1
x—+—| =y —+—| =7 —+—| =—.
y z z x x Yy xys

133. Si se determine toate solutiile reale ale sistemelor de ecuatii:

y?—9x? +27x-27=0, 2y* +2x* +3x+3=0,
a) 2> -9y’ +27y-27=0, b) {22 +2y* +3y+3=0,
x* =972 4277-27=0. 2x°+272°+32+3=0.
Capitolul VI
PUTERI SI RADICALI

1. Sé se calculeze:
-1 -2
E- 0 . 3] -1 [ 3) 2 .
? {7_5(13) } ’ » {(Z \2) |
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X M; ) (%)_2,—5(“ 2)” +(%)_2 |
T

D)
— -_— + -——

8 2 3

2. Si se efectueze:

2) 4x2-9y% g2 -p? . a?-b> x+y .
a-b 2x7 43y x4yt a+ab b7

x+y 2 x—y - x+y ? a(a—2)+a° B
<) ( ] ( ) ( ) ; d) [~(-a)” ]‘1[‘2—] ;
x=Yy x+y x-y a —a+1

ab ' +a'b? 2 '
€) 7—[;:2—+a3(a2 —2ab+b2) .
3. Si se calculeze:

-1
——a

2 1 " - 1
a) —= = —2a” —1| sisdise afle valoarea pentru g = ——;
N
a

-1 -1 .
b) qa +[1 +(—3—_——a-) ] si sd i se afle valoarea pentru a = —:1‘-.
a

-1

+1

4. Si se efectueze:
s ' 5 5 5
(x+y+z) —(—x+y+z) —(x—.\r+z) —(x+y—z) , unde x, v, z
sunt numere reale.
5. Dacid «, b € R, sa sc demonstreze ca:

(a+b)’ —a®~b* =5ab(a+b)(a’ +ab+ D).

6.Dacd a, b €eR,cu a+b#0, sd se demonstrcze ca:

3 3)? 3 ,3)?
3 .3 a —-2b 2a «b)
a -b =|a +| b .
( as+b3] ( a’+b?

7.1)Daci a.b,c,d € R, sd se demonstreze ca:

a+bd+c+d’ —3(bcd+cda +a’ab+abc) =
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=(a+b+c+d)(a2+b2+cz+d2—ab—ac—ad—bc—bd—cd).

1) Generalizare. Dacé a,, a,, ...,a, € R, atunci:

n n n n n
Za? -3 Zaiajak =Zai Zaf - Za,aj .
i=1 :(J]i:l i=1 i=1 :<J_,=1
8. Fie a,b,c,d € Rginotim a=a+b+c+d, p=a+b-c—-d,
Yy=a-b+c-d, §=a-b-c+d . Si se calculeze:
ap(a’ +B?)-18(y> +5%).
9. Si se arate ci, dacd a, b, c,d € R astfel incit a+b+c+d =0,
atunci:
(03 +b*+¢° +d3)2 = 9(bc—ad)(ca - bd)(ab - cd) .
10. Fie a,, a,, a,,a,, a, a; € R astfel incat:
a,+a,+a,+a, +a;+a;=0 §i a’ +a} +ai +a} +a; +a; =0.
Sa se arate ci:
(@, +a;)a, +a,Na, +as)(a +a5) = (a, +a; a, +a,)(a, +as)(a, +a5).
11. Si se afle care dintre numerele urmitoare este mai mare:

4 3 4 6
1 1 6 36
a) (— —) sau (——) H b) (——J sau (—) ;
8 32 7 \49.
1 —65
c) 81"°.8™sau 3%°.16"; d) 3% sau (5} ;

e) 817° .8 sau 370 .41,

12. Si se reprezinte grafic functiile:

a) f,: R>R, fi(x)=3x%; b) f,: R>R, f(x)=x*-2;

) f,:R->R =(x-2)"s d) fi: R>R £ =(x+1)";

©) fi: R>R L@ =[x+ 0 f:RoR =]+

13. Sa se studieze injectivitatea §i surjectivitatea functiei putere
fiR=>R, f(x)=x".

14. Si se reprezinte grafic functiile:

a) fi: R\{O} >R f(x)=x7+1;
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b) fi: RO} >R f,(x)=x7+1;

c) f,:R\{l}—»R,f;(x)=ﬁ;
1

15. Si se aduci la o formé mai simpla:

a) {(2+x)"; b) 3/(|x(-3)

c) ,f(— 25 +3x-1) d) 4"(|Jz|2 -3x+ 2)4 :

16. Si se efectueze sumele:

a) \’(x+2)2 +"(x—2)2 y b) ‘,(x+3)2 —"(x—Z)z ;
) J(sz ~3x+1) +J(x2 +x+2)2 .

17. Sa se construiasca graficele functiilor:

a) f,: 11-+R,f,(x)=,/(x+2)2 w(x-2);
b f,: R—»R,fz(x)=,/(x+3)2 —‘/(1—2)2 ;

o f,: R—-)R,f3(x)=J(212—3x+1)2 +\/(x2+x+2)2 .

18. Sa se giseasca valorile lui x pentru care sunt definiti radicalii
sau sumele de radicali:

ayYx-1; b $1-4x; o V-5-3x; &) ¥7x-2;
o Y —sx+a; D (x-3x+2)"; g Yx?—5x+4;
b (V2= )t i) Jr-)x-2)(x-3): i x-a-Vx-5:
K Y7 -3+8x -2, D Va+rx-vx+2+¥15-x:
m) Wx +x+2-7. '

19. Fird a calcula radicalii, sd se giseasca care dintre numerele ur-
maitoare este mai mare:

a) 3V2 sau V27 b) 3¥m* sau {162m° (m >0):
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a
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3 3
) 2a+/a sau V4a> (@>0); d) BJ; sau J;;
4 25
— sau 3,/— —-33/54 sau -23/128 ;
©) y75 2 323 . D

1 8
2#— ‘a}— .
& 55 5 {375

20. Si se scrie in ordine crescitoare numerele:
ay ¥4,46,%/280; b) V8,454,325 ; ¢) ¥3,¥4,75.

21. Si se determine semnul fiecdruia dintre numetele:
3B (a4 BI-vio: Ye3-24%; Ym -,

m si n fiind numerele reale pozitive.
22. Si se determine care dintre numerele urmaitoare este mai mare:

a) Jl_—Jgsau JE—JI_I; b) ZJS—JBsau \/3_0+%/§

23. Sa se calculeze:

a) (28 +3V5 - 72 )(¥72 - 520 - 242);
b) V243 2442443 -J2+\/2+J2+J§ -\/2—\/2+J2+J§

24. Si se demonstreze ca:

a) JlO+Jﬂ+JE+\/@:\E+J§+J§;

b) 3’5’2 _5{2 = ’L +5’i_5’i'.
5 5 25 25 25
25. Si se scrie numirul 943 =112 sub forma av2 +b43, cu a

si b numere rationale.
26. Fira a utiliza formula radicalilor compusi si se transforme radi-

calul y9+ V56 intr-o sumai de doi radicali_.

27. Daci a, b, ¢ sunt numere reale, astfel incat a +b +.c =1, atunci:

Vaa+1 +Jab+1 +fac+1<5.
28. Si se simplifice:

x3—3x+(x2—1) xz—4—2.
x3—3x+(x2—1)\/x2—4+2,

a)
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b x3—12x+(x2 —4)\/}:2 -16+16
2 -12x+(x* x> -16 -16
X2 42x+2x y+y+2\/;

x? —x+x\/;—‘/;

29. Si se demonstreze ci, dacdi a>b>0 sunt numere reale si
m eN, atunci:

(x, y € R). Discutie.

Sé se deduci de aici ca:
n+1>"Yn+2, n>2fiind un numir natural.

-30. Utilizand formula radicalilor compusi sd se aducid la o formi
mai simpla radicalii:

a) Y42 +246 ; b) Y17+288 ; ) Y28—16v3 ;
&) 17-449+445 ; ¢ 2\}3+\/5—J13‘+JZ§;
f \/13+30J2+J9+4J§ :

31. Sa se arate ca:

J26+6\/13—4\/s+2J6—2J§ +
+J26-6J13+4\/8-2J6+2J§ cQ.

32. Si se ra;ionalizeze numitorii frac;iilor'
5

J2+JZT BRI S
e J5+J‘ O Bh
S oo

33. Si se demonstreze ca:
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2+43 2-43 .
V22443 J_\/?-

o WE 1R J— 5
V-1

34. Si se arate ci:
‘”40,/5— 57| —J40y2 +57
este numdr intreg.

35. Si se demonstreze ci:

Y3433 +33-33 <243.

36. Si se arate ci:

‘/(4+~/1_5)3 +J(4—JE)3
lo+5) - ffo- 5

37. Sa se arate ca:

a) ¥45+2942 +45-20V2 =6;

b) 3J6+ g‘—7-+3‘/6— E =3;
27 27

o) ¥5+2413 +35-2413 =1.

38. Si se determine n € N astfel incat

175 +38 +3175 - 38 =20 .

39. Si se calculeze:

a)

€Q

w

) Y7+5V2 -{7-5v2: b) {¥3-10-6y3 +10;

o Ysv2+7+5v2-7; d) Y2445 +32-45

40. Si se rationalizeze numitorii frac;iilor

1
‘VE ‘/§+ \/2+\/— \/2
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1 1
&) — —_
) VYa+¥6+3Yo ° J3+5

1 1 1
; 3 h .
DG P Baodmes DR w52

41. Sa se rationalizeze numitorul fractiei:

1
Ya+¥b+¥c’
a, b, c fiind numere rationale.

42. Sa se rationalizeze numitorul fractiei:
.
a+ b%/; +c¥k? '

unde q, b, c, k sunt numere intregi.

43. Si se rationalizeze numitorii fractiilor:

1 1
I 3 II , a fiind un numdr intreg.
) a_% ) ‘/—_%/; g

44. Si se calculeze:”
1 1

Voot A2t

unde x € (1,2).
45.Fie f(x)=yx+v2x—1 +yx—v2x-1,
£ =2 +ax—1 +y2x—ax -1,

1
unde x > —.
2

FACHN
JAGN
b) Si se rezolve ecuatia f,(x)+ f,(x)=2v2 .
46. Si se arate cd ecuatia: .
Jx+1 +m =Yx2+7-2

are unica solutie x =-1.
47. Sa se gaseascid solutiile reale ale ecuatiilor:

a) Vx+3-4vr—1+yx+8-6yx—1=1;
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b) Yx+2+4vx—2 +yx-1424x-2 =5;
&) Vx+l-avx—3 +yx+1+4x—3 =4.

48. Si se rezolve ecuatiile:

a) Vx+9+x+8=0; b) v24-10x =3-4x;

c) 1-y13+3x% =2x; d) y1-vx*-x =x-1;

e) x3+x+\/313+x—2=12;

b Vx+6+yx+1 _ Vr+l-yx-2 _1
Vx+6 —yx+1

Vx+1+2¢x+2 T4
49. Si se rezolve ecuatia:

va+x+ya-x a

-,
a+x—-yJa-x X
a fiind un numdr real.

50. Sa se rezolve ecuatia:

a-Ja+x =x,
unde a € R. Discutie.

51. S se rezolve ecuatiile:
a) \/;-}-\/x—\/l—x =1; b) \/2x2—4x=\/x2+1+\/x2—1;

&) V&2 —6x+5+yx* —4x+3-yx* —8x+7=0.
52. Si se rezolve ecuatia:

\Ixz—a+2 x2-1=x,
unde a € R.

53. Sa se rezolve si si se discute ecuatia:

Jix+a+Jx+b=ax+c,
a, b, c fiind numere reale.
54. Sa se rezolve ecuatiile:

a) Vx+2 +vVx—2 = 4x-6+245 ;
b) Vx+9+4dx+1=4/4x+16"
&) Va3 +vx—2 =4x-9+4v6 .

55. Si se rezolve si s# se discute ecuatia:

2x-1; 8)
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Vx+8a +\/;=\/4x+8a+4 ,
a fiind un numir real.
56. Si se rezolve si sé se discute ecuatia:

vx+a-Jx+b=c,

a, b, c fiind numere reale.
§7. S se rezolve ecuatiile:

a) Vitl+vx+6=5; b) Vx—6+vx—13 =y11++72 .
58. Sd se rezolve ecuatia:
Jax+b+Jax+b =Jax+c+Ja'x+c,
unde a, a’, b, b’, ¢, ¢’ sunt numere reale, astfel incat b+b'=c+c'.
59. Sd se rezolve si si se discute ecuatia:

Jx+~/_—\/x—w/_=a X ,unde a € R.
x+\/;

60. Si se rezolve ecuatia:

Ya+x +sj" a+x Yx

x a b’

unde a §i b sunt numere reale, iar »n este un numdr natural. Discutie.
61. I) Si se demonstreze ca orice solutie a ecuatiei:

YEG) +F () =60 )
este o solutie a ecuatiei:
(E()+ F(x)- G(x))’ +27 E®)F(x)G(x)=0.  (2)
II) Reciproc, si se demonstreze cé orice solutie a ecuatiei (2) este o
solutie a ecuatiei (1), mai putin aceea care da pentru E(x), F(x), — G(x)

valori numerice egale.
62. Si se rezolve ecuatia:

Yarx+¥Ya-x=1b,

unde a, b sunt numere reale. Discutie.
63. Si se rezolve ecuatia:

VYx+a+¥x+b+¥x+c=0,

unde a, b, ¢ sunt numere reale. Discutie.
64. Si se rezolve ecuatiile:

a) %I(Z—x)z +\3’(7+x)2 =‘/_(7+x)(2—x +3;
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) Y(x-2)° +{(4-x)° =(x-2)(4-x) +1;

o) ¥x+2+3¥2x+2+3x+2=0;

d) %/x+5 +%/x+6 =%/2x+11'.

65. 1) Si se demonstre®e ci orice solutie a ecuatiei:

E(x)+ FYHX) + GxR|(Hx)* =0 1)
este solutie a ecuafiei:
(E)’ +(F))’ H) +(G) (H)® = 3E@)F(x)Gx)H(x)=0. (2)

II) Reciproc, sd se demonstreze ca orice solutie a ecuatiei (2) este o
solutie a ecuatiei (1), mai putin aceea care di pentru E(x), F (x)%j H(x),

G(xR (H(x))2 valori numerice egale.

66. Si se rezolve ecuatia:

3x+1+3\/x+1+‘3’(x+l)2 =0.

67. 1) Fie a, b, c numere reale nenule i notdm: ~
o=ab+ac-bc, B=bc+ba-ca, y=ca+cb—ab.
Sé se arate cé sunt echivalente urmitoarele doud propozitii:
1) abc>0si o, B, y sunt de acelasi semn;
2) a,b,c,a,B,y>0.
II) Cu notatiile de mai nainte, sa se rezolve ecuatia:
x=\/b——;\/:—-;+\/c———x\/a—x +Ja—be—x .

Sa se arate cé pentru ca ecuatia sa aiba solutie diferita de a, b, c este
necesar i suficient s fie indeplinitd una din conditiile echivalente pre-
cedente.

68. Si se rezolve si si se discute ecuatia:

1
x2+2ax+—=—a+‘faz+x—L,
- 16 16

a fiind un numir real, O <a <% .

69. Si se rezolve ecuatiile:

) YWr+3+Y13-Vx =4; by ¥V2x-1+¥x-1=1;
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o) Vox +¥n—d=2; d) ‘F_:“/;m
\/x+ ]

5.

70. Si se rezolve ecuatiile:

a) X 43-v2x?—3x+2= (x+1
b) (x-2)° +4(x-2) +x(4 -J;)=

c) (,\:—4)2 +4x=27=2yx*-4x+4.
71. Sa se rezolve ecuatia:

Jx+’> +x+7 -10 Jx+7 +x+2
\/x+7 Jx+2 '

72. Sé se rezolve ecuatiile:
a) Va? —2x+1=x2 =3 b) yf(x=2)" +4(x+1) =y(x+2)";
c) \/x2 —4x+4 —\/x2—2x+1 =\/x2 -6x+9;

d) Vx* —18x2 +81 - 24x* —2x2 +1+4x> +x+7=0.
73. Si se rezolve ecuatia:
\/x—a +Jx—b+Jx—c+d=0,

unde a,b,c,d € Rsi d>0.

74. Si se rezolve ecuatiile:

a) Vax?+9x+5-yx? —1=v2x2+x-1;

1 1 4
» V3x-2 +Jx+2 - Bl +dx—4

) ‘/;__rs_:JZx—S—Jx+3;

12x-8
d) V2x+4—8-dx=——;
)V T lexr20

2
1 ;
e) J(X'{"Z‘) +42x+6 —% =x+1.
75. Sa se determine m € R astfel incat ecuatia:

"2|x|—2x =5m-x
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sd aibi trei radicini reale.
76. Si se rezolve ecuatiile:

a) \/3 xI=Tx + x—5+4\I4—x =7,
b) Vx-6+¥x+2+6-x=2
717. Si se rezolve ecuatiile:

a) Y2-x+yx-1=1; b) yx-2+3Y4-x=2;
) Vx-9-Yx+2=-1; d) Yx-2+33-x=1.

78. Si se rezolve ecuatia:

(39-x¥x-6-(x-6)¥39-x
Y39-x-UYx-6 -

79. Si se rezolve ecuatiile:

a) 3 x+\/x2—-1 +§/ —\/xz—l =23

J \/ Jiex Jl—a
:24 K
1+x l+a l+a
c)71+_+7a+x 7’_
2x+1_[2 2x— f -
d) x+1, x+1 + x—-1 [2x 1+l-—-0
2x-1¥2x-1 2x—f—1 2x+1
e) \lax+a—3\/x~azi/z; f)\[}a-}-\/;-k\(sa—\/_:i/;.

a, b, c fiind numere reale.
80. Sa se rezolve ecuatiile:

3>W+W=g"~/z——7
b) {f{12) 4f(1-x+ ) =¥
o) §l(x+a)’ +2§(a-x)’ =Wa? -+,
&) V14x - 21— Vx =41

o) i+¥x —21-¥x =$1-4>
0 Y1+ -8 -4 =¥ -4 |
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81. Si se rezolve inecuatia:

\lxz—a2 >.1t—\[2ax—-a2 )

a fiind un numdr real.
82. Si se rezolve inecuatiile:

a) Vx?—55x+250 <x—14; b) 2,/x(x+7) <29-2x;
c) VxP=3x+2>2-x; d) \13 x3-3x24+5x-6>x-2.

83. Si se rezolve inecuatiile:

a) V2x+1-vx+8>3; . b) Vvt #3x+2 <l+Wx?—x+1;
_ _ 2
o YHZZox g 0 231z <iTx.

x
84. Si se rezolve inecua;iile'

a) Vx— T+x— 3>‘,2x 3 Ptox-2;

+1
b) " " 1+

c) Jx+7—l<J—x—5+‘/x+7 —x—S);

2\/x+ .
<1 €) vx—1-Yx-2>1 (pentru x>2
1-24/3-x )V * ® *

f) x+4) x—3 <6x—3;
1 1

) +
\/x+2xlx—1 \/x—Z\Ix—l
85. Sa se calculeze:
2”2 +2.577 2
a 913 _ 5165203 - % ’
13 _ 983 23 | 53f3a
b) : ﬂ: J_ﬂa %/5
253 _3[48 - 21373 4 3.2
86. Si se efectueze:

12 +( —b) ,[af+bf \/__

I) all +b blIZ

d —F—

>2.

] pentru a,b>0,
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—a% +1p: (1_20+02)“ ,

1-a? 1+a
2 2

II) (l—a )[W-Hz

pentru a>1;

III) (a‘/_ JZ_a{EJt_\/_+s/; :5__] J_ pentru a,b >0,
numere reale.

87. Si se efectueze:

’ 3d
I) ——-\/3asc4d +—\/12a6c6d —a*? +— » unde a, b, ¢, d sunt
a’c

numere realc pozitive; aceeasi problema, daci a, b, ¢, d, cu d >0, sunt
numere reale oarecare;

5,2 2 7 2 4,7
D) 24a’b l: 413 a bs , unde a, b, ¢, d sunt numere reale
d? c b cd
pozitive.
88. Si se calculeze:
ayb —bya Ya- 6, 3
D : ,pentma—g bzg;

(az —ab)m ’ %/a_z( a2 b3/2)

m (1 +J§)(1 +“\/a_)(1 +§/Z)(1 +‘€/Z)(1— ‘\6/5) pentru a =2
(1 _ 2)_”2 +1 -1/2 (1 _ ) _u2 —1 -1/2
III) 2 -1/2 + u )~]/2
(1—x2) -1 (1—x2) +1
pentru x = 20"2(1+a)_1, a>1;

2b ’
IV) ————, pentru x = [( ,unde a,b>0.
\I -1

Aceeagn problemi pentru cazul in care a,b<0.

89. Si se scrie aproximirile zecimale prin lipsa si adaos, cu eroarea
indicati, pentru numerele:

a) J’ 72351 cu o eroare mai mici decat 1;
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b) \/ 2.5 cu o eroare mai mici decat 107 ;
1
¢) ———= cu o eroare mai mici decit 107.
J5+42

90. I) Dacé n este un numdr natural, si se demonstreze ci:

2Jyn+ —2a/;<%<2~/;—2‘]n—1;
n

II) Sd se gaseasca partea intreagd a numarului:
1+ L + L + _1_+ + _—1___.
V2 3 a7 1000000

91. Daci s= 1 ! ! !

arate cid |s - 1800| <0,02.

92. I) Daci n este un numir natural, si se demonstreze ci:
3(, 2 3 } 1 3 [3 3 2
—\’n-%l —\[nv <—=<=|3n —%/n—l ;
2[ (1) n 2 (»=1) }

II) Sa se géseascd partea intreagd a numarului:

1 1 1 1
—t =ttt —_—
Y4 Y5 Y6 1000000
93. Si se determine toate valorile posibile ale expresiei:
\/a2 +a+1 —w/a2 -a+l,

pentru g € R.
94. Sia se rezolve sistemele de ecuatii:

N b){J_J_
NP -y +yx+y =1 Yx+y={x-y+8;

oA - -

xy=1
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x+\/x2—y2 x—\/;——yz
+
d) Jc—\/)cz—y2 x+ xz—y2

xx+y +,/x +xy+4 =52

’3x 2y
e) 2x

x —4xy+6x=8;

f) {\/x+ydv 2x+y+2 =5,

x +20y=23.

Capitolul VII
NUMERE COMPLEXE

1. Sd se gidseascid numerele reale x i y daca:

a) (1-2i)x+ (1 +2i)y=1+i; b)(2+i)x—(2-i)y—x y + 2i;

c) (4 -3i)x” + (3 + 2i)xy =4y* - %x + (Bxy - 2)i; d)

¢) 3y =2y +(1-i)x* = 2(1+2i)y + 4 ~19i;
Hx-a)x+a-2+20)+(-b)y+b-i)=0.
2. Si se calculeze:

3y3
3-1i

a) (2-i)% 2 +i)% (2 i)’ (2 +1)% b) (2-4i)(5+ 2i); @ + 5i)(1 - 2i);

-6 1+i 3-i i-6

2
(-2’6 V2i) C)2+5. 350 141 2+5i
S8y iy (~).(1+if *

BT (i) \14

2-1i

241’

3+ 7
+
2+3i

3. Sa se arate ci 1 + 3i si 1 - 3i sunt solutii ale ecuatiei:

£-x*+8x+10=0.

V3

5 < 1 .
4. Si se arate cd numerele complexe ,—;+1T si ——

solutii ale ecuatiei x* + x> + 1 = 0.

V3

« . . 1
S. Daci ¢ este oricare dintre numerele _E— i—, ——

2
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calculeze:
1+¢ 1-¢  ¢° —l

(1-¢) (1 +e)’
c) (a + b)(a + be)(a + be?); (as + be?)(as® + be), unde a, b € R.
d) (@ + b+ c)a + be + ce’)(a + be* + ce), unde a, b, c € R.

6. Si se verifice egalititile:

9 (—1+i\/§)ﬁ+[—1—i\/§)6 2t (—1+i\/§]5+[—1—i\/§]5 _
2 2 ) 2 2

o Bt 2]

2 2

7. Fie numerele complexe

V2 +i
7, = =
V2 H2= -2JE+21

Si se calculeze: 4 4 5
4 se calculeze: z, + z,, 2,2, z_ L4, 5+, 7+ 22, -
2
8. Si se determine numerele complexe z, astfel incit numarul
(z- 1)(z +1) si fie real.
9. Sa se aduci la forma algebrica simpla, numerele:

o (121, (28] (228, leoif oot

L1-i a-bi a+bi (a+if -(a-i)

10. Si sc calculeze:

a) (1 +1)™; b)(1+1] +(:);c)[5_17.l] +(5+l3'1] .
1-i I+i 11-6i O+4i

i 2
(19+71] ( 0+51) unden € N.
9-i 7+ 61

11. Daci «, B3 sunt ridicinile ccuatici x* + x + 1 = 0, s se calculeze:
a) a‘lQSO + ﬁxoso; b) u’198] + Bl‘)ﬁl; C) a1932 + ‘51932; d) (l + a)l'lw +
+ (1 + B)'*.
12. Daci o, 8 sunt ridicinile ecuatiei x* + x + 1 = 0, si se calculeze:
a)a”+ B b) (1+a) +(1+0)" + (x+a?);e) L+ Py +(1+pY+
+ (B + B%", unde n este un numar natural.
13. Si se calculeze:

a)e+e+1,¢", unde n € N; b)
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n n
s, =2.i%, 5, = Y. (-1)*i* , unde n este un numir natural.
k=0 k=0 -
14. Si se demonstreze ci, pentru orice n € N, avem
1+i)"+(1-i)"€eR.

. 4
15. Si se calculeze |z| daci zz(\/2+ﬁ+i\/2—ﬁ) .

16. Sé se determine, in fiecare caz in parte, numirul complex z ast-
fel incat:

z-12 5 .|z-4
a) |——|==si|=——[=1;b) |z] = |1 -z| = |Z];
) zi+8 3§ z-8 ) Izl
c)lz-il =lz-1| =z +izl.
. +27'
17. Fie z, 7 € C astfel incdt |z| = |z'| = 1. S4 se arate ci " Z, eR
2
. o " . 1+ .
18. Fie A € R. Si se arate ci modulul numérului este 1. Reci-

proc, sa se arate ci orice numir complex diferit de -1, de modul 1, poate
fi scris Tn mod unic sub forma precedenta.
19. Si se reprezinte in planul complex numerele:
. . 3+2i
a) z, = (z+ 3i)(3- 5i); b) z, TR
20. Si se determine punctele din planul complex, care au ca afix nu-
merele complexe z, pentru care: i
a)lz+il <2;b)|z-2il >3;¢) |zl <2;d)1<[2z+3-2i] <3;
e)li-zl >4 [z-2|-|z+2[<2;g) [z+1] < [1-2].
21. Si se rezolve ecuatiile:
a)xX’-1=0;b) X’ +8=0;c) 64x°> + 1 =0; d) 64x° - 27 = 0;
e)x*+16=0Hx*-81=0,g)x*+2°+1=0;h)x°- 27 +27=0.
22. Si se demonstreze ci, oricare ar fi z, z' € C, are loc egalitatea:
lz+ 2P+ |z- 212 =2(z* + |2]?).
Si se dea o interpretare in planul complex acestei relatii.
23. Fie z, 7' € C. Sa se demonstreze cé:
lz+ 2] < |z| + 2]
Mai mult, si se arate ci are loc egalitatea daci §i numai daci existi
un numdr real pozitiv A astfel incit z' = Az.

24. Si se arate cidaciz € C, cu |z] < %, atunci
(V2-i)z -3 <%.
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25. a) Fie m € Q. S se arate ci daci z= (4n’ - 1) + 4mi atunci |z| € Q.
b) S se determine toate numerele complexe z = a + bi, cua, b € Z, al
ciror modul si fie numar intreg.

26. Fie a. b numere reale pozitive. Si se arate cd numirul:

z= (%+i%)(%+i2%) (4\/;+i“%) este real.

Daci P este planul complex, si se determine urmitoarele multimi:
27.A={(x,y) € P| |z-2i| =6, unde z = x +iy}.

28. B={(x,y)eP Rﬁ[g]=lm(ﬁ) unde z = x+iy;.
z2—6 z2—-6 -

29. C={(x, y)eP‘ 1+—ze R, undez=x+iy}‘
z

-2 .
R —— |=0, undez=x+1iy;.
z-1
Im(ﬁ} undez=x+iy}.
z—4i

32. Si se arate ci daci ecuatia ax® + bx + ¢ = 0 are ridécini reale si
distincte, atunci ecuatia 24> + 2abx + b* - 2ac = 0 are ridicini complexe.
33. Si se determine a € R astfel incét ecuatia (2a + 1)x* + 2ax - a +

30. D={(x, y)eP

31. E:{(x, y) eP

34. Si se descompuni in produs de polinoame de gradul intai poli-
noamele: x* + x, x* - 1, x* + 16.

35. Sa se determine numerele complexe z, astfel incat:

-a) |z| -2z=3-4i; b) |z| +z=3 +4i.

36. Fie u € R, u # 1. Si se giseascd conditii in care produsul
(1 + ui)(1 + ui®)(1 + %) ... (1 + ui"), n € N, si fie: a) real; b) imaginar.

37. Fie numérul oo = (u + iv)" + (v + iu)", unde u, v € Rsin € N. Si
se determine n astfel incdt numairul o si fie: a) real; b) imaginar.

38. Si se giseasci relatia dintre x si y astfel incit numairul (x + iy*)?,
sd fie: a) real; b) imaginar.

39. Si se giseasci conditia in care numdrul (x + iy)® este:

a) un numar real mai mare decat 64,

b) un numar imaginar cu modulul mai mare decat 64.
—u

40. Fie u, v, z € C astfel incét |u| <1gsi |v| =1sifiew= vlZ —
—uz
S se arate ci |w| < 1 dacd si numai daed |z| < 1.
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. n 1 N .
41. Fiea € R_si z € C, astfel incét |z +—| = a. S se determine cea

mai mare si cea mai mic# valoare posibili a lui |z|.
42. Si se determine numerele complexe z astfel incat
42 +8|z1*-3=0.

43. Si se determine multimea punctelor dm plan, de afix z, astfel
incit imaginile Tn plan ale numerelor z, 2, 7 sd ﬁe varfurile unui
triunghi dreptunghic cu unghxul drept in punctul de afix z°.

a+i

44. Fieae Cysi z= PErTTS Si se determine multimea punctelor
-1+42i
A din planul complex, de afix a, astfel incat z sa fie real.
. 2 o
45. Fie functia f: C\ {1} — C, definitd prin f(z) = Z——fl—

- Sé se determine multimea A a punctelor din planul complex care au
ca afixe numerele complexe z cu f(z) € R.

46. Fie functia f: C\ {1} — C, definiti prin f(z)= z_+:
72—

Sa se determine:
.a) Multimea A a punctelor din planul complex care au ca afixe nu-
merele complexe z cu Im f(z) = 0.
b) Multimea B a punctelor din planul complex care au ca afixe nu-
merele complexe z cu Re f(z) = 0.
47. Si se rezolve ecuatiile in z:

Q)2 +6i=Lz45i-7  b)(1+3i)z+ b =(3-2)+5;
2i 1+i

c)(ﬁ.+i)z+f i=2|z+3 d) (5+31)7+—= = (e +5°),
J-l 1-i

l—h/_.

48. Dacii a + bi este un numir complex dat, s se giseasci numerele
complexe z = x + iy astfel fncit 22 = a + bi.
Aplicatie, pentru numerele: 1 -1, 1 +1,5-12i,5+12i, 1 - iv3.1+iV3.

49. Si se arate cd pentru ecuatia de gradul al doilea oz’ + Bz +y = 0,
cu coeficienti complecsi, ridécinile sunt date de aceeasi formuli ca si in
cazul ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali.

50. Si se rezolve ecuatiile in z:

a)22-2422+5=0; b)22-3iz-3+i=0; ¢) 22+ 2z 7 6i = 0;

unde € =
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d)z?-2iy3z-5=0; ) - (5 +2i)z+3(3+i)=0.
51. Sa se rezolve ecuatiile in z:
a)iz2-2(1 +i)z+ 32 +i)=0:b) 1 +i)2*- 5+ 2i)z+5=0;
)@ +3)2+22-i)z+2-i=0; d) 2-i)?- B +i)z-2+6i=
52. Si se rezolve ecuatiile in z:
a)7?-2(1+io®)z+1-a*=0;
b) 22-2z+ 1 + o> =0, o fiind un parametru real.
53. Si se rezolve ecuatia 7 = 2°.
Z+2, dacd z¢ R,
3z-1, daci zeR.
a) Si se arate ci f este bijectivi si sd se determine inversa functiei f;
b) Si se rezolve ecuatia f{z) =
§5. Sa se simplifice fractiile:

54. Fie functiaf: C »> C, f(z) = {

X>-J2x+1 X —iX-(1+i) X*-3X>+7X-5
a) ry v b)—; ;€)= 3 ;
X*+1 X*-2X+2 X -5X>-9X-5
2 2,42
dy X°-2aX+a‘+b (@.beR)

iX?-iaX +bla+bi)’
56. Si se rezolve sistemele de ecuatii:
x®-y* =98, x°+y° =16, 2x* -3y* =-19,
a) b c)-
x2+y2:—4; xy2:—6.
57. Si se rezolve sistemele.de ecuatii:
(1+3i)x-2(1-2i)y+2(3-i) =0, (2+3i)x+(2-3i)y=7,
2(2+i)x—(2+3i)y-(5+4i)=0; (1+i)x+(1-i)y=3;
{5x+(3—2i)y=—1+i,
c)

x* +Jc2y+y2 =49;

(3+2i)x+3y=2+i.

_ Capitolul VIII .
FUNCTIA EXPONENTIALA SI1 FUNCTIA LOGARITMICA

1. Fie a un numdr real pozitiv. Si se decidi care dintre perechile de
- numere urmitoare este mai mare:
a) al+f §l a V2443, b) a-/_ g §1 a

2. Si se gdseascd valonle lui x, pentru care sunt definiti radicalii:
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a),/(o,z)‘—zs; b) 4/5-0,04; o3+ -V3; dVa-a*

a fiind un numdir real pozitiv.
3. Fie functiile:

a)f: -1, 1]-—)Rf,(x)—3‘/—
2-4
b)f,: (-0, -2] U [2, +) > R, f,(x) = (%J ;

c)f3:[3,+00)—>R,f3(x)=\/3‘—27;
O f: RS>RS00 = 3o

e)f,: R>R, fi(x) =2%-2"+18.

S se determine imaginea fiecirei functii.

4. Si se afle multimea valorilor lui x pentru care sunt adevirate ine-
galititile:

jx-4| x >
L T x3 ( IJ : 2*-4 .
a)5 <1l; b)(2v2) >|- ;) —5——>0;
) )( J—) 8 )3x2—8x+5
Poxe

d) |

5. Si se traseze graficele functiilor:

a)f,: R R, fi(x)=3",

b)f,: R> R f,(x)=3"+3%

Of R >R 0= ¥-3

6. Si se giseascd valorile lui x, pentru ca urmatorii logaritmi si aiba
sens:

a) log |x|; b)log (5 - )i ©) loga(x4 -5+ 4), d) log:\/ X —x—6:

e) log (log x). f) log (log,x)
unde a si b sunt numere reale pozitive, diferite de 1.

7. Fie a si b numere reale pozitive, diferite de 1. Si se decidi care
dintre numerele log b si log,a este mai mare.

8. Si se determine valorile lui x, pentru care au loc megahtallle

a) log x < 3log x; b)log |x| = 3log,|x|.

9. Pornind de la graficul funcpel logaritmice si 'se traseze graﬁcele
urmaitoarelor functii:

a)f,: (1, +) >R, f(x)=log,(x- 1);

b) f,: (0, +0) > R, f,(x) = |logyx|;

©) f,: (0, +) > R, f(x) =log,|x|;
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d)f,: (0, +0) >R, fx)= log3

e)f;: (0, +0) >R, fi(x)= logss/;,
0 f,:(0,+0) >R, f(x)= 10g3§_
10. Si se determine x astfel incat si dvem

a) log, x = %{loga m +%loga(m +n)-2log,(m —n)}—%loga n;

b)log, x = ‘51084-'“' [log,, v——loga u+— 2 Iog,,(u+v)—510ga(u v)]

11. Si se demonstreze cd, daci 2 log,x = log x + log x, atunci
A= (ac)log,b.

12. Si se calculeze log,16 in functie de a = log,,27.

13. Daci a = log,3 si b = log,5, si se calculeze in functie de a si b
numdrul log, 16. -

14. Daci a, b € (0, 1), atunci logaz—l;+l og, 2al; >2.

15. Si se demonstreze ci:

] _ 1
ognluz .a, x = 1 1 1

+ +...+
log, x log, x log, x
16. Si se demonstreze ci
loga nlog, nlog, n

log, nlog, n +log, nlog_n+log_nlog,n 0
ognbc

17. Daci 2 log (x - 2y) = log x + log,y, si se calculeze X
y

18. Daci log, 3 = m si log 5 = n, si se calculeze in functie de m si
n, numirul log.4 + log,,2.

19. Si se demonstreze cd numerele: log,3, log,10, log,,,5 sunt iratio-
nale.

20. Fie a si b numere rationale pozitive, diferite de 1. Si se géseasca
conditii necesare si suficiente pentru ca log b si fie un numdr rational.

21. Si se demonstreze ci dacd numerele reale a si b sunt astfel incét
a>0,b>0,a#b, atunci are loc inegalitatea

log,(a+ b)>1+ %(log2 a+log,b).
22. Fie functia f: [1, 64] > R,
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£(x) = (log, x)* +12(log, x)* logz(%].

Si se determine valoarea lui x, pentru care f si aiba valoarea maxima.
1
log, a, log, a, log, ar

pna €0 1)saua, .., a, € (1, +0).
24. Si se demonstreze ci

log, ,[a a, +log,, 1/aza3+ +log, ‘[ a,,a, +log, yja,a 22,

undea,, ...,a, € (0, 1)saua, .., a, € (1, +»).
25. Si se decidi care dintre numerele log,3 si log,4 este mai mare.

26. Daci log, a = x, log_b =y si log ,c = z, s4 se arate ci
a(1*1)(y*2)b(y*1)(z—X)C(z+1)(1~y) =1

> n, unde

23. Sa se demonstreze ca

a

27. S4 se demonstreze ci log,, z+log , x+log_ y> %
unde x, y, z € (0, 1) sau x, y, z € (1, +0).
28. Si se arate cid log,3 + log,4 + log,5 + log,6 > 5.
29. Si se rezolve ecuatiile:
577 3x-2 3-x
a)| —| =(4,4) o (a*2) =1 @>o0)
22
5-x12 ,/— 3 adu
¢) 84/(0,25) =1, d) 167 =512-64 3 ;
x-1
4 3 2
e) 277 .2 =647 H [") ‘/: =g
)
ERETN =
R T h) 27377912 = [%) ‘

30. Si se rezolve ecuatiile:

a)3*'+3°=108; b)2*'-3-22432=0; c)2*?-27'=28;

d) 5214-1 _ 52»] =120.

31. Si se rezolve ecuatiile:

a) 5" + 5 + 57 =155 b) 2-7**? 4+ 71 = 687, ¢) 3*- 2-3*1 - 2.3*2 =
=1; d) 371 4+ 3°2- 3 = 315; e) 221 + 222 4 223 = 896; f) 273+ 272 4
+271 4+ 27=30.

32. Si se rezolve ecuatiile:

a) 2% 4 2,!‘] + 2142 = 61 + 6161 b) 3141 51+2 3x+5 3. 5x¢3
C) 2143 + 2x+2 + 2:41 =7+ 7»1: d) 72:1 + 72: + 72:*1 S.JI + 52: + 52»1
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33. Sa se rezolve ecuatiile:
2)2:2%-3-2741=0; b)2 +47=272 c) ¥ -2°12=2"72. 3>
d) 64" -2+ 12=0; €)3-3*2+9=y81>" +3%
34. Sa se rezolve ecuatiile: ‘ -
a) 3" +2.3* _3=0; 1b)257°-5.57_-500=0;
o) 3 _4.3% 13-0.
35. Sa se rezolve ecuatiile:
16 1 - 2-x _ .
71 31—_3, b) a*2+a** =2 (a>0)
C) 4:—4;2_5 _12.21—1—m+8=0; d) 34 =10.
36. Si se rezolve ecuatiile:

a) (4+15) +(a-15) =62; b)(5+J_) +(5-v24) =08
o (3-242) " 4 (34242) " =

37. Si se rezolve ecuatiile:

a) 2¥-13-6"' +9*=0; b)6-9"-13-6"*+6-4" = 0;
c) 4 +271.3°.3.9"=(; d) 2%2-10*' - 10-2%5* = 1200;
e) 32P46x-9 | 4 15043575 _ 3, §28462-9

38. Si se rezolve ecuatiile:

a) 9JE _ywﬁ =54;b) §Y3  gif g5 _ o

39. Si se rezolve si si se discute ecuatia % =2, (a € R).
—a-

a)l+——

Sa se afle valorile lui a pentru care ecuatia are o solutie intreaga.
40. Si se rezolve ecuatiile:
a) - (P + )+ =0
b) (x+ 43" x = (x+ 1)13*- 1] +3* 4+ L.
41. Sa se rezolve ecuatiile:

a)3*+ 4" =5%b)

= 2’/‘“_3; c)8(Bx+4)=4;
x-2

ey V2 -7x+12
) a)

d) (2+a +(2- =2, unde |a| < 1.
42. Si se determine valorile reale ale lui x, astfel incat si fie satisfa-
cute inecuatiile:

a) |x|2m’~3;m‘S 1, b)




43. Fie functia f: [0, 1] - R, fix) = 2~3"* + 2!*3~
1] . 1
Sié se arate c f este descrescétoare pe [0, E:| si crescitoare pe [E 1].

44. Sa se rezolve ecuatiile:
a) log,(3x*=5x)=1;  b)log,, (3> +2x-3)=2
¢) log, 27=3; d) log —(2x* +2x + 5) 4,

4 2 —
e) logm(2x +x +6)—
£ log - (x+|x~2]) = log, (5x~6+5x~2).
45. Si se rezolve ecuatiile:
a) log, log, log, x =0; b) log, log , log ; x = 0;
c) log, log, log, x =0; d) 1g(x+6)-2= %lg(Zx—Zi)— 1g25;

e) logx‘2 log, 2 =log,, 2; f) loga(a logb'(blog[ x)) =1;
46. Si se rezolve ecuatiile:

a) loga(x—3) _ 1 b) log, ,¥x*+2 1
logaixz—Bi 2’ log,.,(2x - 1)

log, #+2
o (V=)™ " =2108,27,  a) Elg\/f—sa‘ =lgx+logZ;
X
e) lgv1+x +31gV1-x = 1gy1-x? -2;

D IOgJ-sns[lng} —2x+3(x2 +2x)] =0.
47. Si se rezolve ecuatiile:

a) log,s = x(log,;5-1); b) 1g(6-5*-25.20%) = x +1g25;

1 )=

3 +x-5

o) lg(¥ -3x-4)-x=1g(x+1)-5; d) 1g(10>" +7.10-) =

=1g(10'-2)-1; ) (x-1)(1-log,3) = log,(2"" +x-2);

f) log,(2~x“2 —1) =2x-4; g log2(9" +7) =2+ log2(3"'I +1).
48. Si se rezolve ecuatiile:

a) lg?x-41gx+3=0; b) llg‘x—3lg2x+8=0'

¢) 41g* x—51g*(x?) +16 = Od)(41g (x+1)- (1g(x+1) +1)=15;
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e) 23,/2]og,26x -{/log, x-6=0; f) 10gj/4_+3log,(xi/5)+logf%/4- =12

49. Sa se rezolve ecuatia log x" —log] x™ =0, unde m si n sunt nu-

mere naturale.

50. Sa se rezolve ecuagule

x+7 .
a) x* =x: b) xlossuA 243 C) (J_)g -_-lolsxﬂ; d) x\f;: xx;

C) 7Iog§s(5x)—1 1085 _ 0 f) xlobx +8x»logzx — 6;
2 |x- 1[‘“"” 2o8®  (x=1)% h) 657 ~7.6"8% +6 = 0.
51. Si se rezolve ecuatiile:
3
a) log, x+log, x =1, b) log, x +log, x = 10g,05+1;
¢) log , x +log, x* = 1; d) log2(x-2)" - log,,(x-2) =5;
_ J8: )
e) log, 2 +log,s x = log, s V8; f) log,,,x+log,(x+2)= 5

52. Sa se rezol\;e_ ecuatia
log,. x  log, b

log, xlog.x 1+log.a
53. Sa se rezolve ecuatiile:
a) x+2"+log,x=7, b)2"+log,x+3" +|og3§ =8.

54. Sa se rezolve ecuatiile:

a) \[loga %x‘ﬂogx“\/z; +"Iogﬂfdg+logx4E =a;
a X

b) log, x +(a +log, x)logﬁ a=2alog, a;
14log,, a

log_ x

a

c) 6log,a+3log, a- =0.

§5. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

37 =243, 2°-37 =15, XTI =y
R b) ©)

2°r* =8 25 -3 =3 x+2y=35;
" 25.57 =250, , [¥'=2, x¥ =5

27.5% = 40, ©) (:)_x)y2 —64- D x’ =3
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Y = 254 42 = p
g){x y.(a>0,a¢l} h){a +a '(a,b,c>0);

a =b,\b>0,bz1 a =c;

x’_2+x2_’=§ 4
) % 5 3#/;_2,/;:—_2=36, o {x;ky%sul:l,
1

e =8 o¥x 442 2’ =827

8
27.3" 427 =124,

x¥ =y,
D 7 (men) m){3.204+27 =436, (x, y, z€Z).

e 22743 =91,

56. Si se rezolve sistemul
X250 43y 22 =2
2x-2%* 4+3y.8% =1
§7. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
{]og,x+log4 =3, b {]gx—Zlgy=1, {logyx+log,y=2,
c

a)

Xy=1, X +y=12;

X +16y* =17,

4 logg(y x) loga(y—’7xy) . log,x+log,y=0,
2log, x+log, y =3;

32’ =576,

(a, b, >0, c:tl);
log y x)=4, log. —=log  x,

,xllgy _ 3y = 0, X’ = yx
) '
xy = 40. )"‘3 (59) =0, |x-ylog,y=(x+y)log, y

log, y+log,, y* =4,

" {logmx+log y=a,

)
log, x +log, y=b; log, x +log; x> = %;
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(log, x)’ +(log, y)’ =2m, (o) +(x2)® = a.

m) | pser sy 22 ZHE oy d(52)* (5% =,
p —q gy Ig x
(p=q) (2" +()* =
58. Si se rezolve
4log2x+1=2log,y

log, x* <log, y
l 2
59. Si se rezolve inecuatiile:

a) log,,(x* +2x) > 0; b) log, (6x% +5x+1) <0
o) log, Z";S <1 d) log, (3x* - 5x - 3) < log, (4x - 3);
—JX
e) xlog, 4 < log, (2 +6); f) log,(3* -3 +3) <2log, 7;
4x-5)_ 1 11
g) log‘z[ 2! ]2 h) log;_]O“gI[Sx-%)sO;
30
i) log2x > logi"l—i; i) log,(3* = 3)-log,;(3*1 - 9) < -6
, -1
K) log, log,,(x*~3x+2)<1; 1) log, T
1n(2x‘ ~3x+1)
m) log,(x+2)> log,., x; n) -——2—5——20.
X =3

60. Si se determine valorile lui x, pentru care sunt definiti radicalii
urmitori:

a) o x + 10 x +in x| - [1n? - In.x + in s b) yiog, x+log,.x.

61. Si se determine valorile reale ale lui a, pentru care inegalitatea

log,_, (x2 + 3) >1 este adevirati pentru orice x real.
a+1

62. Si se determine valorile reale ale lui a, pentru care inegalitatea
log , (x2 +2|a|) > 0 este adevirati pentru orice x real.

a+1

63. Si se determine valorile lui a astfel incét inecuatia
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log,, (Va? +ax+5 +1)-log,(x* +ax+6)+1og,320 si aibs o solutie
unica.

64. Si se determine toate numerele reale m, astfel incat inegalitatea
m-4* +4(m - 1)-2‘ +m > 1 si fie adevirati pentru orice x real.

65. Si se determine toate numerele reale m, astfel incat inegalitatea
(m + l)e"z’r +m(e"‘ +1) > 0 si fie adevirati pentru orice x real.

66. S se determine valorile parametrului real m astfel incat mul-
timea S a solutiilor inecuatiei 4" —m-2*-m+3<0 si fie nevidi. Pen-
tru care valori ale lui 7, multimea S este infiniti?

67. Fie a, b, c numere reale distincte §i presupunem ci o, f3, y sunt
numere reale astfel incét pentru orice numdr real x,

ae® +Be’ +ye™ = 0.

Sisearatecia=p=y=0.

Capitolul IX
INDUCTIA MATEMATICA

1. Folosind metoda inductiei matematice, si se demonstreze ci, pen-
tru orice numdir natural n > 1, sunt adevérate propozitiile:

a)12-22+ 34+ _+(-1)"'n? = (—1)"‘1——'1(";1);
. 2 2
b)13+23+33+...+n3="(n+1);
' 2
OI*+2°+3*+ . +n*= "(n+l)(2"+1)(3" +3"‘1);
’ . 30
xn+1

Dl+x+22+.. +x= _ll,mdex;tl.

x—

2. Si se calculeze sumele urmdtoare si apoi si se demonstreze, prin
inductie matematicd, cd formulele" gisite sunt adevirate pentru orice
numir natural n > 1:

a)12+23+34+ ... +nn+1),

b) 1-2:3 + 234 + ... + n(n +1)(n + 2).
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3. Si se demonstreze ci pentru orice numir patural n 2 1, este ade-
viratd egalitatea 1-.2-3 .. k+23 . k(k+ )+ ...+n(n+1)..(n+k-1)=
n(n+1)(n+2) ... (n +k)

= - , unde k > 2 este un numdr natural.
k+1

4. Si se calculeze sumele urmitoare si apoi, si se demonstreze prin

inductie matematici formulele gisite, pentru orice numdr natural n > 1:
1 1 o1
a) + + ...+ ;
1.2.3 2.3.4 n(n+1)(n+2)

I N 1 + 4 1
1.2-3.4 2.3:4.5 7 aln+1)(n+2)(n+3)

5. Si se calculeze sumele urmitoare si apoi si se demonstreze, prin
inductie matematic3, formulele gisite, pentru orice numir natural n > 1:

b)

a) —+ 1 +———l— b)—2+1+...+———L—-'
13 35" (2n-1)(2n+1)" 1.3 3.5 (2n-1)(2n+1)"
gLe e 1 gl 1.1
1-4 4.7 (3n-2)(3r+1)" 1.5 5.9 (4n-3)(4n+1)

1 1 1
D %) k) ek
mar natural.

6. Si se demonstreze c3, pentru orice numdr natural n > 1, sunt ade-
virate egalitiile:

unde k 2 1 este un nu-

1 1 1 n(n+2)
a) + +...+ £ = H
1-3.5 3.5.7 (2n-1)(2n+1)(2n+3) 3(2n+1)(2n+3)
4 4 4 +1){n? +n+1
b) 1—+2—+‘..+ n ="(n )(“ " )
1-3 3.5 (2n-1)(2n+1) 6(2n+1)

7. Si se calculeze sumele urmitoare si apoi si se demonstreze prin
inductie matematici formulele gésite:

B Y kok b)le!(k2+k+1); )Z k+1)'

k+2 d
)Zk'+(k+1)|+(k+2)|' )Z4k‘+l DZ(k+x)f+kaT

8. Si se demonstreze identitatea
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1 2 2" 1 i
— T+t -
1+x 1+x 1+x* x-1 1-x
pentru orice numdr natural n > 1.
9. Si se demonstreze ci, pentru orice n > 2 numér natural, avem:

log, Va+ log , %+ log , Ya+.+ log . ":}’Z =log, ""\}Icz—" .

10. Si se demonstreze ci, pentru orice numdr natural n > 1, au loc
identitatile:

21'-0-1

sin2"'a,
a) coso €os20. ... €0s2"o = ————;
: 2" sina
. n+l
sin x
. . . . nx
b) smx+sm2x+..‘+smnx=———sm7;
sin —
2
. 2n+1
sin x
c) +cosx+cos2x+ +cosnx——2——;
. X
2sin—
2

. . . (n+1)sinnx —nsin(n +1)x
d) sinx+2sin2x+...+nsinnx = H

2 X
4sin® =

(n +l)cosnx— ncos(n+1)x—1
€) cosx +2cos2x+...+ncosnx = .

4sin’ %
11. Si se determine toate numerele intregi x astfel incat
3x +1<2log,(x +4).
12. Sa se determine numerele naturale n pentru care este indeplinitid
inegalitatea 2" > n’.

13. Sé se demonstreze ci pentru orice numar natural n, e avem

1 1 1 1 Sn 2

—+—+—+.+—

1 2t 3! n' 2n
14. Sa se demonstreze ca pentru orice numir natural n > 2, au loc i-

negalititile: v <2(vn+1-1) <14 = oAl J” <2Jn.

15. Si se demonstreze cd, pentru orice numar natural n > 2, avem
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n+l  (n))*

16. Fie a, b numere reale cu a + b > 0, a # b. Si se demonstreze cd,

pentru orice numir natural n > 1, avem 2""(a’l +b") 2(a+b).-

17. Fie n un numir natural. Si se demonstreze ca:

k
1 k .
a) (1 + —) >1+—, pentru orice numair natural k;
n n

k
1 k k . x
b) (1 + —) <1+—+—;, pentru orice numir natural k < n.
n n n

S4 se deduci de aici, ci pentru orice numir natural n, avem

2s(1+1) <3.
. n

18. Sé se demonstreze ci, pentru orice numdr natural n > 6, avem:

n n
n n
— | >n!>| 1.
2 3
19. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numérul natural n > 2 si nu-
. .. R a,+a,+...+a,
merele reale pozitive a,a,, .., a,avem ,/a,az...a" L ",

(vezi exergitiul 26, III, cap. IV).

20. a) Daci x,, x, sunt numere reale astfel incat x, < 1 si x, > 1,
atunci x, + x, 2 x,x, +1. -

b) Oricare ar fi n 2 2, natural, i numerele reale pozitive a, a,, ..., a,
astfel fncdt aa,..a, = 1, atunci a, + a, + ... +a, 2 n.

c) Si se demonstreze, folosind punctul b), inegalitatile dintrec media
armonicd, media gecometrica si media aritmeticd a n numere reale pozitive.

21. Sa se demonstreze ca, oricare ar fi numérul natural »n si numerele

2
n n n
2 2
realea, a, ..a,b, b, .., b, avem (Za,bi] <Y a; Zbi .
1=1 i1 i1

22. Si se demonstreze cd suma cuburilor oricédror trei numere natu-
rale consecutive se divide cu 9.

23. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numirul natural n, n° - n se
divide cu 30.

24. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numarul natural n > 1, yrmi-
toarele propozitii sunt adevirate: '

n
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a) 11™2 + 127! se divide cu 133; b) 4" + 15n -1 se divide cu 9;
c) 3-5%! 4 2% se divide cu 17, c) 6'! + 5''"1 se divide cu 31.

25. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numarul natural r, 27" + 371
-5%+1 se divide cu 23.

26. Si se demonstreze cd, oricare ar fi numérul natural n > 1, avem:

a)2">n; b)2™?>2n+5.

27. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numirul natural n > 3, avem:

a)2">2n+1; b)2n*>3n*+3n+1.

28. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numirul natural n > 4, avem

3" > n’. Si se deduci ci Y3 > ¥, pentrun > 4.

29. Si se demonstreze ci, oricare ar fi numirul natural n, avem

|sin nx| < n |sin x|.

30. Sa se demonstreze ca

(k| keN, k>8}={3p+5q | p, qge3p+59=8)}.

31. Si se demonstreze ci oricare ar fi n drepte diferite situate in
acelasi plan §i care sunt concurente, impart planul in 27 pirti.

32. Sa se demonstreze ci oricare ar fi n plane, care trec prin acelasi
punct, astfel incat oricare trei dintre ele nu au o dreaptid comuna, fmpart
spatiul in n(n --1) + 2 parti.

33. Si se demonstreze ci n drepte situate intr-un plan, astfel Tncat
oricare doui dintre ele nu sunt paralele si oricare trei nu sunt concu-

(n+1) .

n
rente, impart planul in 1 + — parti.

34. Si se demonstreze ci n plane astfel incat:
I) oricare doua dintre plane nu sunt paralele;
II) oricare trei dintre plane nu trec printr-o aceeasi dreapti;
III) oricare patru nu trec prin acelasi punct;
IV) oricare doua drepte de intersectie ale planelor date nu suat paralele,
(n +1)(n2 -n +6)
fmpart spatiul in — parti.

35. Si se demonstreze ci n cercuri, situate fntr-un plan, impart pla-
nul in cel mult n® - n + 2 pirti. Dar, daci cercurile sunt doui cate doud
secante?

36. Fie n pitrate arbitrare, unde n este un numdr natural oarecare. Sa
se demonstreze ci cle pot fi taiate in parti, astfel incat din pirtile obti-
nuté s se poatd construi un nou patrat. :

37. (Teorema lui Euler). Fie s numirul tirilor unei hirti arbitrare, / nu-
mirul frontierelor ei i p numérul varfurilor. Si se arate cis +p =1+ 2.
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38. Daca p este numirul varfurilor, / numérul muchiilor si s numarul
fetelor unui poliedru convex, sé se arate cid s + p = [ + 2.
39. Si se demonstreze ci n sfere, astfel incat oricare doui se inter-
secteazd intre ele, i oricare trei nu au un cerc comun, impart spatiul in
n(n2 -3n+ 8)
3

parti.

Capitolul X
ELEMENTE DE COMBINATORICA. BINOMUL LUI NEWTON

1. S se rezolve ecuatiile:

(n+1p (2n)  20n! n!  12n!
2 (n—-1) 30: 1) (2n-3) (n-2)° 2 (n-4) " (n-2)
2. S se rezolve inecuatiile:

(2n—1) (n-3)
2 (2n—3)!> +b) (n-4)(n-3) <3000.

3. Si se afle pentru cite valori ale lui #n > 2, natural, au loc ine-

galititile: a) (( 5)) <306;b) ( ) <1000 .

4. n cite moduri se pot aseza cinci copii pe o banci?

5. a) Popescu, Ionescu, Georgescu, Vasilescu, Stitescu trebuie si
vorbeasci la o intrunire. fn cite moduri se poate face ordinea fnscrierilor
la cuvént in asa fel incét Ionescu sd nu vorbeasca fnaintea lui Popescu?

b) Aceeasi problemd cu conditia ca Ropescu si ia cuvantul de
fiecare datd imediat inaintea lui Ionescu.:

6. Din cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5 se formeazi toate numerele posibile de
cite sase cifre, astfel incat in fiecare numar sa nu fie cifre identice. Sa se
afle:

a) Cite astfel de numere se pot obtine?

b) Cate numere incep cu cifra 1?7

c¢) Cate numere se termin cu cifra 1? °

d) Cate numere incep cu 10?

e) Cite numere nu incep cu 10?

7. Si se determine numaérul tuturor numerelor naturale de cinci cifre
scrise in baza zece, formate din:

a) cifre pare;
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b) cifre pare distincte.

8. Cate variante de coliere -se pot realiza din sapte mirgele de di-
mensiuni diferite, incit fiecare colier si contind toate cele sapte mar-
gele?

9. in cate moduri se pot ageza, pe o tabld de sah, opt turnuri astfel
incat nici unul dintre ele sd nu poati lua pe celdlalt?

10. Fie date n numere a,, a,, ..., a,. S se géaseasci numéry] permu-
tarilor acestora, astfel incit a , a,, ..., a, s nu ocupe k locuri la rand?

11. In cate moduri se poate ordona multimea {1, 2, ..., n} astfel in-
cét fiecare numiir divizibil cu 2, i fiecare numar divizibil cu 3, si aibid
rangul divizibil cu 2 si respectiv 3?

12. Sa se calculeze

S A7 A" P k1. p "
a) An 6An ; b)- n — n ;C) an—-l k ;d) An 3 — ;
A, (o P, (n+2)A7
z) Ansz —2R, %)) A:::*z"'A:::H ;g) A:—_ll P ;h) A: By )
B et B B

13. Sa se rezolve ecuatiile in n:
8) A'-P_,=42P_,;b) Py A =20, ,50) A7 =mAT;
d) B, =182A"-P,_,1e) AP, =90F, .

14. In cate moduri este posibil si facem un steag tricolor daci avem
.la dispozitie panza de steag de cinci culori diferite?

15. Cite dictionare sunt necesare pentru a traduce direct din una in
alta din urmatoarele gase limbi: romana, rusi, englezi, francezi, germa-
nd, italiand?

16. Cinci creioane de diferite culori se impart la 9 copii de varste di-
ferite, fiecare copil primind cel mult un creion. In cite moduri se poate
face aceasta? Dar daci copilul mai mic va primi neapirat un creion?

17. Céte numere naturale diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,
4, daca in fiecare astfel de numadr, orice cifri intrd cel mult o dati?

18. Tn plan sunt date n puncte, oricare trei dintre ele necoliniare.
Cite linii poligonale (inchise si neinchise) cu k segmente se pot duce cu
varfurile in punctele date?

19. Si se calculeze:
Ck .p At k_ ok k2
a) n+k })k An+k : b) Cn Cn;Zl Cn—2 .
15 Ga

20. Si se calculeze CZ daci C, = C;'gz .
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21. Si se afle h, daca:
a)5C. =C,;b) 3C5" =5C; 5 0) 13C2 =7C5) s

n 2n+1

d) G =n’~1;e) Ci=n>~4;0) Cp " =Cl;

n+3
g) C:,+C,+C,=19;h) C! +2C> +3C> = 55;
i) 30C7) =194}, '
22. Sa se rezolve inecuatiile:
a) G, >C,.;b) Ciy' <Cly;0) Cf2 > Cf3 d) 5C2 > Ch,.
23. Si se determine valorile lui n, intregi pentru care numirul
C;‘::;f‘““" este definit.

24. Un elev are noui cirti de matematici, iar altul are 7 cirti. In ca-
te moduri pot si schimbe cirtile fhtre ei, o carte in schimbul alteia? Dar
dacd schimbad cate doud cirti in schimbul altora doui?

25. Pentru un joc de agrement, cinci fete si trei biieti trebuie si
formeze doui echipe de cite patru. In cite moduri se pot forma echipe-
le? Dar daci in fiecare echipa trebuie si fie neaparat un singur baiat?

26. Pentru intocmirea orarului unei clase de elevi, trebuie si fie pro-
gramata in fiecare zi, fie o ord de desen din cele doud pe siptimana, fie
o ori de fizici din cele patru pe siptiméni. in cite moduri se poate face
aceastd programare?

27. Cite numere de cite cinci cifre se pot forma astfel incat in fie-
care numdr fiecare cifrd si fie mai mare decat precedenta? Dar daca fie-
care cifra este mai micd decat precedenta?

28. Dintr-o grupa de 15 copii, dintre care 9 biieti si 6 fete, trebuie sa
fie formati o echipi de 7 copii, in care si intre cel putin 3 fete. In cite
moduri se poate forma aceasti echipd?

29. La o seratid dansanti participa 7 fete si 8 baieti. La un anumit
dans trebuie si se formeze 4 perechi. In cite moduri se pot forma cele
patru perechi?

30. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

{SA:=2AL1, {Aé‘:=8 {A{;2=8A2;’,
b) c

3¢y =20 |9Gr=8Cy; T |3C) =8
n k+1
=
d)
n k
XCHl - —y=—.
"k +1 Y n
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31. Si se arate ci:

1 2 3 n 1 12. 3. C"
2 C;2+C;4+(,;6+...+C2,, _2.b) Cl'z C;4 C;e...Cz,, -2
Cl+C +C+..4C G -G -G5...Cp
0 G+ G+ 4G, =Gl

32. Sa se calculeze:

8) C2+Cl.+C25b) (C2) +(C2) +.4(CY) .

33. Si se arate ci daci N, este suma tuturor produselor de r factori
luati dintre numerele 1, 2, ..., n, atunci 1 + N, + N, + ...+ N =n-nl

34. Fie M o multime cu n elemente. Si se calculeze:

a)card {(X, V) |[X, YcMsiX U Y=M);

b)card {(X, V) | X, YcMsiXnY= Q).

35. Si se arate ci i(—l)‘ k\(2n-k) = (2n+1) ,unde n si k sunt
k=0 n+1

numere naturale cu k < 2n.
36. Daci S, = 11(1 + 1°) + 2!(1 +2°) + ... + k!(1 + k”), s se arate ci

(1+ )S +(1+ ]S2+ +(1+1)S,,=(n+2)!-2

37. Si se dezvolte, dupa formula lui Newton, binoamele la putere:

8) (x+a)sb) (- 295 (%/Z—%/E)7 Ld) (Va +30)";

X [\FH (o4 a1+ fa-da71)'

o) (1+a) - (1 4a) ) () (-5

38. Si se determine:
a) termenul al optulea al dezvoltdrii (2x + a)'%

9
b) termenul al cincilea al dezvoltirii (J; + _v) H

14
c) termenul din mijloc al dezvoltarii (l - %/;) ;
x

d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltarii (2\/; - %)13

39. Si se determine:
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a) termenul din dezvoltarea (s/; ) care il confine pe x°;

b) termenul din dezvoltarea (%/; 2%/ y ) care il contine pe y’;
3

c¢) termenul din dezvoltarea ( a,nt ) care contine !
n 5
b %/a‘ pe a*

17
d) termenul din dezvoltarea ( +¥a ] care nu contine pe a;

X

e) termenul din dezvoltarea [s/; +1’— in care nu apare x.

40. Sa se determine rangul termenului din dezvoltarea:

43
3 x ﬂ in care x si y au puteri egale.
E

41. Si se determine n, daci in dezvoltarea (a + x)" coeficientul lui x°

este egal cu coeficientul lui x'.
42. Sa se determine n, dacid coeficientul binomial al termenului de

rang trei, al dezvoltérii [T + T) este egal cu 190.

43. Si se determine n, dacd suma coeficientilor termenilor, care au
n
rangul doi, trei si respectiv patru, ai dezvoltirii (x" —\/;) este egalid

cudl.

1 ] N
——| suma coeficientilor binomiali ai
V3x :
primilor trei termeni este 121. S3 se giseasca termenul in care nu apare x.

45. Si se gaseascd termenul din mijloc al dezvoltirii
(Jl +x —y1- x)" , daci coeficientul termenului al treilea este 28.

46. Si se determine x, dacid termenul al treilea al dezvoltarii

44. In dezvoltarea (9x—

5
(x +x"") este 10°, logaritmul fiind in baza 10.

47. Si se determine m, natural, astfel incat al zecelea termen al dez-
voltirii (5 + m)" si fie cel mai mare.
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. x 1-x\"
48. Si se determine n i x dacd, in dezvoltarea (32 +32 j suma

coeficientilor primilor trei termeni este egali cu 22, iar suma dintre ter-
menul al treilea si termenul al cincilea este 420.

6
1
49. Fie dezvoltarea (J; T+lgx +'%/;J , logaritmul fiind in baza 10.

Si se afle x, stiind ci al patrulea termen al dezvoltirii este egal cu 200.
2

50. Si se determine termenul care contine pe x3

in dezvoltarea

[‘#I + ‘s/;] , stiind ci suma coeficientilor binomiali este egald cu 128.
x

51. in dezvoltarea (%/E +—1-——) suma coeficientilor binomiali de

: < « .1
rang impar este egala cu 256. Sa se giseasca termenul care contine — .
a

52. S& se gidseascd termenii rationali ai dezvoltirilor urmitoare:

2) (V2-¥3)":b) (V3+47)"

53. Si se determine numirul termenilor rationali ai dezvoltirii
(V3+ Vg)m :

24
54. Sa se gaseascd termenii irationali ai dezvoltarii (iﬁ +1/5) N

n
55. Si se determine m, n, p astfel incét in dezvoltarea (x’" +xL’)
termenii de rang 12 si 24 si contind pe x, respectiv pe x° si, mai mult,
aceasta dezvoltare si aiba termen liber.
56. Si se giseasci numirul total al termenilor dezvoltiri(x + y)**' +
+ (x-y)"™" n e N, dupi ce se efectueazi reducerile de termeni posibile.
57. Fie a si b numere intregi nenule (b > 0) prime intre ele, astfel

incat Ya si Wb si fie irationale. Firi a efectua dezvoltarea binomului

77
(1/;+ '%) , sd se gdseascd numirul termenilor rationali ai acesteia.
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§8. Si se determine coeficientul termenului, care contine x° in pro-
dusul dezvoltirilor (1 + x)'(1 - x)*.

§9. Si se giiseasci suma coeficientilor dezvoltirilor:

a) (9x" - 8y")"%; b) (8% - 6y°)".

60. Si se giseascd suma coeficiengilor dezvoltirii (9x - 8y)".

61. Si se giiseascd rangul celui mai mare termen din dezvoltarile:

100 100
e T
3 3 10 10

62. Si se arate ci oricare ar fin € N, numa“lrul’(2+\/§)’l +(2—\/§)’l

este natural. )
63. Si se determine numirul de termeni care trebuie luati in dezvol-

_,\10 ) . _,\10 : .
tarea (1 +10 ) pentru a se defini numérul (1 +10 ) cu o eroare mai
mici decit 10'3,<rcspectiv 10*.
3n
64. Si se arate ci Y Car(-3)* =2°".
k=0
65. Si se demonstreze ci:

a) 1-C2+C* —CS+..= 25cos% b)) C'—C+C5 = Cl+..= 25sin"—:-.

66. Si se demonstreze ci:

a) 1-3C2 +9C* -27C¢ +...= (—1)"2"c082%" ;

n+1 4 p41
-1) 2
b) Cl-3C2+9C5-...= () M.
3 3
67. Sa se demonstreze ca:
oc-ledle Loy o2 g™
3 9 27 3"— 6

68. Sa se demonstreze ca :

a) CO+CH+Co + .. = Lam 12200 ;
2 4
b) CL+CE+C + ... =%[2""+25sin—nf);
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) C+C+CP + ... =%(2"‘1 —ZECOS%) ;

& C+C 4. =1 2"-‘—25sin-"ﬁ)
2 4

69. Sé se demonstreze ci, pentru orice numdr natural n > 2 si
[d < 1,avem (1 +x)"+(1-x)"<2.

70. Sa se calculeze urmitoarele sume:

‘a) Cy+2C+3C,+ ... +nC};b) C) +2C, +3C. + .. +(n+1)C];
©)C;+2C+3Cy + ... +(n-1)C};d)C) +3C, +5C: + ... +(2n+1)C];
e)CY -2Ch +3C? —.... +(-1)"(n+1)C;;

f) 3G, +7C3 +11C} + ... +(4n-1)C;;

1 2 n
g) CI-2C2+3C>~ ... +(-1)"'nC’; h) G LG, LS ;
2 3 n+1
L. C c ¢t c ¢ . CI
) =t ) - ()
2 3 4 n+2 1 2 3 n+l1

71. Si se calculeze urmaitoarele sume:

a) C—-Ci+C2— ... +(-1)C";b) Ct+Cr +Cr,+ ... +CF,
) CO+C +C* + ..;d) CP+CM™ +C ™ + ...

72. Sa se calculeze urmitoarele sume:

a) (C,‘,’)2 +(C,:)2 +(C,f)2 + . +(C:)2;

b) () - (C) +(c2) - ... +((c)’s

) an = C;rhl + C2’2n—2 D +('1)n (O
d) G, +2C;, ,+4C, ,+ ... +2"C}

e () +2(c2) +32) + .. +n(cs)’.
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Capitolul XI
PROGRESII ARITMETICE SI PROGRESII GEOMETRICE

1. S se scrie primii cinci termeni ai sirului, cu termenul al n-lea dat
de formula:

a)an=5n-2;b)bn=n2-3;c)xn= (=) H

n!
n-11 n 2n
d =(-1)" = +(-1)"n; = 3
o= () L 0
n+1) 1+(-1)" +(-1)™"
2n". - n

2. Si se giseascd formula termenului al n-lea (n > 1) pentru fiecare
din sirurile:

a) 1, -l, 1, l .1 b) 0;0,01; 0,0101; ...;
2" 3 4
)ﬁﬂﬁi.dZEK.eilﬂ
3.5° 57777587257 125" T 5T 11T 17

3. Slrul (x,), n = 1, are termenul general dat de formula x, = 3n*- 2.

Sa se decidd daci este termen al acestui sir numarul:
a) 190; b) 241; c) 3725; d) 15985..
In caz afirmativ sé se indice numaérul de ordine al acestui termen.
4. S4 se scrie primii cinci termeni ai sirului (a,), definit prin:
a)a, =, a,=a+o0cRb)a=B,a =2a,pecRc)a =y,

1
a,=—,yeRda =0,a,=p,a,=0a - o, peRie)a =a,

n+1 an+1’

n
a,=B,a,,=Pa +oa,, o pekR
5. Fie sirul de numere (a,), unde a, = 2, a, = 3, si pentru orice numér
n 0 1
natural k, avem: a, , = 3a, - 2a,,. S& se demonstreze cd a, = 2"+ 1,

oricare ar fin > 1.
6. Fie sirul de numere reale (), unde a, = 1, a, = 4 i pentru orice
numdr natural & , avem q,,, = 24, - a, | + 2. Si se giéseascd formula ter-

menului general.

7. Fie girul de numere (b)) astfel incat b, = 1sib,, = b, - .
n(n + l)

Sé se géseasci formula care defineste termenul general.
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8. a) Si se determine termenii negativi ai sirului (x ), definit prin:
195 C,

x,=C ;- =3 p>1;
16 n+1
b) Si se determine termenii pozitivi ai sirului (x,), definit prin:
— ﬁ _ A:+3 i
" 4n! (n+1)]

9. Fie sirul (x), definit astfel: x, = 1 si x,,, = (k + 1)x,” Sd se
demonstreze ci oricare ar fi n, avem x_ = n!.
2 1
10. Fie sirul (x ), definit prin: x,=— §i x,,=x, + ————.
sl () P 1Ty B e (n+2)(n+3)
Sé se giseascd formula care defineste termenul general.
11. Fie o, B numere reale cu o # p. Se defineste (c,) astfel incat:

2 2 3 3
o’ - o’ - R
1= P »Cy = i si pt. fiecare k > 2, ¢, = (a + B)c, , - afc, ,.
o-P oa-p
5 5 ! _ﬁml )
Si se arate ci ¢, = —B ,oricare ar fin > 1.
o —

12. Fie o, B numere reale, astfel incat oo # P si aff = 1. Se defineste

sirul (a,) astfel incat a, = (0. +B) ——aﬁ—, iar pentru fiecare k > 3,
(a + B) -1 .
Ay =(0.,+ B)—a—ﬁ . Sa se demonstreze cid pentm orice n > 2, avem
ay

(am _ WM) _(an _ Bn)
4 =1 o IEErT=
(0" -p")-(""-p")
13. Fie S suma primilor » termeni ai sirului
0,1,1,2,2,3,3,4,4,5,5, ...
a) Sd se giiseascd o formuld pentru S .
b) Sa se arate ca S,,.q - SM = pq, unde p si g sunt numere naturale cu
p>q.
14. Si se scrie primii cinci termeni ai progresiei aritmetice (a,),
daci:
a)a, =2,r=-3;b)a, =131, r=12;¢) a;,=27,a,, =60, d) a, = 11,
as=19. Si se dea apoi formula termenului al n-lea.
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15. Si se giseascd termenii a,, a,, a,, a, ai progresiei aritmetice
urmatoare: a,, -7, a,, -1, as, ag, 8, ...
16. Si se determine primul termen al unei progresii aritmetice (a,),

dacid 05=% si r=.l%.a,oceR.

17. Fie (x,) o progresie aritmeticd, astfel incit x, =

2 #

o+
r=

B . Si se determine n, stiind ci x_ = 4o + 3P, (o, p € R).
18. Si se giseascd primul termen si ratia unei progresii aritmetice
(a,), daci:
a,—ag+a, =7, a,a,a, =120, a,+a, +a; =12,
a) b
a, —a, =2a,;

a, +a, +a, =15, a,+a,+a, =18.

19. Sé se gdseascd suma primilor 100 de termeni ai unei progresii
aritmetice (a,), daci:

a)a,=2,a,=14;b)a, =50,r="7.

20. Sirul (y,) este dat prin formula lermenului aln-lea:y =on + B,
unde o, B € R. Si se demonstreze ci sirul (y,) este o progresie aritme-
ticd. Sa se gaseasca primul termen al siu si ratia.

21. Sa se decidd dacéd este progresie aritmeticd un sir astfel Tncat
pentru orice n, suma primilor » termeni este datd de formula S, = an’ +
+Pn+v, cua, B,y € R. In caz afirmativ, si se giseasci formula terme-
nului general.

22. Si se determine termenul al n-lea al unei progresii aritmetice

2
(a,), dacd a, = o si —"‘=m—2, unde o € R.
S, n

23. Si se demonstreze ci, oricare ar fi trei termeni consecutivi ai
sirului (@ ), dat prin formula termenului general urmitoare, nu sunt in

progresie aritmetica:
2, —Jdn- _1
a)a, =nb) a,,-Jr?,c) an-;.
24. Fie (a,) o progresie aritmeticd. Si se studieze dacd este progresie

aritmeticd sirul (b,) al cirui termen general este dat de formula urma-
toare:
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a)bn=omn,cuaeR;b)bn=a2’|;c)bn=a"+a,cuaeR;

d) b, :;i, cua € Rje) b= anl.

25. Si se arate ci oricare ar fi a, b € R, numerele (a + b), a” + b,
(a - b)* sunt in progresie aritmetici.

26. Si se arate cd dac3 lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic
sunt Tn progresie aritmetic, atunci ele sunt proportionale cu numerele 3,
4,5.

27. Si se determine suma primilor » termeni ai sirului:

a)l,-2,3,-4,..;b)1,-3,5,-7, ...

28. Si se giseascd termenul general al sirului 2, 4, 7, 11, ... care are
proprietatea cd diferentele intre termenii vecini formeazid o progresie
aritmetica.

2
. o fa
29. Fie a, b, ¢, d numere reale nenule, astfel incat: a2 n s
. c

f b? ’ e d? . . -
b3|— , c3|— , d3|— sunt in progresie aritmeticd. Si se arate ca
acd abd abc

a, v, ‘cz, & sunt 1n progresie aritmetica.

30. Daci a, f, y sunt mésurile unghiurilor unui triunghi, si se arate
ci ctg a, ctg PB, ctg y sunt in progresie aritmeticd dacd si numai dacid
cos 2o, cos 2f3, cos 2y sunt in progresie aritmetica.

31. Se di binomul (@ + b)", unde a = V215(10_3 ) si b=3 plx-2)es

logaritmul fiind in baza 10. Si se determine x, stiind ci termenul
dezvoltirii care contine pe b’ este 21, iar coeficientii binomiali ai celui
de-al doilea, al treilea si al patrulea termen al dezvoltirii binomului sunt
in progresie aritmetica.

32. Si se giseascid toate valorile reale ale lui a, nenule, astfel incat
ecuatia x* + ax’ + a* = 0 s4 aiba exact patru ridicini reale, care si fie in
progresie aritmetica.

33. Sé se scrie primii cinci termeni ai progresiei geometrice (b)),
daci: i ’

a)b =3,9=-2,b) b, =384, 9 =2;c) by=25, b, =9; d) b, = 20,
by = 1280.

34. Si se giseascd termenii b, b,, b,, b ai progresiei geometrice

urmatoare: ﬁ , by, by, 12J3 , b, by, 216\/5 ) e
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35. Si se scrie primii cinci termeni ai unei progresii geometrice (a,),
daca:
{as -a, =15, {a5+az—a4 =-159,
a) b
a,—a, =6 a, +a,—a, =265.

36. Si se decida dacé este progresie geometricd un sir astfel ncat
pentru orice 7, suma primilor n termeni ai sii este data de formula:

a)S,=n"+1;b)5,=4"-1;¢)S,=5"-5.

37. Fie (b,) o progresie geometrici. Si se studieze daci este progre-
sie geometricd sirul (c,), al cdrui termen general este dat de formula
urmitoare:

a)c,=pb,cufeRib)c =b,:c)c,=b +B,cuf ek

d) ¢, :bﬂ' cuBeRje)c, = b:.

38.Dacia, b € R, cu |a|#|b|, si se arate ci numerele (a + by,
a-b(a- b)2 sunt in progresie geometrici.

39. Daci a, b, ¢, d € R sunt in progresie geometric3, atunci

@-d=®b-0+(c-a)+(d-b)

40. Fie x, y, z € R astfel incat (xy + yz + zx)’ = xyz(x + y + 2)°. S4
se arate ci numerele x, y, z sunt in progresie geometrica.

41. Sa se calculeze suma

1+2:2+3.2244.2° +5.2* + ... +100-2%.

42. Sa se demonstreze ca

2
(_1+x+x2+ +x") -x" :(l+x+x2+ +x"")(1+x+x2+ +x’”’)

43. Fie a, b, c € R. Si se arate cid daca numerele ab, bz, ¢’ sunt in
progresie aritmetici, atunci numerele b, c, 2b - a sunt in progresie geo-
metrica.

44. Si se gaseasca suma 3+33+333+ ... +333..3

2
de o ori

45. Fie (a,) o progresie aritmeticd, iar (b,) o progresie geometrici cu
termeni pozitivi, astfel incita, = b,, a, = b,.
Si se demonstreze cd a, < b, pentru orice n.

46. Fie a,, a,, a, §i b,, b,, b, cite trei numere in progresie aritmeticd
(respectiv geometricd), astfel incit b, # b, sia, +a,+a,=b, + b, + b,.
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Si se arate ci, daci a,b,, a,b,, a,b, sunt in progresie aritmetici, atunci
a, = b, (respectiva, + b, = a; + b,).

47. Fie numerele a,, a,, a,, a,, a; in progresie geometricy, astfel
incat suma logaritmilor, in baza 3, a acestor numere si fie egali cu 2. Si
se gliseascd aceste numere, stiind ci Iog,(a—s) =-2.

ay

48. Si se giseascd suma tuturor numerelor naturale, mai mici sau
egale cu 1000 si care nu se divid cu 13.

49. Suma primilor cinci termeni ai unei progresii geometrice este
egald cu 62. Daci termenii: al cincilea, al optulea si al unsprezecelea, ai
acestei progresii sunt respectiv primul, al doilea si al zecelea termen
pentru o progresie aritmetici, si se giseasci primul termen al progresiei
geometrice.’

50. Fie numerele reale distincte a, b, c cua + b + ¢ = 124, astfel
ncat acestea si fie termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.
Dacid presupunem, in plus, cd a, b, c sunt, respectiv al treilea, al
treisprezecelea si al cincisprezecelea termen pentru o progresie
aritmeticd , si se determine numerele a, b, c.

51. Suma primilor treisprezece termeni ai unei progresii agitmetice
eate egald cu 130. Dacé presupunem, in plus, ci termenii: al patrulea, al
zecelea si al saptelea ai acestei progresii sunt, in aceastd ordine, trei
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice, si se determine primul
termen al progresiei aritmetice.

52. Si se arate ci:

a) Numerele V2, 3. 45 mu pot fi toate printre termenii unei progresii
aritmetice. ’

b) Numerele J_Z_ , ﬁ ,/3 nu pot fi toate printre termenii unei progresii
geometrice cu termeni pozitivi.
53. Daci a,, a,, ..., a, sunt numere pozitive in progresie geometrica,

- - n
sd se arate cd aa, ... a, = (a,a,,) .

54. Fie a € R un numir real. Si se arate ci existd b, ¢ € R astfel
incat b sd fie media aritmetici fntre a i ¢, ¢ si fie media geometrici
intre a §i b si a sd fie media anmonici (a se vedea ex. 33, cap. IV) intre b
sic.
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55. Fie a,, a,, ... , a,, un numir par de numere reale in progresie
geometrici, astfel incat suma lor si fie de cinci ori mai mare decat suma
termenilor de rang par. Si se giseasci ratia progresiei.

56. Fie (a,) o progresie aritmetici si (b,) o progresie geometric,
astfel Tncat:

a,+a,+..+a, =155 b, +b,=9.
Si se determine progresiile, daci a, este ratia progresiei geometrice, iar
b, este ratia progresiei aritmetice.

57. Fie (a,) o progresie aritmetici si (b,) o progresie geometricd
astfel incat:

a,=b,a,=b, a,=b,-8. Si se determine progresiile.

58. Fie (a,) o progresie aritmetici cu termeni pozitivi, astfel incét
a,= ,/a1a4. Si se demonstreze cd a,, a,, a, sunt in progresie geometrica.
Sa se determine ratia.

59. Fie numerele reale pozitive a,, a, .., a,., in progresie

2

geometrica descrescitoare. Si se demonstreze ci:
LI e I
a; a4 o Aans2

60. Dupi o povestire orientald, inventatorul jocului de sah solicitand

recompensa s-a adresat suveranului siu astfel: ,,Eu doresc pentru prima
cisuti un bob de grau, pentru a doua 2 boabe de griu, pentru a treia 2°
boabe de grau s.a.m.d., pentru a 64-a doresc 2*° boabe de grau“. Si se
calculeze numarul boabelor de grau cerute suveranului.
" 6l. Fie (a) , si (b,),,, doud siruri de numere reale, primul avind
termenii Tn progresie aritmeticd, iar al doilea fn progresie geometrica. Si
»c arate c#, dacé cele doud siruri contin cite un termen irational, atunci
cic au o infinitate de termeni irationali.

62. Sa se arate cd in triunghiul lui Pascal, suma termenilor fiecérei
linii este dublul sumei termenilor liniei precedente. Si se afle suma ter-
menilor unui triunghi al'lui Pascal cu 64 de linii.

63. Dacd a € R, a #0, si se giseascid sumele:

N 2 1)?

1)) (a+l) +(az+ 1,) + ... +(a"+—") ;
a a” a

2 2 2

II) (a—l) +(a2—L£) + ... +(a"—~17) .
a a a
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64. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive.
a)Dacd a,, a,, ..., a_sunt in progresie aritmetic, sa se calculeze
172 n
1 1 1
+ - + .
,[a, +,[a2 ,/az +,/a3 ,[aH +,/a,l
b) Daci a,, a,, ...,’a, sunt in progresie geometrici, si se calculeze
,/a ‘[a ,[a
! + 2 U S M —

65. Fie numerele pozitive a,, a,, ..., a, in progresie geometrica

,,,
crescitoare si p un humdr patural nenul. S3 se arate ci raportul sumelor

1 1 1 .

S, = + + ...+ i

n /4 4 4 4 14 4 §
a; +a; a; +a, a,.,ta,

1
S '= 1 + 1 + ...+ 5 nu depinde de n.

n P_ P P _p r _
a; —a; a3 — 4 Gy — 4,

66. Un sir de numere a,, a,, ..., a,, ... este astfel incit, oricare ar fi k,

5y

avem: a, +a,+ ... +a, = ak® + bk, unde a, b sunt numere reale date. Sa

se demonstreze cd acest sir este o progresie aritmeticd. Sd se deducd in
functie de a si b primul termen si ratia acesteia.

67. Sa se arate ci dacd n si k sunt numere naturale cu n > k + 3,
atunci C!, C**', C¥*, C!** nu pot fi termenii consecutivi ai urei pro-
gresii aritmetice.

68. Si se giseasci termenul general al sirului (@), definit prin:

n

a,=a, =1gi pentru orice n > 2 avem'y_a,a, , =2"a,.

B k=0

69. Fie numerele a,, a,, ..., a, in progresie aritmetica, cu ratia r, si
fie S,=a"+a; + ... +a; ,undem € N.

a) Calculandu-se diferentele a;,, —af, pentru k = 1, 2, ..., n, si se

3 0P —aP =C! 2.2 p-1_p-1 P
demonstreze cd a,,, —ai =C,rS,,+C,r'S, , + ... +Cr" S, #C-rS,,
oricare ar fi p > 1, numdr natural.

b) Reciproc, dacid egalitatea de mai inainte este adevirati pentru
orice p §i n, atunci numerele a,, a,, ..., a, sunt in progresie aritmetici cu
ratia r.

70. Se formeazi numerele b, b,, ..., b, definite prin relatia de
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recurentd: b, =ab,  +B, unde b, o, P sunt numere reale date.

a) Presupunem ca o # 1 si fie g ridicina ecuatiei x = ox + B. Sa se
demonstreze ci numerele: b, - q, b, - q, ..., b, - q sunt in progresie
geofnetrici. Si se deducd, de aici, expresia lui b, in functie de n.

b) Si se deducd o formuld pentru suma b, + b, + ... + b,. Si se
examineze cazul o = 1. ‘

71. Si se calculeze suma S = a.a.qa, ... a +aaa, .. a, 6+ .. +

17273 k+1
+a,_a,., .. a,, unde (a) este o progresie aritmetica.
o 1 1
72. Si se calculeze suma S = + — + ...+
aa,...a, a,a,.. a4,
1 e
+ —— , unde (g,) este o progresie aritmetica. -
aa,., .. q

n“n+l *° n+k-1 )
73. Si se calculeze sumele:
a)S, =q+ 24 +3¢° + ... + nq’;
b)S, =g + 44 +9g + ... + n°q", g fiind un numr real.
n+l

74. Fie a,, a, ..., a,,,, numere in progresie aritmeticd $i S = Za,. .
: i=1

n 2’|S
y . "
Sa se demonstreze ca Y Cra,,, = ";‘
k=0 n

75. Fie a, b € Risi (x)),,, sirul definit prin relatia x, = ax_, + bx_,.
Fiex,=a,x,=a, (a, a, € R) si r,, r, rdicinile ecuatiei P =ar+b.
Daci r, # r,, atunci x, este de forma x, = Ar" + Br) ,iardaci r =r, =1,

. -1 .
atunci x_ este de forma x, = A7 + Bnr"", unde A si B sunt numere reale.

Capitolul XII .
NOTIUNI DE ARITMETICA NUMERELOR INTREGI

1. Folosind algoritmul lui Euclid si se calculeze cel mai mare
divizor comun al numerelor: a) 63; 1971; b) 285; 322; c) -10; 55; d) -72;
-88; e) -45; 525; ) 720, 2860; g) 4410; 3675.

2. Folosind teorema fundamentald a aritmeticii sd se calculeze’cel
mai mare divizor comun al numerelor:

a) 160; 120; b) 180; 240; c) 1250; 200; d) 1620; 584.
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3. Sa se giseasci cel mai mic numar natural mai mare ca 5 care im-
pértit prin 6, 8, 9, 12 i 16 sd dea acelasi rest 5.

4. Si se giseascd cel mai mic numir natural mai- mare ca 6 care im-
partit prin 8, 12, 20 si 30 sd dea acelasi rest 6.

5. Si se determine numerele naturale a si b astfel incat a + b = 60 si
cel mai mare divizor comun al lor este 12.

6. Si se determine numerele naturale a si b astfel incat cel mai mare
divizor comun este 6 si cel mai mic multiplu comun este 216.

7. Sa se determine numerele naturale a si b (a > b)_astfel incat
a’ - b’ = 2880 si cel mai mare divizor comun al lui a si b este 8.

8. Care este ultima cifrd a numerelor: 323", 1244, 1982%, 164
1942, 17% + 12, 13% + 22% '

9. Care este restul impértirii numerelor:
a) 19* x 23”' prin 7; b) 17°° x 21*' prin 57

41
»

7

10. Care este ultima cifr a numérului 7" ?

11. Dacd n > 5, atunci ultima cifrd a numirului 1! + 2! + ... + n!
este egald cu 3. Si se deduci de aici ci numirul 1! + 2! + ... + n! pentru
n = 4 nu este pitrat perfect.

12. Fie n € N. Si se arate ci restul impirtirii lui »’ prin 7 este 0 sau
1 sau 6. )

13. Fie n € N. Si se determine restul impartirii lui 1" + 2" + 3" + 4"
prin 4. -
14. Sié se arate céd dacd n € N, fractiile: a) Sn_+3 b w‘sunt

. 8n+5 22n+3
ireductibile.

15. Fie n, a, b e N. Daci 5a - 21b = =+ 1, atunci fractia —7+%

Sn+b
este ireductibila.

16. Fie a, b € Z. Si se arate ci cel mai mare divizor comun al
numerelor 5a + 17b si 2a + 7b este egal cu cel mai mare divizor comun
al numerelor a i b.

17. Fie a si b doud numere prime. Si se calculeze cel mai mare
divizor comun al numerelor: a + b§ia - b.

18. Fie a, b € Z. Si se arate ci: 7 ' F+b T | asi7 I b.

19. Si se demonstreze ci daci n > 2 atunci 3 nu divide numirul
C+1.

20. Daci n > 2, si se arate ci 3 divide numarul C; .
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21. Si se arate ci numirul 1" + 2" + 3" + 4" se divide prin 10 daci n
este impar.

22. Si se arate ci: 6|n’ - n, 30|n° - n, 42|n - n, 6|n® + 11n,
60 | n(n® - 1)(n* + 1), 6 [n(n + 1)2n + 1), 6| n@2n + 1)(Tn + 1), 24| n(n +
+ 1)(n + 2)(n +3).

23. Fie m si n numere naturale. Si se arate ci m!n! divide (m + n)!.

24. Si se determine n € N astfel incit 5| n* - 3n + 6.

3 2

25. Si se arate ca numairul nxomron +3'61 *2n este intreg, oricare ar fi
nel.

26. Si se determine n € N astfel incét 7 |n3 +n-2.

27. Si se determine n € N astfel incat 7[2% + 2" + 1.

28. Si se arate ci: 7|37 + 2% 1132 4 25,

29. Si se arate ci: 517"+ 3 - 9% (V)n e N.

30. Dacin € N, n > 1, si se arate ci: 170 [153" + 45" - 28",

31.Fien e N. Sise arate ci: 7|2"- 1 < 3 |n.

32. Fie n € N. Si se arate ci 7 nu divide pe 2" + 1, oricare ar fin € N.

33. Si se determine a € Z, astfel incit: 11|37 +a - 4*™, (V)meN.

34. Sa se arate ci daci n este un numar natural, atunci: n’ | n+1)-1.

35. Daci p este un numdr prim, si se arate ci: p | C; , pentru orice

O<k<p.

36. Daci p este un numdr prim, si se arate ci: p |2’f -

37. Daci numirul a* - 1(a € Z si k > 1) este prim, atunci a = 2 si k
este numar prim.

38. Dacd numirul a” + 1 este prim (a >1sin>1,a e N), atunci a
este par si n este de forma 2"

39. Daci n este un numir natural, si se arate cd numérul 3n’-1nu
se divide nici cu 3, nici cu 5 si nici cu 7.

40. Fie a, b doui numere naturale nenule. Daci a | bz, b* |a3. a |b4.
b*|d’, ... atunci a = b.

41. Si se arate ci existd o infinitate de numere naturale prime care
sunt de forma 4k - 1, k € N.

42. Si se arate ca existd o infinitate de numere naturale prime care
sunt de forma 6k - 1, k € N. )

43. Dacd n € N, atunci numirul £ = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 este
un pitrat perfect.
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44. Fie m, n € N. Daca 1/;+J; € Q, atunci m si n sunt pitrate
perfecte.

45. Daci p este un numdr prim, p > 5, atunci restul impértirii lui r
prin 12 este 1. )

46. Daci p si 8p° + 1 sunt numere prime, atunci 8p° - 1 este de
asemenea numar prim.

47. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia: x + y = xy.

48. Si se rezolve in numere fntregi pozitive ecuatia: %+§ = % .

49. Si se arate cd nu existi numerele intregi x > 0 si y > 0 astfel
incat si avem egalitatea: x* + xy +y* = Xy

50. Si se rezolve in numere intregi pozitive ecuatia:
5x + 7y* = 1600.

51. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia: x = 4[\/; ] +1.

52. Sa se afle valorile numarului n € N astfel incat 12 sd dividi pe
n'-n’-24.

53. Fien € N, n > 1. Daci existd doud numere prime distincte care
il divid pe n, atunci cel mai mare divizor comun al numerelor:
C,C, .., C ' estel.

54. Fie p un numdr natural si n = p"(m > 0). Si se arate ci cel mai
mare divizor comun al numerelor: C!, C, ..., C'™" este p.

n

55. Care sunt ultimele doui cifre ale numarului 2°°7

56. Si se arate ci suma a n numere naturale impare consecutive nu
este un numar prim {n > 1)

57. Daca n > 0 cste un numér natural, numarul nt+nt o+ 1 poate fi
prim?

58. Si se demonstreze ci numidrul 2% -1 are in descompunerea sa
in factori primi cel putin n numere prime distincte.

59. Fie n > 1 un numar natural avind descompunerea sa in factori
primi n= pf‘ -p? - p: unde p,,.p, .., p, sunt numere prime
distincte. Sd se arate cd numarul divizorilor (pozitivi) ai lui n este (k, +
+ Dk, + 1) .. (k, + 1).

60. Si se arate ca orice numir de n cifre (n > 1) este mai mare decat
produsul cifrelor sale.

61. Din sirul de numere naturale 1, 2, 3, ..., 2n se aleg n + 1 numere.
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Sa se arate cd in aceste n + 1 numere alese existd doui numere astfel
ca unul si il dividi pe celilalt.

62.Fiea,b,c e Z.Daci6la+b+c=6|a’ +b’ + .

63. Dacid m, n sunt numere naturale astfel incit m = n + 2, si se ara-
te ci numerele n* + 4 si m* + 4 nu sunt prime intre ele.

64. Si se arate cd dacid m si n sunt numere naturale prime intre ele,

atunci C,,,, este divizibil cu m + n.

65. La ce putere apare 2 in descompunerile lui 50! §i 100!?
66. Fie m, n doui numere naturale nenule. S4, se arate ci:

1 1 1 . . .
t—+ + R ¢ Z (semnele +, respectiv - se iau ori-
n n+l n+2 n+m
cum).

67. Si se arate ci nu existi pitrate perfecte de forma: n' + 2n* - n’ -
- 2n + 5, cu n numdr intreg.

68. Fie a, a,, a,, .., a, 0 rearanjare oarccare a numerelor 1, 2, 3, ..., 9.
Sd se arate cd numirul (a, - 1)(a, - 2)(a, - 3) ... (a, - 9) este par.

69. Si se arate cd dacd 9 Ia3 +b+ cua, b, c € Z, atunci cel pu-
tin unul dintre numerele a, b sau c este divizibil cu 3.

70. Si se arate ci existd o infinitate de numere intregi n astfel incat
4n + 1 si fie divizibil cu 5 sicul3.

71. Se dau 51 de numere naturale cuprinse intre 1 §i 100. Si se arate
cd existd printre acestea, doud cu proprietatea ci unul il divide pe
celilalt.

72. Fiind date 2" - 1 numere intregi, si se arate ci existi 2" dintre
acestea cu suma divizibili cu 2".

73. Si se arate ca oricare ar fin € N, n > 1, existd o infinitate de nu-
mere intregi avand exact 2n divizori.

74. Si se arate cd-un numdr intreg n are 4m + 2 divizori intregi (m €
€ N) daci si numai daci [n| este un pitrat perfect.

75. Fie n un numdr prim care scris in baza 10 are toate cifrele egale
cu 1. Sa se arate cd numdrul cifrelor sale este tot un numir prim. Este
adevirata reciproca?

76. Si se arate ci oricare ar fi un numar natural n, existd n numere
intregi consecutive care si aibi fiecare cel putin 2 divizori primi
distincti.

77. Si se arate ca oricare ar fi numerele intregi a, m, n, ca m, n > 0,

avem: @"- 1,a"- 1) =a™" -1.
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78. Si se arate ci intre numerele n si n! existd cel putin un numar
prim (n 2 2).

79. Dacd a, b € Z astfel incat %/; + % € Q, atunci a §i b sunt cu-
buri perfecte.

80. Si se determine ultimele trei cifre ale numarului 2%°.

81. Si se determine ultimele trei cifre ale numarului 39* - 38

82. Si se determine toate solutiile fntregi ale ecuatiei

cos [g(zx +9x? +224x +1416 ] =1.

83. Si se arate c3, daci a §i b sunt numere prime intre ele, atunci
oricare ar fi n > ab, existd x §i y numere naturale astfel incat n = ax + by.

84. Si se arate ci, daci m, n € N §i m este impar, atunci 27-1,2"+ 1) = 1.

30

Capitolul XIII
POLINOAME CU COEFICIENTI COMPLECSI.
ECUATII ALGEBRICE

1. Sa se determine cétul si restul impértirii polinomului f prin poli-
nomul g daca:

a)f=X-X'+2X-3X*+X -4, g=X-X+3;
b)f=X'+6X+8X° +1, g=X-X+1,
Of=X 43X +3X +4X° +13X* + 15X +3, g=X'+X+1;
d)f=X-3X°+5x" -2X* +1, g=X-4X+1.

2. Aplicand schema lui Horner si'se determine cétul si restul impar-
tirii polinomului f prin polinomul g.

a)f=2X-3X"+5X*-7X+9, g=X-1;
b)f=3X"-4X*+7X°+ X + 3, g=X-2;
) f=-2X°+8X°-5X +3X+7, g=X+3;
df=4X+6X"-7X+9, g=2X+1.

3. Si se determine un polinom ce gradul doi f = a, +a, X + azX2
astfel incat: f(-1) =0, A1) =2, (2)=9.

4. Si se determine in raport cu parametrul m, gradul polinomului f =
= +3m+ X + (7’ + 2 - m - 22X + n* + dm + )X+ (m - DX + 1.

5. Fie polinomul f = X* - 6X + 6. Si se determine valoarea acestui

polinom pentru {7+ 41 + ‘3[7 _Ja1.
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6. Fie polinomul f = X* - 4X* + 1. Si se calculeze valoarea acestui

pohnom pentru \/3 22 +4\l3+2s/_

7. Fie polinomul f = X* - 3X + 5. Si se determine valoarea acestui

polinom pentru 32 -3 +{{2+4/3 .

8. Fie polinomul f = X* - 6X + 8. Si se determine valoarea acestui

‘polinom pentru \/3 4-242 +4+242.
9.Fef=a,+aX + ...+ a X" un polinom cu coeficienti numere intregi.

I) Sé se arate ci dacd a € Z, atunci f{a) divide numirul fla + f(a)).

IT) Sa se arate ci existid un numir a € Z astfel incét f(a) si nu fie un
numar prim.

10. Si se giseascd polinoamele f € R[X] astfel incét si fie indeplini-
td conditia: fla + b) = fla) + f(b) oricare ar fia, b € R.

11. Si se determine parametrul m astfel incat polinomul f = X* +
+mX’ + 2X* - 8 impirtit la X - 2 si dea restul 4.

12. Si se determine parametrul m astfel ncét polinomul f = X° - mX* +
+ (" + 4)X° - 2 impirtit la X - 1 si dea restul 5.

13. Si se afle polinomul de gradul cel mai mic astfel incat impirtit
la X + 1 sd dea restul 2 si impartit la X - 1 si dea restul -3.

14. Sa se arate ca restul impértirii polinomului f prin (X - a)(X - b),
(X~a)f(5)~(X~b)(a)

b-a '

15. Si se arate ci restul impértirii polinomului cu coeficienti reali f =
=a,+a,X + ...+ a X" prin X’ + 1 este polinomul = g(-1) + h(-1)X unde
g= a0+a2X+a4X2+a6X3+agX“+ . iarh=a, +a3X+_'a5X2+a.,X3+ s

16. Si se determine parametrul m astfel ca polinomul X* + 4X° - X+
+ 6X - m sé se dividd prin X +2.

17. Si se arate ci polinomul X - 4X* + 3X* - 2X* + 5X - 3 se divide
la X - 1; se cere catul impértirii.

18. Daci n este un numdr par, si se arate cad X + 1 divide polinomul
(X-1)"- (X + 3)", dar (X + 1)’ nu divide pe (X - 1)" - (X + 3)".

19. Sa se arate ci polinomul &+ X+ )™ - Xsedividecu X° + 1.

20. Si se arate ci polinomul nX"*? - (n + 1)X" "' + X este divizibil
prin (X - 1)~

21.'S4 se arate ci polinomul X"*' - X"**- 3X + 3 este divizibil prin
X- 1)

unde b # a, este r =
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22. Si se arate ci X° + 1 divide polinomul X+ X+2" "+ (2X -
X+ 2)2:”3.

23. Si se arate ci X° + X + 1 divide polinomul X'+ X+1.

24. S4 se arate ci X* + 1 divide polinomul (X* - X - 1) ">+ (X* + X-
_ 1)2n*5~

25. Si se arate ca polinomul (X* + X - 1)*"*' - X se divide cu X -1

26. S4 se arate ci polinomul X% + X2 4 X*7% 4 x5 4 x5t
a,, a,, a,, a,, a fiind numere naturale, este divizibil prin X+xX+ X+
+X+1 .

27. Si se arate ci polinomul (* + X + 1)*"*' - X se divide cu X* + 1.

28. Si se arate ci polinomul (X - 1)"** + X*'** se divide la (X*- X + 1).

29. Si se determine un polinom f de gradul cinci stiind ca f + 1 este
divizibil cu (X - 1)*iar f- 1 este divizibil cu (X + 1)’.

30. Pentru ce valori ale lui m, polinomul (X - 1)™ - X" + 1 se divide
laX>-X+1? -

31. Pentru ce valori ale lui m, polinomul (X - 1) + X" + 1 se divide
laX’-X+17

. 32. Fie polinomul f (x) = X + X" + 1 € R[X] unde n € N*. Si se
arate ca:

a) f (x) se divide cu X* - X + 1 daci si numai daci n = 6g + 2 sau n=
=6g+4cugeN.

b) daci f (x) se divide cu X - X + 1, atunci f (x) se divide si cu cu X* + X + 1.

33. Si se arate ca polinomul X" + X* + 1 este divizibil cu cu X* +
+ X + 1 si sa se calculeze cétul.

34. Fie polinomul f{ix) = (X + 1)" - (X + 1)" € R[X], unde m, n € N*. Si
se arate cd polinomul f(x) se divide prin X* + X + 1 dac si numai dac
m - n se divide cu 6.

35. Sia se determine conditia indeplinitd de m, n € N, pentru care
f)=(X-1)"- (X +4)" sedivide cu X*- X + 5.

36. Si se determine polinoamele cu coeficienti reali care satisfac
relatia: XP(X - 1) = (X - 26)P(X).

37. Si se gaseasci polinoamele f € R[X] astfel incat: XAX) = (X - 3)AX + 1).

38. Si se arate cd nu existd nici un polinom nenul f € R[X] astfel
incat: (X - DAX) = X+ DAX + 1).

39. Existi polinoame nenule f € R[X] astfel incat: X°AX) = (X - 1)’RX + 1)?

40. Si se giseasci un polinom f € R[X] astfel incit: X'fX) = (X -3)'RX + 1),
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k>1. . .

41. Si se determine P(X) € R[X] astfel incat P(0) = 0 si P(x* + x +
+1) = P(x)* + P(x) + 1 oricare ar fi x € R.

42. Fie f{X) un polinom de gradul doi cu coeficienti rationali. Atunci
fin) € Z pentru orice n € Z dacd si- numai dacd f(X) este de forma
£(x)= %[CXZ +(2b-0)X +2a]. cua bc e Z

43. Sa se afle cel mai mare divizor comun al polinoamelor, cu
ajutorul algoritmului lui Euclid:

A f=6X - X -6X +4X +8X°-TX+2,g=2X-X -10X +

+15X°-9X + 2;

b)f=5X-10X°+8X° - 16X* - 6X> + 12X°- 2, g = 5X° - 9X* - 2X°+
+2X-4,

©)f=10X + 35X - 13X + 15X° - 14X° +3X, g = X’ + 2X* + 5X° +
+5X°+4X-2;

A f=X+3X +3X +4X° + 13X°+ 22X + 14, g = X' + 3X° + 4X’+
+ 2X;

e) f=2X+5X" +5X +5X° +5X° +5X +3,8=2X"+5X* +3X° -
-2X*-5X - 3.

44. Si se arate cd urmaitoarele polinoame sunt prime intre ele:

A f=X+X+3X+7X+20,g=X +2X+5X" +20;

D) f=X-6X+8X +X-6X+8,g=X+7X+18X° + 22X + 12.

45. Si se afle cel mai mare divizor comun al polinoamelor: X" - 1 si
X"-1.

46. Si se afle cel mai mare divizor comun al polinoamelor: X" + a”
siX"+a"

47. Si se descompuni in factori, cu coeficienti reali, polinoamele:

af=X-Lbf=X-1,¢0)f=X-1.

48. Este bijectivi functia f: R - R, fix) = x* + 5x + 17

49. Si se descompuna in factori, cu coeficienti reali, polinomul f = X"-1.

50. Si se rezolve ecuatiile, stiind ci intre ridicini existd relatiile:

a)4x* +14x° - 4x° - 26x + 12 =0, x, = 2x,,
by 2x’ - 9x’ - mx +75=0, x, = 2x,,
c) 6x° -mx’ +64x+12=0, x, = 3x,;
d)x4—12x3-2.x2+m.x+297=0, X+ X, =X+ X,
e)x‘— 10x3+35x2-50x+24=0, X+ X=X+ X,
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f) 3x’ - 32x" + 73x + 28 = 0, X -x,=3

g) 2x* +2x° - 3855 + 22x + 60 =0, X, +x,=-3;
h) x* + 10x” + mx® + 50x + 24 = 0, XXy =Xy - X
)X’ +5x°-2x-m =0, x +x,=-T,
P2’ +x°-76x+105=0, x - x,=12;

k) x3+(1—\/§)x2—(2+\/§)x+2\/§=0, xf:x§+x§.

51. Daci x|, x,, x, sunt rddécinile ecuatiei X+ px + g =0, sa se arate ca:
) 12(x] +x) +2]) = 7} +x3 423 )(xF 452 +a2)

b) 3(Jr,2 +x2 +x32)()c1S +x; +x35) = 5():13 +x3 +x33)(x,4 +x; +x;) .

52. Fie ecuatia x° + (2m - 5} + (9 - 5m)x + 2(m - 3) = 0, unde m € R.

a) Sa se arate ca aceasta ecuatie are o ridicina independenta de m.

incat Ig |x, —x3| = %lg (6m + 5).

53. Fie ecuatia: 4ax* - 2(@+a+ )X’ + (@ - 16a+ 1)x’ + 8(@’ +a +
+1Dx-4(1+a)=0.

b) Dacid x , x,, x;, x, sunt rddicinile ecuatiei, sa se determine a astfel
Tncat 1+ +1+1 1
incat: —+—+—+—=—.

xx} X2 xl 2

54. Fie ecuatia x* + X’ + mx - 1 = 0.

a) Sa se arate ca oricare ar fi m € R, ecuatia are o ridicind ce
apartine intervalului [-1, 1].

b) Si se determine m stiind cé ecuatia are o ridicina dubla.

L 1 1 1
c) Sé se determine m astfel incat — +—+— <6 unde x,, x,, x

2 2

3
Xy Xy X3

sunt ridécinile ecuatiei. ]
. 1
§5. Sa se arate ca el:ua;mx4 @+ )+ (az +’5a + l)xz +bx+c=0,
a, b, c € R, are cel mult doud ridicini reale.
56. Si se arate ci ecuatia X+ md + 2mt 4 1)+ nx o+ p=0nu
poate avea toate radicinile reale, unde m, n, p € R.
57. Se di polinomul f = X° + X* + aX + b. Si se determine a sibsi
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sa se rezolve ecuatia f(x) = 0, stiind ci restul impartirii lui AX - 1) la X +
+ 1 este -4 si cd ridicinile ecuatiei fix) = 0 satisfac relatia
3 3 3
x; +x;, +x3=8.
58. Se di polinomul f = X* - 2X* + aX + b. Sa se determine a si b si
sd se rezolve ecuatia f(x) = 0, stiind cé restul impartirii lui X + 1) la X -

- 8 este 9 si cd rddicinile ecuatiei f(x) = 0 satisfac relatia
13
X} +x) +x3 =5

59. Fie polinomul f = X* - 2X* + 2X - 1. Si se determine x € R astfel
incat & < 1.
60. Sa se arate, prin inductie dupid n, ci riddicinile polinomului

X(X-1 » X(X-1)...(X-
f=1—£+g—...+(—l) ( )--(X—n+1) sunt 1, 2, ..., n.
1! 2! n!
61. Si se arate cé riadécinile polinomului:
X X2 n .
f=l+—+—+ ..+ sunt simple.

12! n!
x(x+1)
2

5 - . ; - x
62. Si se arate prin inductie ci ridacinile ecuatiei 1+ 1 +

+

. x(x+1) ... (x+n-1)
n!

63. Fie ecuatia x’ + x + m = 0, unde m € R. Si se determine m astfel

incit xf + xi + x;" =10, unde x,, x,, x, sunt ridécinile ecuatiei.

=0,ne N, sunt-1,-2,-3, .., -n.

64. Se consideri ecuatiile x* + ax’ + bx + c =05y’ +(b + &)y’ + (c+
+ a)y + a + b =0, avand ridicinile x,, x,, x;, respectiv y,, y,, y;. Sa se
determine a, b, c astfel incaty, =x, + 1, y,=x,+ 1, y, =x; + L.

65. Fie ecuatia x* + m’x’ + 3x + 1 = 0, unde m € R. Si se arate ci
oricare ar fi m € R, aceasti ecuatie are o radicina in intervalul [-1, 1].

66. Si se rezolve ecuatia X -5x-30x" +40x + m =0, stiind cé ré-
dicinile sunt in progresie geometrica.

67. Se di polinomul f = X* + mX> +2X + m- 1, unde m € R.

a) Si se calculeze E(m) = x; +x; +x; in care x,, x,, x, sunt ridici-
nile ecuatiei f{x) = 0.

b) Sd se determine valorile parametrului m astfel incit E(m) >
23(x1xzx3)2.

c) Si se determine m astfel incat polinomul f sd se dividi Ja X - 1 si
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sa se rezolve ecuatia f{x) = 0 in acest caz.

68. Si se arate ci polinomul f = X* + 12X - 5 are dou ridicini a ci-
ror sumi este egald cu 2; s se rezolve ecuatia.

69. Fie polinomul f = X-2+ X +nX +p.

a) S se determine 7 si p astfel incat X* + 1 si dividi pe f.

b) Daci g este catul impartirii lui f la X* + 1, sa se calculeze g(1) +
+8(2) + ... + g(n). '

70. Fie polinomul f = aX® + bX* + cX + d. Si se determine a, b, ¢, d
astfel incat (1) + A2) + ... + fin) =n®, oricare ar fin € N.

71. Si se arate cd ecuafia X + 3x - 2 = 0 are ridicina reald

V2 +1-YV2 1. Si se arate cii celelalte doui ridicini sunt complexe.

72. Si se arate ci ecuatia x° - 3x - 242 = 0 are ridicina reali

V2 +1+{V2 -1.

73. Si se arate cd ecuatia X - 3x - 2\/-3— = 0 are radicina reald

V-2 +{V3++2 .

74. Si se rezolve in multimea C, ecuatia z° - (3 + 21)z" + (5 + i)z -
- 6(1 + 1) = O stiind cd admita o radicina reala.

75. Fie polinomul f = X* + aX® + bX + c.

a) Sa se arate ci nu existd valori ale lui a, b, c € R astfel ca f si se
divida la X* - X.

b) In cazul cind f0) = f(1), si se determine a, b, c astfel ca polino-

te radicini.
76. Si se determine 7 si s se rezolve ecuatia 2x° + mx® + 4x + 4 = 0,
stiind ca are’o ridicina dubla.
77. Fie ecuafia x’ + px* +2p°x + 3p° = 0. Si se arate ci
3 2 :
16()(13 +x; +x;) + 27()613 +x3 +x;) =0.
78. Si se arate cd daci x,,y, z sunt numere complexe satisficind
... 1 1 1 . L
conditiile: x + y + z=0, —+—+—=0, atunci existd a € C astfel incat
x y z
X6 + yﬁ + ZG = ax2y222.
79. Sa se determine a, b, c astfel ca aceste numere si fie ridicinile
ecuatiei x’ - ax’ + bx + ¢ = 0.
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80. Fie f € R[X] cu proprietatea ci flo) > 0, pentru orice o € R.
Atunci existd doud polinoame f,, f, € R[X] astfel incat f = £ + f.

81. Fie f un polinom cu coeficienti intregi si a € Z. Dacéd fla) si
fla + 1) sunt numere impare, atunci f nu are ridicini intregi.

82. Fie f un polinom cu coeficienti intregi. Presupunem ci f ia
valoarea +1 pentru cel putin patru numere intregi distincte. Atunci
pentru orice a € Z, fla) # -1. Afirmatia rimine adevirati daci f ia
valoarea +1 numai pentru trei numere intregi distincte?

83. Fie f un polinom nenul cu coeficienti intregi. Daci exista cel pu-
tin patru numere intregi distincte a, b, c, d astfel incat fu) = (b) = flc) =
= f(d) = 12, atunci fik) # 17, (V) k € Z.

84. Fie fun polinom nenul cu coeficienti intregi. Daci existi cel pu-
tin patru numere intregi a, b, ¢, d distincte astfel incat f{a) = (b) = flc) =
=fld)y=2.sisearateca filk)=1,3,5,9. 11, M)k e Z

85. Polinomul fX) € Z[X] are trei ridécini intregi care dau resturi
distincte prin impartirea la 3. Si se arate cé pentru orice n € Z, f(n) este
divizibil cu 3.

86. Si se rezolve ecuatiile, stiind ca admit rddédcini independente de
m:

a)x4+m.x3+(2m+3)x2+3mx+6m=0,m e R;

b) X+ 2+ n- - 2x-m=0,m e R.

. 87. Fie ecuatia x* + 3x” - 5x + 1 avénd radicinile X, X,, X;. Si se de-
termine ecuatia de gradul 3 care are ridicinile y,, y,, y, daci:
X, t+x X3 tx X tx,

a) y, . s Y2 X » Y3 X B
1 2 3

X, X X, X. X X
b) y, =22 +1, y, =241, y, =241,
1 2 X3

1 1 1
) yy=l+—, »=1+—, y3=1+—;
X Xy X3
d)y, =x,+x,y,=x +x,y, =X +X,,
€)Yy = XKy, Yy T XXy, Yy = Xy,
1 1 1

) y= Y2 = » Y3 = .
X, Xy X, + X3 X, +x,

88. Fie ecuatia x° - 3x + 1 = 0 avand radicinile X, Xy, X;. S4 se deter-

mine ecuatia de gradul 3 care are ridicinile y,, y,, y,, unde:
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)y, =x, +x, +kx, v, =X +x; +kxy, y, = x, +x, + kx;
2 ) 2 _ .2 .

b) yy =X —xpx3, Y, =X~ X X3, Y3 = X3~ XXy
2 2 2 2 2 2

O V=X +X3, Y, =X +X3, Y3 =X +x;.

89. Fie ecuatia x’ - x* - 5x + 1 = 0 cu rédicinile x,, x,, x,. S s¢ de-
termine ecuatia care are ca ridicini numerele y,, y, y, date de
yi=xt+x-5,i=1,23.

. . 3 A . .

90. Fie ecuatia x” --px + g = 0. Si se calculeze in functie de p si g

2 2 2 2 2 2
Xy +x;5 +12 +x3 X +x3

2 2

expresia E = 3
X3 X X3

91. Fie a o ridicina a ecuatiei X-x-1=0.Sase gaseascd un poli-
nom nenul, cu coeficienti intregi, care sd admiti rddicina b = 24*-a.

92. Fie ecuatia x* - 2x* + 3x° - 4x + 1 = 0. Si se calculeze
x,3 + xg + x; + xi, unde x,, x,, x;, X, sunt raddcinile ecuatiei.

93. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 2x* - x> + 39" + 18x + 54 = 0, dacd x, = 32 ;

b) 6x* + x* + 5207 + 9x - 18 = 0, daci x, = 3i;

c) 15x* + 23x° + 5445 + 828x + 144 = 0, daci x, = 6i;

d)xA- 75 + 198 -mx+n=0,m,n, € Rdacd x;, =2 +1i;

) 2"~ x* - 5x* + 2x* + 20x* - 9x - 9= 0, dac x, = V2 +i;

f) x°* - 56x* - 10x* + 560x* + x - 56 = 0, daci x, = V5 +v/2;

g x* —(63—64J§)x3 —(65+J§)x2 —(63—J§)x+64+6'4J§:0,
dacix, =1+ y3;

h) 3x° + (3i - 4)x° - (4i - 1)x +i =0, dacd x, = -i;

)x' -2 +nx+p=0,dacix =1+ v2;

Px*-7 + 218 + ax + b=0, dacd x, = 1 + 2i;

Kx' +°+m +nx+1=0,dacix, =-2- 3.

" 94. Fie polinomul f = X* + 2X° + mX*> + nX + p. S4 se determine m,

n, p astfel ca f impirtit la X - 1 sd dea restul -15, iar ecuatia f{x) = 0 si
aibd o ridicina egald cu -1 +1i.

95. Si se arate ci dacd p, g sunt numere reale astfel incat 4p° +
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+27q2 < 0. atunci ridicinile ecuatiei 4+ px + g =0 sunt reale.

96. Si se rezolve ecuatiile bipatrate:

a)x*- @m’ - x> + @m - 6) = 0; b) x* - 13x° + 36 = 0,

c)x*-20* +96 = 0;d) x*- 19x° - 216 = 0;

ex -Cm+ D +mr+m=0;,0)x* - (m+ D +m=0.

97. Si se rezolve ecuatiile reciproce:

A2+ + X +x+2=0;

b)dx' +5° + 2 + 5x +4=0;

X+ ' +3°+37 +2x+ 1=0;

)2+ 4x* + 28 + 27 + 4x + 2= 0;

)2 + 7+ Tx+2=0;

x+8x +8x+1=0.

98. Si se rezolve si si se discute ecuatia:

2 (m- 1)x4+(m—m2)x2+2m—m2=0,r?z e R

99. Si se rezolve si si se discute ecuatia:

x4+x3+x2+mx+m2=0,m e R.

100. Si se rezolve ecuatia (x* + 1)(x - 1)’ = ax’, a € R. Discutie.

101. Sa se rezolve ecuatia Xral+b’ +acx+ = 0,unde a, b,c € R.

102. Fie z € C. Si se arate ci ecuatia in x, (x + z)" - (x + Z)" =0 are
toate ridicinile reale. '

103. Fie f=a, + a X +_azX: +..+aX undea, e R(O<i <n)
Daci 0 <a,<a,<a,<..<a, atunci oricare ar fi ridicina o (reald sau
complexi) a lui f, avem lal <1.

104. Fie Z[X] multimea polinoamelor cu coeficienti numere Tatregi,
p un numdr intreg prim si f, g € Z[X]. Daca p |fg =p ‘fsau plg,

105. Fie f € Z[X]. Notdm cu c(f) = ccl mai mare divizor comun al
coeficientilor lui f. Daca f, g € Z[X] sa se arate ci c(fg) = c(f) - c(g)-

106. Criteriul lui Einstein: Fie f=a,+a X+ ... +a X" (n2>1) un po-
linom din Z[X] astfel incat o(f) = 1. Presupunem ca existd un numir
prim p astfel Tncat p | a,(V)0<i<n- 1, pnudivide pe a, si P nu divi-
de pe a,. Atunci f nu se poatc scrie ca produsul a doud polinoame cu co-
ceficienti intregi. ‘

107. Daci p este un numdr prim, polinomul X* '+ X* >+ .+ X + 1
nu s¢ poate descompune in produsul a doud polinoame cu coeficienti
intregi.

108. Si se arate cd polinomul X+ X+ X%+ . +X +X+1nuse
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poate scrie ca produsul a doud polinoame cu coeficienti intregi.

109. Si se arate ci polinomul X" - 120 (n = 1) nu se poate descom-
pune in produsul a doua polinoame cu coeficienti intregi.

110. Si se arate ci polinomul f = X + pX* + pX + p, unde p este un
numér prim, nu poate fi scris ca produsul a doul polinoame cu coeficienti intregi.

111. Si se arate ci polinomul X* + 1 nu se poate descompune in
produsul a doud polinoame cu coeficienti intregi.

112. Si se determine numerele intregi a, b astfel incat polinomul
X* +aX® + bX + 1 si se descompuni in produsul a doui polinoame de
grad mai mic decit patru, cu coeficienti numere intregi.

113. Si se arate ci polinomul f = (X -a,)(X - a,) ... (X - a,) - 1, unde
a, a,, ..., a_sunt numere intregi distincte, nu poate fi scris ca produsul a
doué polinoame de grad mai mic decit n, cu coeficienti intregi.

114. Fie polinomul f= X* + aX’> + bX + ¢ (a, b, c € Z ) astfel incat
ac + bc este numdr impar. Si se arate ci acest polinom nu se poate scrie
ca produsul a douii polinoame de gtad mai mic decit 3, cu coeficienti intregi.

115 S se arate ci ecuatia x* + ax’ + bx’ + cx+ 1 =0, unde a, b, c € R
si a-2< 0, nu are toate ridicinile reale.

116. Fie a, a;,...,a,4, coeficientii polinomului (1 + x + )

fiind coeficientul lui x*, 0 <k <1986 .
Si se arate cd a, + a, +...+ a4, €St€ UN NUMAr par.

2,993

1986
117. Fie a,, a,,..., a,, a,,, numere complexe distincte si Cp» CppeensCpy s

n+1 n

c,,, numere complexe-arbitrare. Si se arate ci polinomul
_Rig(X-a)(X-a).(X-a,)X-a,).(X-a,)
& (o= a) o —an) (a0 o) (o)
este unicul polinom de grad < n astfel incat
fla)=c;,(M)i=1,2, .,n+1

118. Fie f, f.. f,, - . f, polinoame cu coeficienti complecsi, astfel
incat grad f,=i,0 <i <n.

a) Daci f este un polinom din C[X] astfel incat grad f < n, atunci e-
Xistd tn mod qnic numerele complexe A, A, ..., A, astfel incat f = A fot+
+A i+ NS

b) Daci f € C[X] si a € C, si se arate ci f este de forma

X-a (X—a)2 (X—a)'l

=0, +0 +a +...4+0
f=0q T 22 "o

’
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unde o, € C(0 < i < n).

119. Fie numerele a, a,, ..., a, numere complexe distincte doud

n+1

céte doud si ¢, c,, c ., numere complexe arbitrare. Sa se arate ca e-

s Coy
Xistd un unic polinom f de grad < n de forma f=aq, +0L,(X—a1)+
+(12(X —al)(X —a2)+...+an(X—a,)(X —az)..(X —a,,) astfel incat fla) =
=c,1<si<n+1

120. Si se determine valorile lui a astfel incat ecuatia

(x—az)(a(x—a)z—a—1)+1:0

sd aibd mai multe ridacini pozitive decét negative.
121. Si se determine valorile lui a astfel incat ecuatia
((x—a)2 —20—4)(x—a)2 +2a+3=0
sa aibd mai multe radécini negative decit pozitive.
122. Si se arate ci ecuatia algebrica
x"+ax"" +a,x"*+. . +a, x+a, =0, )
astfel incat a, € {-1, 0, 1}, 1 < k < n, nu are ridicini reale de modul > 2.
123. Daci x,, x,,..., x, , sunt ridicinile diferite ale ecuatiei x"-1=0,
sd se demonstreze ca: .
1 1 1 n-1
+—t.+ = .
1-x, 1-ux, 1-x,, 2
124. Fie f € C[X], un polinom de grad n, astfel incat f(0), A1).....f(n)
sunt numere intregi. Si se arate ci (V) k € Z, fik) € Z.
125. S se arate ca functia f: R — R, f{x) = | x| nu este polinomiala.
* 126. Fie f € Z[X], un polinom care admite o ridicina fntreagi. Sa se
arate pentru orice numar natural n, f0) (1) -...- fin) este divizibil cu (n + 1)!.

Capitolul )flV
PERMUTARI

1. S se calculeze o7 si to daci :

_[1234). _(1234)' ) _(1234)_
Vo=, 3123421 PG 41
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1 23 4 1 23 4 1 2 3 4
T:(z 43 1)":)“:(3 14 2)”:(4 13 2);
d)o-_[l 2 3 4); 1::(1 2 3 4.

21 4 3 341 2
2. Sa se calculeze puterile o, 6%, o’, ..., incazul ci :

_(1 2 3 4)1) _(1 2 34). _(1 2 3 4)'
Vo=, 1 4 3D 3 4 294 32 )

- 1 2 3 4
d)(}':( j
4 312

3. Si se determine permutarea x € S, astfel incat

(1234](1234)_(1234]
3412412372343 1)

1 2 3 4

4. Daca o =( ) sa se calculeze cm; cm; .
34 21
1 2 3 4

S. Dacid o = ( ) sa se calculeze cmo; crm; c*'.
4 1 3 2.

6. Si se determine numairul de inversiuni §i signatura pentru fiecare
din permutérile urmaitoare:

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4
a) 6= ib) o= ;) o= ;
31 2 341 2 2 4 3 1
1 2 3 4 1 2 3 4
d)c=[ 5);9.)0':( 5);
4 5 2 1 3 51 4 2 3
f _(1 2 3 4 56).) _(1 2 3456)
°“s61243'¥°\642135"
1 2 3 4

7. Fie permutarea u = [ ) . Sa se arate ci nu exista nici o

3421

permutare x € S, astfel incat L=u

1234567)S~ o et
7654321.asearaecanue-

Xistd nici o permutare x € S,, astfel fncat x* = u.

8. Fie permutarea u =(
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9. Fie permutarea u—[ ) S se determine x € S, astfel incat x° = u.

2
1
) 2 4 .
10. Fie permutarea u = 3 . Sd se determine x € §,, ast-

fel incat x” = u.
1 23435
11. Fie permutarea o = ( . ]
6 4 i1 3 j
astfel incat o sé fie o permutare para.
23456 78 .
. Sa se determi-
4 711 2 8 j 3 .
ne i si j astfel incdt permutarea G si fie impari.
13. Fie permutareac € §, ,
_(1 2 3 4. n  n+l n+2. Zn]
135 7. 21-1 2n 2n-2.. 2)°
Sa se determine numarul inversiunilor permutirii 6. Sa se determine
n astfel incét o sa fie para (respectiv impara).
1234 5)
3512 4)

Si se determine toate permutirile x € S, astfel incat xc = ox.

6
1) . Sd se determine i si j

12. Fie permutarea o = (

14. Fie permutarea o = (

15. Fie numirul de cinci cifre a,a,a,0,a;unde : a= 6, a, = 4,

a,=2,a,=5,a,= 1. Si se calculeze suma Za (1902303 %a(8)%a(s) -

16. Fie numirul 64251. Facand toate permutaxile posibile ale cifre-
lor acestui numdr obtinem 120 numere distincte. Al citelea numaér in or-
dinea crescitoare din cele 120 de numere ocupad numirul 642517

17. Fie numirul 45251. Cate numere distincte obtinem permutiand
toate cifrele acestui numéar? Si se calculeze suma tuturor acestor numere.

18. Se dau numerele reale strict pozitive a, <a, < ... < a,. Pentru ce

2 1
permutare ¢ € S, produsul P_ = H[a{ +— ] este maxim? (r §i s sunt
i=t %ot
doué numere naturale > 1).
19. Se dau numerele reale strict pozitive a, < a, < ... <a,.
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n

a) Pentru ce permutare € S, suma §_=
i=1 38 ;)

este maxima?

n

b) Pentru ce permutare s € S, suma S_= Y
i=1 4;a

este minima?

o(i)
20. Se dau numerele reale a, <a,<...<a,.

n
a) Pentru ce permutare c € S suma S_= Zaiacm este maxima?

i=1
n
b) Pentru ce permutare 6 € S, suma §_= Za,.aqm este minima?
i=1
21. Se dau numerele reale a, <a;<...<a,
. n 2
a) Pentru ce permutare 6 € §, suma §_= Z(a,. - aum) este maxima?
i=1
. n 2
b) Pentru ce permutare c € S, suma S_ = Z(a,. - ”a(;)) este minima?
i=1

22. Se dau numerele reale strict pozitive a, <a, < ... < a,. Si se de-

termine permutarea ¢ € S astfel incét si avem
@18q(y) <Ay, <...< 8,0,
23. Si se determine toate permutirile o € S, care au doud inversiuni

precum si numérul lor.
24. Si se arate cd orice permutare 6 € S_ este un produs de transpo-

zitii de forma : (1 2), (1 3), (1 4), ... ,(1 n).
25. Oricare ar fi pennularea G € §,. sa se arate ca

Z k2 Z—'

k=1 kl

Capitolul XV .

MATRICE
1 01
LFieA=| 2 1 2|.DacifiX)=X:+2X+ I, sise calculeze f{A).
-1 41
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2. Fie matricile:

A=(—11 3,3:(? -32)

Daca {X) = 2X*- 5X + L, si se calculeze f(A) + f(B) si (A+B).
3. Fie matricea:

()
A= . S se calculeze A”.
a 0

4. Fie matricea:

0 a b
A=|0 0 c|.Sidsecalculeze A".
0 0 0.
S. Fie matricea:
a 00
A=|b a 0|,a b c€ER
c b 0
Si se calculeze A", unden € N, n > 2.
11 a
6. Fie matriccaA= |0 1 1]. S se calculeze A".
0 0 1
7. Fie matricea:
0 e e~
A=|e* 0 0 |.Sisecalculeze A", n € N*.
o 0 O

8. Se considera matricea:

a b . R
A= . Si se calculeze A".
0 a+b

9. Se considerd matricea:
-a a a
A=|a -a a|.Sisecalculeze A"

a a —aq,
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a ab
10.DaciA= [0 a a| sisecalculeze A"
0 a

o

. . a 0 LI
11. Fie matricea A = 0 b Si se calculeze 2 A"
’ k=1

x. 0 x
12. Fie matricea A= |0 y 0|. S se calculeze ) A*.

k=1
x 0 x

x
13. Sa se giseascd matricea X = ( y) astfel incat X° - 4X +
-y x

10
+13,,=0, unde I, = 0 1

11
14. Fie matricile A = ( ), X = (u vj . Si se determine u si v
01 0 5 .

astfel incat AX = XA.
a 0 a
15. Fie matriccaA= [0 0 0], unde a este un numdr real nenul.
a 0 a
Si se determine a atfel incét egalitatea A" = A si aibi loc pentru un
anumit numar natural n.

0 1
16. S se afle matricea A, astfel incat A> = ( . 0]‘

0 1
17. Si se afle matricea A, astfel incat A* = ( 1 0) .

d
ci, atunci m - [, p - m, g - p sunt in progresie aritmetica.

a b\ (I m
18. Daci = si a, b, ¢, d sunt in progresie aritmeti-
c P q

11
19. Dacd A = [O J , se cer toate matricile X care au proprietatea

XA = AX.
20. Si se rezolve sistemul

117



1 8 -7
3X-2Y=|-2 3 4|,
52
3 9 X, Y € M,(R).
4X-Y=|-1 4 7|
10 1 3
0 a O
21. Fieﬂx)=x2-4x+413. DaciA=|1 0 1]si se determine a,
" 1 01
3 4 -1
astfel incat (A)=|-3 3 -3|.
-3 -1 1

22. Fie A o matrice pitratica de ordinul 3, avand elementele numere
naturale. S se determine A, astfel incit sd avem egalitatea (124)A=(312).

23. Fie A o matrice de tipul (4, 3) avind elementele numere
naturale. Si se determine aceastd matrice, astfel incat si avem
egalitatea:

6
5
12
All|= .
7
8

24. Si se determine matricele A € M,(R) astfel incit A'+ A+ I, =
=0,. Si se arate cd A este inversabild si si se afle inversa sa.

25. Fie A, B e M(R), n € N, n > 2, astfel incit AB = BA. Si se
arate cd:

a) A'B' = B’Ak, oricare ar fik, [ € N;

b)(A+B)" = ZC,‘;,A”"B‘ oricare ar fi m € N*.

i=0

0
26.Fe A=|0
0

S O =

2
3| € M,(R). Si se calculeze (I + A)" unde n € N*,
0
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27.Fie A, B € M (C). Notiam [A, B] = AB - BA. Si se arate ci:

i) [A, A] = 0; i) [A, B] = -[B, A}, iii) [A, [B, C]] + [B, [C, Al] +
+[C, [A, B]]=0, (V) A, B, C € M (C).

28. Cu notatiile din problema 27, si se arate ca daci A, B, C €
€M (C) atunci [[A, B, C]=0.

29. Fie A € M (C). Daci AB = BA oricare ar fi B € M, (C) sd se a-
rate cd A = al , unde ] este matricea unitate.

30. S& notdm cu M multimea tuturor matricilor de tipul (m, n) in
care toate elementele sunt numerele +1 sau -1 si astfel incat produsul
numerelor de pe fiecare linie si de pe fiecare coloani si fie +1. Sa se
calculeze numairul elementelor multimii M.

31. Oricare ar fi matricile A, A,, A,, A, € M(C) si se arate ci

Z ( )Ac(l AG(Z A Acr(4) =0.

GeSy

32. Pentru orice matrice A = (a.-j)1sis,. de ordinul n, notim cu
1<j<n

Tr(A) = Zn:a,.‘. (Tr(A) se numeste urma matricii A). Sa se arate ca:
i=1
1) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B), (V) A, B € M, (C),
2) Tr(aA) = oTr(4), (V) o € Csi A € M (C);
3) Tr(AB) = Tr(BA), (V) A, B € M (C);
4) TH(UAU ) = Tr(A), (V)A, BE M (C)si (V") U inversabili.

Capitolul XVI
DETERMINANTI

1. Pornind de la definitia determinantului, si se determine semnul
urmatorilor termeni :

a)a, a,, a,, a,, ag;;

d)a;a, a5, 0,0 ag

2. Sd se determine i si j astfel incat termenul a , a,,
cu semnul + in dezvoltarea determinantului de ordinul 5.

3. Care dintre produsele urmitoare apar in dezvoltarea determinan-
tului de ordinul 6:

a) a,;a,, a3, a5, A, b) a

b)a,, ay 0y 0,05 0) a0, a,,a,a, a4,

a4, a,; a, sd intre
a,, a,;a, a.;c)a,, aya a, a,a,?

13 @1 O34 G45 G55
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4. Folosind numai definitia de_teminantului, sa se determine
coeficientii lui X* §i X° in dezvoltarea urmitorului determinant:
3 -X 1 -1

1 2Xx 2 1
3 2 X 4
|1 1 1 X
5. Folosind numai definitia deteminantului, sa se calculeze:
1 -a a a.. a
0 2 -a a.. a

0 0 3 =-a.. af.

0o 0 ... n

6. Folosind numai definitia deteminantului, si se arate ca:
1 2345
6 7 8 91
5200 0|=
6 1 0 0 O
3100 0

7. Folosind proprietitile determinantilor, si se demonstreze urmai-
toarele egalitati:

a b ¢ d
a-b a-f p-—gq
-a b x )
a)|lb-c B-y q-r[=0;b) “|=8abcd .
-a -b ¢ z
c—-a y-o r-
Y P —-a -b -c d

8. a) Daci un determinant de ordin n are n” - n+ 2 elemente egale,
atunci determinantul este nul. b) Si se arate ci existd determinanti ne-
nuli de ordinul n are n” - n +1 elemente egale.

9. Si se arate ci daci un determinant de ordinul n are n’ - n + 1
elemente nule, atunci determinantul este nul.

x 1 1
10. Si se rezolve ecuatia | 1 x 1/=0,a €R.
4o’ —So 4x
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. 2 .
sin* x cos“x sin2x

11. Se consideri | cos’x  sin®x  sin2x|.

1+5sin2x -1 1
S se dezvolte determinantul, punind rezultatul sub o formé mai simpla.
X x* x 1
2 -1 1
12. Sa se rezolve ecuatia =0.
-1 1 5 3
4 1 0 O
|2 >+2 2 >+5 2 > +3
1+x 1+x: 1+x
13. Sa se arate ca —2x 1-5x -3x |[=0.
4 T+x 5

|
14. Se considerd fix) = yl+cosx, g(x) = yl+sinx, h(x) =

=+/1-sinx . Sa se arate ci oricare ar fi tripletul a, b, ¢ € [0, © / 2]
avem:

f(a) &(a) hia)

f(b) g(b) h(b)=0.

f(c) glc) hlc)

15. Si se calculeze determinan;ul, scriind rezultatele sub formi de

produs:

a® (a+l)2 ,(a+2)2

b> (b+1)* (b+2)°].

c? (c‘+1)2 (C+2)>2

16. Si se arate ca:

1+x,  x, Xgeowo X,
x; I+x, xy.. X,
A= =l+4x, +x,+.tx, .
X, X, Xgeeeew 1+x,




17.

a.a

Dacia

1 g oo
a;, Gy
ay 4pn
., 4,

19. Daci p < m, atunci

20. Fie ecuatia algebricd x" +a,x""

numerele

o

a,,8)y ... Gy, , 0y Qyy ... Gy,

a,,, sunt divizibile cu N, atunci determinantul

este divizibil cu N.

nn
x  xr x"!
2 n-1
a, a; ... a;
2 n-1| _
a, a; ... a, |=0
2 n-1
a,, G, ... a,’,
1 P
Cm A Cm
1 P
Co.i ooeee cr Al
1 4
Crvp oo Coip
2 -3
+a,x"+....4a, =0 cua,,

a, € C. Si se calculeze determinantul

unde x,, x,,

X3

X3 e X,
Xy e X,
,
Xy e X,

..., x, sunt ridicinile ecuatiei date.

21. Si se calculeze determinantul de ordinul n:

a b
c a
D, = 0 ¢
0 0
0 0

0 0
b 0
a b
0 0
0 o

0 0 O

...... 0 0 O

...... 0 0 0
,n>3.

...... c a b

...... 0 ¢ a

22. Sé se calculéze determinantii de ordinul n:
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0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 0

0 0 0 1 2 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0o 1 2 0
a) ;b) B
0 0 0 O 0o 1 0 0 0 O 2

0 0 0 O 1 0 0 0 0 O 1 2

23. Si se arate ci

1+x1y, 1+x,y, 1+xy,
1+ 1+ 1+x
XN XYy 2V _ 0,n>3
l+x,y, l+x,y, 1+x,y,
24. Si se arate ca

1 a hy-h,
1 b h -h|=0,
1 ¢ h,-h,

unde a, b, ¢ sunt lungimile corespunzitoare laturilor unui triunghi, iar
h, h,, h_, sunt lungimile inaltimilor corespunzitoare.

25.FieA,BE M (C). Sisearate ciAB=1 <> BA=1_.

26. (Formula Binet - Cauchy). Fie m, n numere naturale nenule cu
m < n. Atunci pentru orice doud matrice A M(m,n,C)siB  M(n, m, C)
are loc egalitatea

det(AB): Zdet A}.I i det BJtJm

1Si<..<jpsn

unde A;
vand m coloane (respectiv m lizii) egale in ordine cu coloanele (respec-

tiv liniile) de indici j, j,, ..., j, ale matricei A (respectiv matricei B).

(respectiv B/-~in) este matricea pétratici de ordinul m a-.

27. Fie n un numir natural nenul. Atunci pentru orice doua matrice
A, B € M (C) are loc egalitatea
det(AB) = detA - det(B).
28. Fie a,, a,, ..., a,; b,’b,, ..., b, numere (n > 2). Atunci are loc
identitatea
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2
n n n
(zafJ[bezj—[Za,biJ = Z(a,-bj—ajb,.
i=1 i=1 i=1 I<i<j<n
29. Dacid A este matrice cu m linii §i 'n coloane (m > n), atunci
det(AA) = ) M* unde M parcurge multimea minorilor de ordin » ai lui
M

A (care sunt in numir de C,,).

30. Fie matricea pitraticd de ordinul n, A = (ay),s,g,, unde a; € C.
Isjsn

Consideram matricea B = (b,j)ls,-s,, unde b..j = E,-j ,oricarearfii=1, ...,
1<j<n
nyj=1,..,n. Si se arate cd det B = det A. )
31. Fie A, B doud matrici pétratice de ordinul n, avand elementele

numere reale, astfel incit AB = BA. Si se arate ca: det (A2 + Bz) > 0.

. a b
32. Fie matricea de ordinul doi A = ( d) .
c
1) Sa se arate egalitatea
A’-(a+d)A+ (ad - bo)l,=0. ,
i) Daca exista un k > 2 astfel incat A= 0, atunci A’=0.
33.FieA= (a)}':ﬁ: ,a; € R ij=12,.. ,nsi

b b b
b b b

B= € M,(R).
b b ... b

Si se arate ci, pentru n = 2, 3: det (A + B) - det (A - B) < (det A)>.
3. FieAeM_ (C)siBe M (C), unde m > n. Si se arate ci

det (AB) = 0. In particular, det (AA") = 0.
35. Fie A, A, .., A multimi finite. Notim cu a; numirul de

elemente ale multimii A, N Aj, i,j= 1,n.Daci A este matricea (a,j)lgign
1<j<n

sd se arate ca det(A) > 0.
36. Fie A € M, (C), B € M, ,(C). Notdim M = AB, N = BA.

Presupunem céd det M #0,det N # 0 si M = kM, unde k = 0. Si se
determine det N in functie de k.
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37.FieA= (a)}:-‘,ssn o matrice de ordinul n, definiti astfel:
J: n

a;= max(i, j) oricare ar fi i, j= 1, 2, ..., n. Sa se calculeze det A.
38.FicA = (a)}?'ss" o matrice de ordinul n, definiti astfel:
j<n

a;= min(i, j) oricare ar fi i, j =1, 2, ..., n. Si se calculeze det A.
39.FieA= (a)}?'ss" o matrice de ordinul n, definiti astfel:
Jjsn

a,-,-=|i -jl oricare arfii,j=1, 2, ..., n. Si se calculeze det A.

40. Fie A o matrice pitratica de ordinul 3, ale cirei elemente sunt -1
si +1. Sa se arate ca:

a) det A este un numdr par ;

b) sa se determine valoarea maximi (respectiv minima) pe care o
poate lua det A.

41. Fie A o matrice pitraticd de ordinul 3, ale cirei elemente sunt 0
si 1. Sa se determine valoarea maxima pe care o poate lua det A.

42. Fie A = (a), < j<n O MAtrice pétraticd de ordinul 7, astfel incét
a; € {-1, 1} oricare ar fi i, j. Sa se arate cd det A este un numir intreg
multiplu de 2" .

43. Sa se calculeze valoarea maximi (respectiv minima) a determi-
nantilor de ordinul 4 ale céror elemente sunt -1 §i +1.

Capitolul XVII
RANGUL UNEI MATRICE. MATRICE INVERSABILE

1. Si se calculeze rangul matricelor :

-1 210 2 4 2 -1 1 =2
2 4 220 -5 5 -1 3 2

a) ; b) :
-3 6 32 2 -8 -12 10 -7 -1
-5 12 6 4 4 15 7 5 4 1
1 3 0 3 8 2 2 3 6
0 0 12 16 9 1 <4 1 -4

oflt 3 2 1 -1f; d|3 2 4 -7|.
1 3 2 5 17 13 3 4 5 7
412 6 6 5 0 6 -10 -t 4

2. Si se calculeze rangul matricelor ui’métoare, pentru diferite valori
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ale parametrilor :

1 2 -1 2 o 1 1 3 1
4 -1 3 0 1 o« 2 4 5
a) b) ;
5 1 a-1 2 o a -1 7 4
3 o 4 -2 11 0 10 3
B 1 2 4 o B 2 1
|l o 2 3|; c|a 1-28 3 1
1 200 2 4 o -p B+3 28-1

3. a) Cum se poate schimba rangul unei matrice, daca se schimba u-
nul din elementele sale ?

b) Cum se poate schimba rangul unei matrice, prin schimbarea ele-
mentelor unei linii ? Dar prin schimbarea elementelor a k linii?

4. Fie matricea A = ( ) . Dacd A” este matricea adjuncti a unei

a
b 1
matrici A, sa se arate ca:
(A-A¥)" = (A* - A)'=A" (A¥)" = (A*)"A", n €N.
S. Fie matricea

a b ¢ d
-b a -d c
A=
-c d a -b
-d -¢c b a

unde a. b, ¢, d € R. Si se demonstreze ca matricea A este inversabili
daca si numai dacd este nenuld. In acest caz sd se calculeze inversa sa.
6. Sé sc atle dacd matricelc urmétoare sunt inversabile si Tn caz alir-

mativ sd se gaseasca inversele lor :

a)

©)

2 -2
2 o

1 2

1 -1
-1 1
-1 1
1 -1

1
2|, a €R;
2
-1 1
1 —l.
1 -1
-1 1

b)

d)

i
0
-

-i

—i

0,

7. Si se afle daca matricele urmatoare, de ordin n, sunt inversabile
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si in caz afirmativ si se giseascd inversele lor :

o, O 0o o 0 0 0 o
0 oy .. 0o o 0o 0 ... o, O
a) | s e e 3 D) e H
0 0 ... o,,; O 0 O,y oo 0o 0
0o 0 ... 0 a, a, O 0 0
1 -1 0 0 1 0 O 0 0
0 1 -1 ... 0 o 0 ... 0 0
(0 0 1 ... 0f; d|0 o 1 ... 0o 0],
0 0 0 ... 1 0 0 O o 1
o €R. )
8. Si se arate cd pentru o matrice nesingulard A de forma
0 0o ... 0 a,,
0 0o ... a,,., Gy,
A= ,
0 a,,, - qpin-1 Gnoin
a, Q... Ay G,
inversa sa B = A" este de forma
bll blZ """ bl,n—l b]n
by by ... b,,, O
B=
by by e 0 0
b 0 ... 0 0

9. Fie A o matrice pitratica cu coeficienti complecsi. Sd se demon-
streze ci, daci existd k > 2 astfel incat A* = 0, atunci matricea / - A este
inversabila si avem:

J-A)Y'=T+A+A*+ . +4A"

10. Fie A o matrice inversabild cu coeficienti complecsi. Sa se de-

monstreze ca
@y =@y
11. Fie A, B, C matrice astfel incit AB = AC. Sunt oare egale
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matricele B si C ? Dar daci A este o matrice pétraticd nesingulara?

12. Fie A € M(m, n, C) si B € M(n, p, C). Si se arate ca rang(AB) <
< min(rangA, rangB). Si se deduci de aici ci, dacd A € M(m, n, C) unde
m > n, atunci det(A'A) = 0.

13. O matrice A € M, (C) se numeste involutivi daci Al=1,. O ma-
trice B € M_(C) se numeste idempotenti daci B’ = B. Si se arate ci:

a) Dacd B este o matrice idempotenti, atunci matricea 2B - I este
involutiva.

« . . - . . 1
b) Daca matricea A este involutivd, atunci matricea 3 (A + 1) este

idempotenta.

14. Fie E, matricea pitraticd de ordin n ale cirei elemente sunt toate
egale cu 1. Si se arate ca:

a) Eﬂ2 =nE_;b)I - E esteinversabili i avem

(1,15)’1:1-#5,
n ]

unde / este matricea unitate de ordinul n.

15. Fie A € M, (C) de rdng 1. Si se arate ci:

a) Exista numerele b.b, ...,b sic,c, ..,c, astfel incat oricare
arfii,j(l<si<m1<j<n)siavema;=b,c;

b) Matricea A se poate scrie ca produsul XY a doud matrice X, Y un-
de X € Mm. (C),iarY € Ml,,.(C)-

16. Fie A € M (C) de rang 1. Si se arate ci:

a) existd un numar o astfel incat A’= oA;
b) dacd o # -1, atunci matricea I, + A este inversabild si avem :
A1 1
I +A) =1 - —A
a+l1

Sa se deduci de aici, in particular problema 5.

17. Fie A o matrice nesingulari si B = XY, o matrice de rang 1 (vezi
problema 6).Sa se demonstreze ca daci matricea A + B este nesingulara,
inversa sa este data de formula:

1

A+B'=4"- —
o

A'BA",
+1

unde o = YA' X.
Presupunand cunoscute matricele A’], X, Y, sa se calculeze numirul
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fnmultirilor si impartirilor necesare pentru a trece de la A'la(A+B)".

18. Fie A o matrice nesingulara de ordinul n si A matricea care se
obtine adugénd la un element a; al lui A, numérul o. Sd se determine o
astfel incal A si fie inversabila si in acest caz si se determine inversa sa
in functie de clementele matricei A ' si numirul o.

19. Fie A 0 matrice nesingulard de ordinul n, iar A matricea obtinuti
adigind a € C la fiecare element al sdu. S se determine a pentru care
matricea A este inversabila si in acest caz si se calculeze inversa sa in
functie de elementele matricei A ' si numirul a.

20. Sa se rezolve ecuatiile matriceale:

o (1) -0 D)
b)X—(; ;) -X'(_zl _1.1)=(—11 _01);

1111 1 43
123
6 9 8 1 01 1 0.3 2
X2 3 4= ;d) X= : ;
016 0010 010
34 1)«
0011 021
2 -1 3 4 5 3 4
e)[3 -2 2/ -X=|3:HX-|-6 -3 -5|=(3 2 1)
5 -4 0 2 4 2 2
U T '
X1 i -1 3i [=(10 20 30);
-2 20 -I-i
(111 11 1 -1 0 ... 0
-1 0 0 0 11 -1 0
hy| 0 -1 1 0|-Xx-|1 0 1 0|=
0 0 0 -1 1 1 0 0 ... 1
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0 2 -1 ... 0 0

_ 0o -1 2 ... 0 0

0 0 0 ... 2 -1

0 0 0 ... -1 2
Capitolul XVIII

SISTEME DE ECUATII LINIARE

1. Si se rezolve urmitoarele sisteme de ecuatii cu ajutorul regulii lui
Cramer:
x, = Tx, +8x; +x, =160,
2x, +4x, +3x, =130,
a) 42x, - 5x, +x; =260, b)
3x, — x, +8x; +x.= 300,
3x, —x, +4x; =130, ‘
x, +4x, —6x; +2x, = o,

3x; +5x, = 3x; +2x, =140,

unde o este un parametru real.
2. Sa se afle valorile lui A pentru care sistemele urmétoare au solutii
nenule si in acest caz sé se rezolve :

x+y+z+t=0,
Y Ax+y+z=0,
x+(1+A)y+z+1=0,
a) b) ¢x+Ay+z=0,
) x+y+(2+A)z+1=0,
x+y+Az=0;
x+y+z+t=0;
x+4y+z-2t=0,
Y 13x - 5y —62 = Ax,
2x—-5y—-4z+2r=0,
c) c) <16x-Ty—8z =1y,
Sx+3y-3z+4t=0,
16x-6y—T7z=2Az;
2x-Ay—-2z=0;

3. Si se decidi daci sistemele urmatoare sunt compatibile si in acest
caz si se rezolve :
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x+y=3, '
Y x+2y-3z=1,

+2y=35, .
ey b) {2x+y-2z=a, (o €R);
2x+y=4,

x+y+z=73;
2x+3y=1;

x+y+z+1=10,
x+y+z=1, d) x+y-z-2r=-8,
x-y+3z=-1; Sx+5y—-z—4t=-4,

x+y+3z+4r=28

4. Si se determine relatia dintre parametrii-a si b, pentru care siste-
mul urmitor este compatibil

x-3y+4=0,
x+y-4ab=0,
(a2 +l)x ~(2ab+1)y+b=0.
5. Si se rezolve sistemele urmitoare. Discutie, dupi parametrii reali
o si B.

o, +x, +x; =4, o, +Px, +x; =1,
a) ((1 + l)x1 +([3 + l)x2 +2x, =17, b) {x, +ofx, +x;=
X, +2Bx, +x;=4; X, +Px, +ouxy =1

(3 - ’loc)x1 + (2 - oc)x2 +x;=0,

c) (2 - a)x, +(2 - oc))c2 +x;=1,

X +x, +(2—0L)x3 =1,

o, +2x, +3x; +3x, =B,

(2 . ot)x, + (1 + ot)x2 +3x; +3x, =af,
x,+(3-a)x, +(2+a)x, +3x, =B,
3x, +6x, +9x, + (8 +0)x, = (2 +)B.:

d)

6. Sa se gaseascd conditii necesare si suficiente pentru ca suma a do-
ud solutii ori produsul unei solutii printr-un numir o # 1 si fie din nou o
solutie a aceluiasi sistem de ecuatii liniare.

7. Sé se giseasci conditii necesare si suficiente pentru ca o combi-
natie liniard data, de solutii ale unui sistem neomogen de ecuatii liniare,
sa fie din nou o solutie a acestui sistem.
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8. a) Si se gdseascé conditii necesare si suficiente pentru ca sistemul
de ecuatii

ax+by+c, =0,
a,x+b,y+c, =0,
la;x+b,y+c, =0
sd aiba solutie unica.
b) Aceeasi problemd pentru sistemul
ax+by+c;=0,1<i<n

9. a) Si se giseascd conditii necesare si suficiente pentru ca sistemul
de ecuatii

ax+by+cz+d =0,
a,x+by+c,z+d, =0,
a;x+byy+c,z+d; =0,
a,x+by+c,z+d, =0,
sa aiba solutie unica.
b) Aceeasi probleméa pentru sistemul
ax+by+cz+d =0, 1<i<n
10. Daci a, b, ¢, d, ¢ € R, sa se giseascd conditii necesare si sufici-
‘ente pentru ca sistemul de ecuatii liniare
x=by+cz+du+ev,
y=cz+du+ev+ax,
z= du+ev4—ax+by, )
u=ev+ax+by+cz,
- |v=ax+by+cz+du
sd aibd solutii nenule.

11. Sa se gidseascd conditii necesare si suficiente pentru ca sistemul
de ecuatii liniare cu coeficienti reali

ox+ay+bz+ct = O
ax—oy— fz+et =0,
bx+ fy—-oz—-dt =0,
cx—ey+dz—our =0
sd aiba solutii nenule.
12. Se consideri sistemul de ecuatii liniare
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mx+y+z=4,
x+2my+z=4,
x+y+mz=3
unde m este un parametru real. Se cere : ]
a) Si se rezolve sistemul in cazul ir care este compatibil determinat.
b) Sa se determine valorile lui m pentru care solutia sistemului
(x, v, 2) satisface condtillex + z>ysix+y > z.
c) Sa se determine valorile lui m pentru care solutia (x, y, z) a siste-
mului are componente pozitive.
13. Fie A € M (C) o matrice oarecare. Se numaste polinom caracte-

ristic al matricei A, polinomul P, (X) = det (XI, - A). Numirul A se
numeste valoare proprie a matricei A dacd ecuatia Ax = Ax are solutii
nenule. Orice solutie nenuld x € M, (C) a acestei ecuatii se numeste
vector propriu al matricei A (corespunzitor valorii proprii A).

Sa se arate cd numdrul A este o valoare proprie a-matricei A daca si
numai daci este ridicind a polinomului caracteristic.

14. Si se determine valorile proprii si vectorii proprii ai matricelor:

0 2 -5 3 4 1 1
-a
a)( OJ (a=0), b)|-1 -2 -3|; |2 4 1|;
a
3 15 12 01 4
(1 2 0 3 3 -1 00
-1 -2 0 3 0 3 00
d) ;o €) .
LO 0 2 0 1 0 31
1 2 0 3 01 0 3

15. Fie A € M (C) o matrice, ale cirei valori proprii sunt : A, A,,...,
A, Fie, de asemenea, f € C[X], f= aoX‘ + aIX"'1 +..+aX+ a,sinotdim
fW=a,A" +a, A"+ .. +a,A +a, Sisearate ci:

det (A)) = H f(r).

16. Fie A € M (C) o matrice, ale cirei valori proprii le presupunem
cunoscute. Si se determine valorile proprii ale matricelor:

a) A’ (daci exista); b) Az; c) A" pentru k numdr natural;

d) aOA‘k + alA"'l +..+aqA+a,undeay,a, ..,a €C,
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17. Fie A € M (C) o matrice. Si se arate cd dacd x este un vector
propriu al matricei A, atunci x este, de asemenea, vector propriu al ma-
tricelor:

a) A’ (daci existd); b) A% c) A, pentru k numar natural;

d) aoAk + alA"'1 +..+a,A+a,undeqga,..,a €C,

Capitolul XIX
LEGI DE COMPOZITIE. GRUPURI

1. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie *
astfel: xxy =x + y - xy, oricare ar fi x, y € R.

Sa se arate ci acestd lege de compozitie este asociativa, comutativa
si are element neutru. Sa se determine elementele simetrizabile.

2. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de .compozitie o

1 .
astfel: xoy = > (X+y-xy+1),oricare ar fi x, y € R.

Sé se arate cd aceastd lege de compozitie este asociativd, comutativa si
are element neutru. Si se determine elementele simetrizabile.

3. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie *
prin xxy = 2x + y, oricare ar fi x, y € R.

a) Sa se studieze proprietitile acestei legi de compozitie;

b) Pentru orice a € R, si se calculeze : a,=axa,a,=a,*asiin
general, a, = a, * a. Sd se arate cd pentru orice n > 2, numir natural,
avema, = (2"- 1)a.

4. Pe multimea [0, +0) definim legea de compozitie *, punand

x*y= ,/xz'ﬂ»y2 , pentru orice x, y € [0, +00).
a) Sé se studieze proprietitile acestei legi de compozitie.
b) Si se arate cd inmultirea numerelor reale este distributivi fata de
aceasta.
c) Sa se afle x, daca
2 x x=3.
5. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie 1,

prin: x Ly= 5\[x5 +y* ,oricarear fix, y € R.

Si se studieze proprietitile acesteia.
6. Pe multimea [0, +00) definim legea de compozitie T astfel
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x+y+x—)y
> .
Sa se studieze proprietitile acesteia.
7. Fie a > 0 un numir fixat si A = {x | x € R, 0 < x < a}. Definim
pe A o lege de compozitie o astfel

xTy=

Si se demonstreze ci:

a) legea de compozitie este asociativa;

b)dacix,y,zEAsixoz=yoz atuncix=y.

8. Pe multimea M = {1, 2, 3, 4} definim legea de compozitie *, prin
a * b=c < ceste restul impirtirii lui ¢’ 1a 5.

a) Sa se asocieze tabelul de definitie al acesteia;

b) Si se studieze proprietitile legii de compozitie. )

9. Fie A o multime inzestrati cu o lege de compozitie, notatd multi-
plicativ, astfel tncat:

a) dacd a, b, c € A si ab = c, atunci ac = b;

b) aa = a, oricare ar fi a € A.

Sa se arate ca :

a) oricare ar fi a, b € A, ecuatia ax = b are solutie unicé in A;

b) daci A este finitd si ab# b oricare ar fi b# a, atunci aceasta are
un numar impar de elemente.

10. Pe multimea R a numerelor reale, definim legea de compozitie
*  puniand:

x*y=ax+by+c,undea, b, c € R.

S# se determine a, b, c astfel incit legea si fie comutativa si asocia-
tiva.

11. Pe multimea R a numerelor reale, definim legea de compozitie
* prin:

x *y=xy+ax+by+c,undea, b,c €R.

a) Ce'relatie existd intre unde a, b, ¢ pentru ca legea sa fie asociati-
va?

b) Legea * este asociativd <> are element neutru.

c) Existd elemente nesimetrizabile?

12. Pe multimea N a numerelor naturale, definim urmitoarele doui
legi de compozitie : m L n=cmm.d.c. {m, n}sim T n=cmmm.c.
{m, n}, oricare ar fim, n € N.

Sa se studieze proprietitile acestor legi de compozitie. Sa se arate
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mlnnTp)=(@mLn)T (mLp),
mTnnLlp)y=@mTn)L(@mTp),
oricare ar fi m. n, p € N.
13. Pe multimea Z a numerelor intregi, definim urmatoarele doua
legi de compozitie:
aTb=max {ab}sia L b=min {ab},
oricare arfia, b € Z.
Sa se studieze proprietitile acestor doui legi de compozitie. Sa se a-
rate ca: ,
aT(blc)y=(@Th)L(@aTeo),
albTc)=(@Lb)T(aLo),
oricare ar fia, b,c € Z. ’
14. Pe multimea R a numerelor reale, definim doud legi de compo-
zitie : * si o, punand ‘

x*y=3x’+y* §Sixoy=x+y+ 1, orcarearfix,y € R.
a) Sa se studieze proprietitile acestor doui legi de compozitie.
b) Si se rezolve sistemul

x*y=-1,
x oy=0.
15. Fie o, B unghiuri masurate in radiani. Pe multimea R a numere-
lor reale, definim legea de compunere *, prin:

2 2 .
x x y=xcos'o+ycosP. oricarearfix, y €R.
Sa se arate cd, oricare ar fi x, v, z € R, avem :

(x*y)+z=(x+z)*(v+z)<::>ot+[3=§ sau |oc~[3l :.g.

16. Fie M o multime cu n elemente. Céte legi de compozitie se pot
defini pe M? Cite sunt comutative dintre accstea? Cite au clement
neutru? - )

17. Pe multimea C a numerelor complexe, definim legea de
compozitie T, prin ]

) Tz,=liz; * 7y, onicare ar fi z,, 2, € C.

Sé se arate cd multimea C* = C\ {0} este o parte stabila fata de le-
gea T, iar C* cu operatia indusa este un grup comutativ.

18. Pe multimea R a numerelor reale, definim legea de compozitie
*, pundnd

1 .
x xy= E(x+y-xy+l), oricare ar fi x, y € R.

136



Si se arate ci multimea R, = R'\ {1} este o parte stabila fatd de
legea *, iar R, cu operatia indusi este un grup comutativ.

19. Pe multimea C a numerelor complexe definim legea de compo-
zitie o, prin: =
2102, =2+ 2 -2 2, oricarear fi z;, 2, € C.

Si se arate cd multimea C, = C \ {1} este o parte stabild fata de
legea o, iar C, cu operatia indusi este un grup comutativ.
S se calculeze acest grup
iocioiojoigiioiojoioioioi
20. Pe multimea (0, +00) definim legea de compozitie L, prin:
xLly= %™, oricare ar fi x, y € (0, +0).
Sa se arate ca multimea A = (0, +00) \ {1} este o parte stabild fata de
legea L, iar A cu operatia indusi este un grup comutativ.
21. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie o, prin:
xoy=x+Yy-xy, oricarear fix,y € R.
Sd se arate cd multimea R, = R\ {1} este o parte stabild fatd de
legea o, iar R, cu operatia indusi este un grup comutativ.
22. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie
*, prin:
x*y=2x+y-1)-xy, oricarear fix,y € R.
Sd se arate cd multimea R, = R\ {2} este o parte stabili fati de le-
gea *, iar R, cu operatia indfisi este un grup comutativ.
23. Pe multimea Q a numerelor rationale definim legea de compozi-
tie o, prin: :

xoy=x+y-if)y—, oricare ar fix, y € Q.

Sa se arate cd multimea Q, = Q \ {2} este o parte stabili fati de le-
gea o, iar Q, cu operatia indusa este un grup comutativ.

24. a) Sa se arate ci multimea A= {z € C | z=a- b +i(a + b); a,
b € Z} este grup in raport cu adunarea numerelor complexe.

b) Este multimea A parte stabili in raport cu fnmultirea?

25. Fie k un numir natural si H= {a + b2 |a.b € Qsia’ - kb*=1}.

Sd se determine toate numerele naturale k astfel incit H sa fie parte
stabila fatd de Tnmultire.

26. Fie G multimea matricelor din M;(R) de forma
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a b b
M,,=|b a b|cudet(M,,)=1.
b b a
Sd se arate cid G are structurd de grup comutativ in raport cu

inmultirea matricelor.
27. Si se arate cd multimea:

x+4y 2y 2 ) .
G = |x¢0, x°—=12y" =1; Tmpreuna cu operatia de
-2y x-—4y,

inmultire a matricelor formeazi un grup comutativ.

28. Fie mul;imea
i 0 ’ i 0 ’

(1 oj [-1 0)
0 1) \o -
oot e 2
1 0o/ \-1 o/\0 i/\0 -i/|
" Si se arate cd G impreund cu de Tnmultirea matricelor este un grup neco-

mutativ. Sd se determine toate subgrupurile grupului G.

29. Exista grupuri necomutative G, avind proprietatea cé, oricare ar
fix,y €G, xzy2 = yzxz?

30. Fie G un grup necomutativ. Dacd a, b € G, astfel incat
a'ba=b" §i blab=a', atunci a’b*=b%a’=e, a’=b* si
a*=b"=e.

31. Fie G un grup, notat multiplicativ, astfel incét oricare ar fi a,
b € Gsiavem (ab)’ = a’h®. Si se arate ci G este comutativ.

Sa se studieze comutativitatea unui grup (G, *) cu proprietatea ci
(a*b)3 =a’*b*, circare ar fia, b € G.

32. Pe multimea Z x Q definim legile de compozitie T, L, in modul
urmator:

dacix=(m,a)siy=(n, b),atuncix Ty=(m+n,ab)six Ly=
=(mn, a + b).

a) Sa se studieze proprietitile fiecireia dintre legile definite.

b) Si se descrie elementele simetrizabile.

c) Si se studieze distributivitatea legii L fatd de T.

33. Fie n un numdr intreg fixat si
G={(a,b)la,beZ;n|asin]|b}.
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Definim pe G urmatoarea lege de compozitie
(a, b) * (@, b) = (aa + bb, aa- bb), oricare ar fi (a, b), (@,b)€eG.
Si se decidd dacd G impreund cu aceasti operatie formeaza un grup.

34. Pentru orice x € R \ {%} se considerdi matricea

x 0 l1-x i
A= 0 0 0 eMS(R)§iﬁe'G=(A,|xeR\{5}}.55%
1-x 0 «x

arate cd G este grup in raport cu inmultirea matricelor.
35.Fierc R, r205iA ={zeC||z|=r}.
1) Sé se determine valorile lui r pentru care A _este parte stabild a lui C

in raport cu inmultirea numerelor complexe si in acest caz si se arate cd
A_este grup in raport cu inmultirea.

II) Fie M o submultime a lui C stabilid la adunarea si inmultirea numere-
lor complexe, care include pe A,. S se arate ci {a + bi a,b Z} M.

M= {((‘) ’I'J Ine z}.

S4 se arate cd M Tmpreund cu operatia de Tnmultire a matricelor este
un grup comutativ, izomorf cu grupul aditiv al numerelor intregi.
37. Fie multimea

010 100 001 001 010 100
G=4|100(, |001}, |Ol10| |[100|, |0O1| |[O1l0
00 010, 100, 010, 100, 001

Sa se arate cd G impreuna cu inmultirea matricelor este un grup izo-
morf cu grupul cu grupul cu S, al permutirilor de 3 elemente.

36. Fie multimea

38. Fie matricea :

00 0 01
- 1 00 00
A={0 1 0 0 O
00100
00010
a) Si se calculeze puterile: A, A% A% ..., A", .....
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b) Si se decidid daci A este inversabia.
c) Sa se arate cd multimea
G=1{A A% A’ A* A’}
formeazi un grup izomorf cu grupul multiplicativ

2
H={cos%+isin ﬂ,lsksS)A

39. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie *
astfel x x y = ",/x" +y" , oricare ar fi x, y € R, n fiind un numair natural

impar. Si se arate cd (R, *) este un grup. Mai mult daci (R, +) este
grupul aditiv al numerelor reale, sa se arate ca functia

fr R +) = R, %), fla)=3a

este un izomorfism de grupuri.

40. a) Fie G, = , | M , . Sa se
01 1 0 0o - -1 0

arate ci G, impreuna cu fnmultirea matricelor formeazi un grup comutativ.
b) Fie G, = {1, -1, i, —1} . S4 se arate cd G, impreuni cu inmul-
tirea numerelor formeazi un grup comutativ.

c) Fie
(1234)(1234](1234]
2134 U243 2143

(1234)
G,= ,
12 3 4

Sd se arate ci G, cu compunerea permutdrilor formeazd un grup
comutativ,
d) Si se cerceteze dacd grupurile G, G,, si G, sunt izomorfe.

41. Pentru orice ¢t € R* se considerd matricea

2 -1 -1 111
M,:%A+%B,undeA= 1 2 -1]siB=|11 1|
Lot 1 -1 2 111

Sa se arate ca:
DG={M, | te R*} este grup in raport cu inmultirea matricelor;
IT) Grupul G este izomorf cu grupul multiplicativ R* al numerelor reale.
42. Fie G un grup finit cu un numdir impar de elemente. Si se arate
ci ecuatia x° = @, a € G, are solutie unici in G.
43. Si se determine toate omomorfismele de grup de la grupul aditiv
(Q, +) la grupul S_ al permutirilor de n elemente.
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44. Si se arate ci grupurile aditive (Z, +) si (Q, +) nu sunt izomorfe.

45. Si se arate ci grupurile aditive (Q, +) si (R, +) nu sunt izomorfe.

46. Si se arate cd grupurile multiplicative Q* = Q \ {0} si R* = R\
\ {0} nu sunt izomorfe.

47. Fie G o multime nevida inzestrati cu o operatie asociativa (nota-
ta multiplicativ). Si se arate cd G este grup < ecuatiile ax = b, ya = b
au solutii in G, pentru orice a, b € G.

48. Fie G o multime finita pe care este definiti o lege de compozitie
asociativd, notatd multiplicativ. Dacd operatia are proprietatea ci,
Xxy=xz=>y=2z§iyx=2x 2 y=_zoricare ar fi x, y, z € G, atunci G este
grup.

49. Fie (R; +) grupul aditiv al numerelor reale, iar (C‘, -) grupul
multiplicativ al numerelor complexe nenule. Definim functia

f:R— C*
prin f{x) = cos 2nx + i sin 27x. Si se arate cé:

a) f este izomorfism de grupuri;

b)Z={xeR|fi)=1}

olmf={ze€C"| |l =1}

50. Fie G mul;ifnea tuturor sirurilor x = (x,, X,, x3, ....), unde x; € R.

‘Definim pe G operatia *, astfel:

Daci x = (x), x, x3, ....) $i x = (1, ¥, ¥3, -...) € G, atunci

xxy=0+y, X+ Y, X3+ Y3, ) :

a) Sa se arate ca (G, *) este grup comutativ.

b) Definim functiile f, g, h, k de la G la G, astfel:
fix,, Xy Xy o) = (X, X5 X, 00); 80X, Xy X3y o) = (Xg Xy, Xg, oo0)s A(X, X5,
Xy ) = (x5, 0, x,, 0, x5, 0, ..); k(x,, X,, X, ....) = (0, X, O, X, 0, x5, ....).
Sa se arate ci f, g, h, k sunt izomorfisme de grup.

c)Siscaratecifoh=gok=1, geh=fok=0.

51. Fie (Z, +) grupul aditiv al numerelor intregi. Si se arate ci:

a) daci n € Z, functia ¢, : Z — Z, ¢, (x) = nx, este un omomorfism
de grupuri; i

b) orice omomorfism de grupuri de la Z la Z este de acest tip;

c) existd printre acestea doar doud izomorfisme.

52. Fie G un grup comutativ si si notim cu H multimea

H={f|f:Z — G, fomomorfism de grupuri}.

Sa se arate ci functia

¢:H— G, o(f)=A1)
este o bijectie.

141



fn particular, si se afle omomorfismele de grup de la grupul aditiv
(Z. +) la grupul aditiv (Z , +).

53. Fie (Q, +) grupul aditiv al numerelor rationale. Si se arate ca:

a) dacd g € Q, functia y_: Q — Q, y,(x) = gx, este un omomorfism
de grupuri; )

b) orice omomorfism de grupuri de la Q la Q este de acest tip.

54. Si se arate cé singurul omomorfism de grupuri de la grupul adi-
tiv (Q, +) la grupul aditiv (Z, +) este cel nul.

55. Si se arate cé singurul omomorfism de grupuri de la grupul adi-
tiv (Z , +), n >0, la grupul aditiv (Z, +) este cel nul.

§6. Fie Z = {0, 1,.....,m'-l} siZ, = {6, 1, ... s E}gmpun'le

aditive ale claselor de resturi modulo m, respectiv n. Fie multimile:
A={f|f:Z, — Z, fomomorfism de grupuri} si
B={ala€Z, ma= 0}.S4se arate ci:

a) dacd f € A, atunci (1) € B;

b) functia @ : A — B, ¢(f) =f( 1), este bijectiva,

c) Si se afle, cite omomorfisme de grapuri de laZ_la Z exista.

57. Fie S, grupul permutirilor de n elemente si A, ¢ S, multimea
permutdrilor pare de n elemente. S& se:arate cd A este un subgrup al lui
S si s se determine ordinul siu.

58. Fie G un grup cu legea notatd multiplicativ si H ¢ G o submulti-
me finita nevida a sa astfel Incét, oricare ar fi x, y € H sd avem xy € H.
Sa se arate ca H este un subgrup al lui G.

59. Fie H un subgrup al grupului G si a € G un element oarecare. S
se arate ci multimea aHa™' = {aha’ | h € H} este un subgrup al lui G.

60. Fie G un grup si H, K doud subgrupuri ale sale. Atunci H U K
este subgrup < H C Ksau K C H.

61. Fie (G, -) un grup . Si se arate ca multimea

Z(G) = {a € G| ax = xa, oricare ar fi x € G}
este un subgrup al lui G. (Z(G) se numeste centrul grupului G.)

62. Fie (G, -) un grup si x, y € G. Dacéd xy € Z(G), atunci xy = yx.

63. Fie S, grupul tuturor permutirilor de gradul n. Dacd n > 3, si se
arate ci Z(S,) = {e} (e fiind permutarea identic#).

64. Fie A grupul permutirilor pare de gradul n. Daci n > 4, si se
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arate cd Z(A)) = {e}.
65. Fie n un numdr natural oarecare si notim cu
nZ = {nk | k € Z}.
Sa se arate cd :

a) nZ este un subgrup al grupului aditiv (Z, +);

b) orice subgrup al grupului aditiv (Z, +) este de acest tip.

66. Fie m, n € Z. Si se arate ci:

a)mZ + nZ = {mk + nl | k, | € Z} este un subgrup al grupului aditiv
(Z, +). De asemenea, mZ N nZ este un subgrup al lui (Z, +).

b) mZ + nZ = (m, n) Z si mZ N nZ = [m, n]Z, unde (m, n) respectiv
[m, n] este c.m.m.d.c., respectiv c.m.m.m.c., al numerelor m si n.

67. Fie G un grup finit cu legea de compozitic notatd multiplicativ si
H un subgrup al siu. Pentru fiecare a € G, notdm aH = {ah | h € H}.
Sa se ararte ci:

i) Dacid aH N bH # &, atunci aH = bH,

ii) Oricare ar fi a € H, aH si H au acelasi numair de elemente.

68. (Teorema lui Lagrange) Fie G un grup finit. Numarul de ele-
mente al lui G se numeste ordinul grupului si se noteazi ord G. Folosind
problema precedentd, sd se arate ci dacd H este un subgrup al lui G,

- atunci
) ord H | ord G.

69. Fie G un grup finit si @ € G un element oarecare. Se numeste
ordinul elementului a, cel mai mic numir natural n # 0 astfel incét
a" = e (e fiind elementul neutru al lui G). Notdm ordinul elementului a
prin ord (a). Sa se arate cé :

i) Pentru orice a € G, exista ordinul sau.

if) Daci m este un numdr intreg astfel incit a™ = e, atunci ord (@) | m.

i) Daci ord (@) = n, atunci multimea

(a)={e,a,d’ ....a" "}
este un subgrup al lui G.
iv) Oricare ar fi a € G, atunci ord (a) | ord G.

70. Fie grupul abelian (Z,,, +). Si se giseasci ordinul elementelor:

A A A

25, 30 55, 45, 80 ale acestui grup.
71. Fie G un grup multiplicativ, cu elementul neutru e.
a) Daca x¥ =e, oricare ar fi x € G, si se arate cii G este comutativ.
b) Daci G are proprietatea ci x* = e, oricare ar fi x € G, rezulti ci
G este comutativ?
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72. Fie G un. grup finit de ordin par. S3 se arate ci existd in G un
element care are ordinul 2. Daca in plus ordinul lui G este 2n cu n impar
sd sc arate ci existd in G cel mult n elemente de ordinul 2.

73. Fie G un grup comutativ (legea de compozitie fiind notata multi-
plicativ) de ordinul n. Sa se arate ca produsul celor n elemente ale lui G
este egal cu produsul elementelor de ordinul 2 ale lui G (in cazul cd nu
existd elemente de ordinul 2, ultimul produs se considera egal cu
elementul neutru e).

74. Folosind. problema precedentd, si se demonstreze teorema lui
Wilson:

Daci p este un numir prim, atunci:

(- 1! =-1(mod p).
Reciproca este adevirati?
75. Folosind problema 69, si se demonstreze teorema lui Fermat:
Daci p este un numir prim §i a € Z, atunci
’ @ = a (mod p).

76. Fie G un grup finit si a, b € G doua elemente oarecare astfel

incat ab = ba. Daci ord(a) = m, ord(b) = n si (m, n) = 1, atunci ord(ab) = mn.

77. Fie grupurile aditive Z = {0. 1, ..... , m—l} si Z, =
={O, 1 ... . n—l} si considerim multimea Z X Z = {(i, y) | x€
€2, v €Z) Definimpe Z X Z operatia definita prin:

(;, yj-f-(;', y'):(x+x', y+y'),

oricare ar fi (.;, yj R (; y'j €Z X1Z_ Siscarateci (Z, X Z, +)

este un grup comutativ. Mai mult, dacd m §i n sunt prime fntre ele, a-
tunci acest grup este izomorf cu grupul aditivZ_ .

78. Fie G un grup finit de ordin p; unde p este un numdr prim. Si se
arate cd G este izomor( cu grupul aditiv Z .

79. Fie G un grup {init nu neapirat comutativ si x, y € G. Sa se ara-
te ca ord (xy) = ord (yx).

80. /) Fie multimea G = {e, a, b, c}, inzestrati cu o lege de compo-
zitie, definitd prin urmitorul tabel
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b
b
c
e

c
c
b
a

QNN
SO D QR

r| c a e
Si se arate ci (G, -) este un grup comutativ (numit grupul lui Klein).
if) S4 se arate ci orice grup cu 4 elemente este izomorf fie cu grupul
aditiv Z,, fie cu grupul lui Klein.
81. Sa se arate ci grupurile multiplicative C* = C\ (0) si R* = R\
\(0) nu sunt izomorfe.
82. Si se arate ca grupurile (Z[X], +) si (Q[X], +) nu sunt izomorfe.

Capitolul XX
INELE SI CORPURI

1. Pe multimea Z X Z = {(x, y) | x, y € Z} definim doud legi de
compozitie, prin:
Y+, Y)=(x+x,y+Yy),
(x5 y) (&, ¥) = (xx', xy' + x'y),
oricare ar fi (x, y), (x', y) € Z X Z.
Sa se arate ca in acest mod Z X Z devine un inel comutativ §i uni-
tar.
2. Fie inelul (Z,, +, -) al claselor de resturi modulo 7. Si se determi-

ne multimea:

A A

N={x | x €Z, astfel incat existd k € N, x*=0}.

Fie, de asemenea, ] = {x | x € Z , existd k € N, astfel incat
x*=x). SiscarateciNNI={0}. .

‘3. Fie M o multime nevida si ZAM) = {X | X C M}, multimea sub-
maultimilor sale. Pe multimea ZXM) definim doua legi de compozitie n
felul urmitor:

A+B=(AnCB) U BN (A,
A -B=ANB,
oricare ar fi A, B € ZAM). Sa se arate ca (ZM), +, -) este un inel co-
mutativ §i unitar. Mai mult, oricare ar fi A € M), avem A + A =0
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(elementul neutru la adunare) si A> = A. Si se studieze cazurile particu-
lare Tn care M este formata din 1, 2, respectiv 3 elemente.

4. Fie A un inel necomutativ unitar si @ € A un element astfel incat
existia' € Acuaa=1siaa #1.Fie, de asemenea M = {b € A | ba =
=1} si by € M. Si se arate ci functia f: M — M, definita prin f(b) = ab+
+ by - 1 este injectivi, dar nu este surjectivi. In particular, si se deduci
ci M este infiniti. '

5. Dacié A este un inel astfel incét oricare ar fi a € A, a #0, exista
b € A cu ba = 1, atunci orice element nenul al lui A este inversabil (A

este corp).
I

6. Fie A un inel comutativ cu unitate si f, g : Q A, doud omo-
4
morfisme de inele (f{1) = g(1) = 1,). Dacé f(n) = g(n) oricare ar fin € Z,
atunci f=g.

7. Fie inelul (Z,,+, )si a €Z,_ Sisearate cd a este inversabil &
& (a,n)=1.

8. Fie A un inel. Definim pe A legea de compozitie L, punand:

x Ly=x+y-xy, orcarearfix, y € A.

Sa se arate cd legea L este asociativa si are element neutru.

Mai mult, daca inelul A este unitar si 1 - x (x € A) este inversabil, a-
tunci x este simetrizabil fata de legea 1.

9. Fie A un inel pe care definim o noud lege de compozitie *,
punand

x *x y=xy+yx, oricarearfix, y € A.

Sa se arate ca:

a) legea * este comutativi, dar nu si asociativa;

b) legea * este distributiva fatd de adunare;

c) [(x * x) x y] ¥ x=(x * x) % (y * x), oricare ar fi x, y € A.

10. Sa se arate cd multimea

a 0 a
A=4/0 0 Of,aeCy,
a 0 a

impreuni cu legile obisnuite de adunare si inmultire a matricelor este un
domeniu de integritate.

11. Si se arate ci, corpul numerelor reale nu este izomorf cu corpul

numerelor complexe. )
12. Fie d € Z un numir liber de pitrate (adica, nu existd p € Z astfel
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tncat p° | d). Si se atate ci:
a) multimea Z[Vd ] = {m + n/d | m, n € Z) impreuni cu aduna-
rea si inmultirea numerelor este un inel comutativ si unitar;
n

b) multimea / = {(m ) |m n € Z; impreund cu adunarea si
dn m

inmultirea obisnuitd a matricelor formeaza un inel comutativ si unitar;

c) cele doui inele de la punctele precedente sunt izomorfe;

d) dacd d' € Z este un alt numir liber de patrate, atunci inelele
Z[Jd | si Z] \/:i_'] sunt izomorfe <> d=d'.

13. Prin definitie, un inel boolean este un inel in care = X, pentru
orice element x (adicd, orice element este idempotent). Sa se demonstre-
ze cd intr-un inel boolean inmultirea este comutativa si x = -x, oricare ar
fi x din inel. Si se arate ci daci elementele «, x, y ale unui inel boolean
sunt astfel incdt x = uxy, atunci x = ux. Mai mult, dacd x si y sunt ele-

“mente ale unui element boolean §i 4 = x + y + xy, atunci x = ux §i y = uy.

in general, sd se arate cd, pentru orice n elemente X, X,y oo, X, ale u-

nui inel boolean, existd un element u al inelului astfel incat x, = wx,, x, =
= UKy, ., X, T UX,.
14. Fie A, si A, doui inele unitare si fie adunarea si inmultirea pe
A, X A,, definite astfel:
(O x) + 0 y) = (% + 3, X, + 9,),
(%) O ) = (%, Yy, X, 7).
Sd se arate cd A; X A,, cu aceste operatii, este un inel unitar care are

divizori ai lui zero. Si se determine elementele inversabile ale acestui i-
nel in funcgie de elementele inversabile ale inelelor A, si A,.
Aplicatie
a)A =A,=Z; b)A =2,A,=Q; c)A,=Z A, =1
15. Fie m, n > 1, numere naturale prime intre ele si inelele

Z={6,i, ..... ,m‘.l},zﬁ{a,i, ..... ),

n

Si se arate ca:

a) Daci x :; , atunci (x, ;) = (y, ;) H
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A

b) Functia: Z_ — Z X Z , definitd prin (p(;) = (x, ;) este un

izomorfism de inele (vezi pct. c) al problemei precedente).
16. Si se descrie omomorfismele de inel de la Z 1a Z.
17. Sé se descrie omomorfismele de inelde laZ 1a Z .

18. Si se descrie omomorfismele de ineldelaZ laZ .

19. Fie ecuatia ax=0b, cu a, b din inclul Z  al claselor de resturi
modulo n. Sé se arate ca:

i) Daci (a, n) = 1, ecuatia are o solutie unici;

i1) Daca (a, n) = d > 1 si d nu divide b, ecuatia nu are nici o solutie;

iii) Dacd (a,n)=d > 1sid | b, atunci ecuatia are d solutii distincte.

20. Fie A un inel comutativ si unitar, astfel incit sd existe u € A,
u#0siu #1,cuu’ =u Fie

A, ={ux| x € A}.

Sd se demonstreze cd A, este un subinel al lui A (adici, oricare ar fi
x,y €A, atunci x -y € A, si xy € A)) care are unitate. Sd se demonstre-
ze, apoi, ci existd un subinel A, al lui A astfel incat:

a) A, este unitar; b) fiecare element al lui A se exprimd ca x, + x,
-unde x; €A, i=1,2;c)dacd x, € A six, €A, atunci x, x, =0,

d)A, N A, = {0}. Sd se arate cd functia
fiA—A XA, fx)=(x,x,), unde x = x, + x,
este un izomorfism de inele.

21. Fie A un inel si Z inelul numerelor intregi. Considerim A, =
=Z X A pe care definim adunarea si inmultirea astfel:

(nya)+(n',a)=(n+n',a+a),
(n,a) - (n',a’)=(nn', na' + n'a + nn'),
pentru orice (n, a), (n', a’) € A,. Sa se arate ca:

a) A, este un inel subunitar;

b) A este izomorf cu un subinel al lui A ;

c) daca A este un inel comutativ, atunci A, este comutativ. Pentru x,
yEA fiexoey=x+y-uxy.

Sa se arate cd operatia o este asociativd §i cA x c 0 =0 o x = x,
pentru orice x € A. Identificind elementele corespunzitoare prin
izomorfismul de la pct. b), sd se arate cd daca x € A4, atunci x este
simetrizabil in (A4, ©) dacd si numai dacd 1 - x este simetrizabil in A .

22. Si se rezolve sistemele de ecuatii:
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?x+%ry_{, b) 7x+?y-%,
4x+3y=2; 4x+6y=3;
cu coeficienti in inelul Z,.
23. Si se determine
a) Matricele X € M,(Z,) astfel incat X° + I, = O,, unde O, este
matricea nuld si /, matricea unitate.
b) Matricele X € M,(Z,) astfel incat X = L, unde I, este matricea
unitate.
24. Fie A un inel si
Z(A)={x € A| xa=ax, oricare ar fia € A}.
Si se arate ci dacia’ - a € Z(A), oricare ar fi a € A, atunci inelul
este comutattiv.
25. Si se determine numdirul structurilor de inel, neizomorfe, care
pot fi definite pe 0 multime cu un numdr prim de elemente.
26. Fie inelul Z[i] = {m + ni | m,n € Z} (numit inelul intregilor lui
Gauss). Definim functia
@:Z[i] = N, @(m + ni) =m" + n’,
Sa se arate ci:
a)p(z)=0<=2z=0;
b) ¢(zz') = ¢(z) @(2'), oricare ar fi z, 7' € Z][i];
c) Dacé z, z' € Z[i], ' #0, existd q, r € Z][i] astfel tncat z =z'q + r,
unde ¢(r) < ¢(z') (formula impértirii cu rest);
d) @(z) = 1 <> zeste inversabil <> z € {-1, 1, -i, i}.
27. Fie inelul Z[iv2 | = {m + niv2 | m, n € Z}. Definim functia
@:Z[iV2 ] =N, o(m +niv2 ) =m" + 2n*.
Sa se arate ca:
a)P(z2) =0 z=0;
D) 9@) = 9(2) 9(2), oricare ar fiz, 2’ € Z[i V2 ;
“c)Daciiz, 7 € Z[iv2 ], 2 #0. existd g, r € Z[iJ2 ] astfel incat z =
=2'q + r, unde ¢(r) < 9(’);
d) @(z) = 1 < zeste inversabil < z € {-1, 1}.
28. Fie inelul Z[v2 1 = (m + ny/2 | m, n € Z}. Definim functia
@:Z[V2 1= N, o(m +ny2 ) = |m* +2n°|.
Sé se arate cid: a) p(z) =0 < z=0;
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b) 9(z2) = ¢(z) ¢(z). oricare ar fiz, 2’ € Z[ V2 ];

c)Daci z, 2 € Z[2 1.z # 0, existd g, r € Z[ V2 ] astfel incat z =
=2'q + r, unde @(r) < ¢(z');

d) Z NG ] are o infinitate de elemente inversabile.

29. Si se arate cd inelul Z_ este corp dacd si numai daci n este prim.

30. Si se arate ci orice inel integru finit este corp.

31. S se arate cd multimea

K={a+b¥2 +c¥4 | a, b, c € Q}
fmpreund cu adunarea si inmultirea numerelor reale este un corp comutativ.
32, Peintervalul X = (0, +o) se definesc operatiile algebrice:
x®y=xysixO© y=x1"’, oricare ar fi x, y € K. Sa se arate ci:

I) (K, ®, ©) este un corp comutativ.

IT) Corpul (K, ®, ®) este izomorf cu corpul R al numerelor reale.

33. Si se determine automorfismele corpului Q al numerelor rationale.

34. Sa se determine automorfismele corpului R al numerelor reale.

35. Sé se determine automorfismele f, ale corpului C al numerelor
complexe, cu proprietatea cé f{(x) = x, oricare ar fi x € R.

36. Fie d € Z un numir liber de pitrate. Sa se arate ci :

a) mutimea Q[ \/E,] ={a+b+d | a, b € Q) impreuni cu adunarea
si Tnmutirea numerelor complexe este un corp comutativ;

a b
b) multimea K = {[db ) |a.b EQ} fmpreund cu adunarea si in-
a .

multirea matricelor formeazi un corp comutativ;

c) cele doud corpuri de la punctele precedente sunt izomorfe.

37. Fie K un corp comutativ si K = K\ {0}. S se arate ci grupurile
(X, +) si (K*, -) nu sunt izomorfe.

38. Fie K un corp comutativ avind proprictatea ci, pentru orice x € K
avem x° + 1 # 0. Definim adunarea si inmultirea pe K X K, punand

(3 )+ (x5 ¥) = (X + 25, ¥, + 1)),
(xp )’]) (xz) yz) = (x| X -V y2~ X, Y, + x2y|)-
pentru orice (x,, y,), (x,, y,) € K X K.

Sa se arate ca multimea K X K, impreuna cu aceste oberagii, este un
corp comutativ, corpul K fiind izomorf cu un subcorp al acestuia. Mai
mult, n acest corp ecuatia x* + 1 = 0 are solutii. Existd corpuri K finite
cu proprietatea ca x>+ 10, oricare ar fi x € K?

39. Sa se determine rangul matricei )
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12510
2 o 1 -1l€M, (Zs).
02 3 2

Discutie dupi o € Zs.
40. Sa se determine oo € Z, astfel incat matricea

2 0 o
1 1 0|€eMZ).
0 o 1

sd fi inversabild. In acest caz si se afle inversa.
41. Fie corpul Z, si multimea

1
G=4|0 a,bceZ,
0

S = >R
(o}

Sa se arate cd G impreund cu inmultirea matricelor este un grup ne-
comutativ. Cate elemente are acest grup?
42. Si se rezolve sistemele de ecuatii :

2x+y+z=4 x+y+z=1,
a) {x+y-2z=0, b) {2x+3y+z=1,
4x+2y+2z=3; -x-y+3z=1,

cu coeficienti in Z,.
43. Si se rezolve si s se discute sistemul de ecuatii:

(3a—2)x, +(ot—1)x2 +(a+4]x3 +oux, =a—1,
oux, +((X. +4)x2 +(a—1)x3+(a+3)x4 =a-1,

oux; + oux, +(20L +1)x3 +(2a —ljx,, =1
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cu coeficienti in Z,.
44. Sa se rezolve sistemul

éx+§y+§z=é
6x+dy+3z=6
3x+2y+4z=3

in inelul Z,,.

45. S se deducd in corpul Z, (p # 2, numir prim) formuta de rezol-
vare a ecuatiei de gradul al doilea

ax* +bx+c=0 (a, b, c € Zp, a#0).

46. Fie polinoamele:

a)X3+X+1EZ2[X]; b) X'+ X+ 1 €Z,X];

X +1€Z[X X -1€2Z][x]

Si se decidéd dacé polinoamele date sunt sau nu reductibile, iar in a-

cest caz afirmativ si se descompuni in factori primi.
47. Si se detemine a astfel incat polinomul

2x? +(a +2)X+1 € Z,[X] si fie ireductibil.

48. Si se arate ci polinomul X° + aX +5 € Z.[X] este reductibil
pentru orice a € Z,.

49. Sa se determine numaérul structurilor de inel unitar care pot fi de-
finite pe grupul aditiv (Z , +) si si se arate ci oricare doud astfel de inele
sunt izomorfe.

50. Fie p un numir prim, p > 2 si n = p*, k € N*.

a) Si se determine elementele x € Z_ pentru care x* = i;

b) Si se arate ci produsul elementelor inversabile din inelul Z este 1
2 )y .
+ p? se divide cu p”**.

c) Sa se arate ca
p!

51. Fie A un inel comutativ si unitar. Un element a € A se numeste
nilpotent dacd existi n € N astfel incit " = 0. S3 se arate ci suma dintre
un element inversabil si un element nilpotent este element inversabil in A.

52. Fie A un inel comutativ gi unitar. S3 se arate cZ un polinom f =

=ZaiX‘ din A[X] este inversabil in A[X] dacd si numai dacd a este
i=0
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inversabil in A si a,, a,, ..., a_ sunt elemente nilpotente.

53. Fie A un inel comutativ si f € A[X]. S se arate ci f este divizor
al lui zero Tn A[X] daci si numai daci existd a € A, a # 0, astfel incat af = 0.

54.Fief=a,+a X+ ... + a X" € Z[X] si p un numir natural prim
astfel incét p nu divide a,. Sa se arate cd daca

N A N A
f=ac+ar X+ ... +a. X" €Z,[X]
este ireductibil, atunci f este ireductibil Tn Q[X].

55. Fie polinomul {X) = aX* + bX* + cX* + dX + e cu coeficienti in-
tregi astfel fncat a, b, e sunt numere impare, iar ¢, d sunt pare. Si se ara-
te ca f{X) este ireductibil Tn Q[X].

56. Fie K un corp comutativ. Notdm cu GL (K) multimea matncelor
inversabile de ordinul n cu elemente din K. Sa se arate ca:

a) GL (K) impreuni cu inmultirea matricelor este un grup;

b) dacd K este un corp finit avand g elemente, atunci GL (K) are

n n no 2 "o on- '
@-DG -G -q) .. (¢"-4"") elemente;

¢) GL,(Z,) este izomorf cu grupul S, al permutirilor de 3 elemente.

§7. Si se arate ci inelele de polinoame R[X] si C[X] nu sunt izo-
morfe.

58. Fie A un inel, nu neapirat comutativ, astfel incét, daci x" = 0
pentru un oarecare x € A si n € N, atunci x = 0. Daci X, Xy s X, €A
astfel incat x, x, ..... x, =0, atunci:

a) oricare ar fi i, x,... x_x,. =0
b) oricare ar fia,, a,, ..., a, E A, k < n -1, si se arate prin inductie
dupd k, cd avem x, @, X,a, ... @, X, | X, 5 - X, = 0;
c) oricare ar fi permutarea ¢ € S, avem Xoty Xo@ - Ko = 0-
Capitolul XXI

PROBLEME PENTRU CONCURSURILE DE MATEMATICA
1. Fie sirul de muliimi si functii:
LA —E5A e R e W . N Sy

n-1

Dacéd multimile A, sunt finite, oricare ar i« = 0. 1, 2, ..., n,..., exista
un sir de elemente (x,,)"20 ,unde x, € A (n 2 0). cu proprietatea ci f,(x,)
=x, ,oricarearfin>1.

n-1
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2. Fie f: [0, 1] — [0, 1] o functie cu proprietatea :
(1) ff(x) + y)=fix) +Ay), oricarear fix, y € [0, 1].

Sa se arate cd fo f=f

Si se dea exemplu de functie cu proprietatea (1) care si fie diferitd
de functia nuli si de cea identica.

3. Fiea, b, o, § numere reale si g : R — R, o functie oarecare. Daci
o’ = B° si se detemine functia f: R — R astfel incat si avem

ofla + x) + BAb - x) = g(x), oricare ar fi x € R.
4. Fie a;, un numir natural. Definim multimea

A={aya,a,..a,..},undea=yal +1 Qg = yJal +1

Sa se arate ca mulpmea A\ Q este infinitd.
S. Daci n este un numdr natural, si se arate ci numérul

[ Jr_t +/n+1 )2] este impar.

6. S se determine multimea

(x| x€EZsi Vx*—x+1€Z}.

7. Fie k un numar real. Sd se determine valorile lui k, astfel incét e-
cuatia
x+1]-]x-1]=kx+1
sa aiba solutie unica.
8. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, astfel incat aF+b+c=
5 1 1 1 1
= —,sdsearateci —+———<—.
3’ a b ¢ abc
9.Dacix+y+z=a,xy+yz+2x=b, si se arate ci

zﬁ\la’ab.

. 1 .
10. Si se arate ci, daca ﬁ—ln— > 0, atunci ﬁ—ln- >—, msi
n n  mn

max {x,y, z} -min { x, y,z} <

n # 0 fiind numere naturale.
11. Fie a , a,, ..., a, numere reale astfel incit a, <a,< ... <a . Si se
} 5 .
arate ci

12. Sa se determine cea mai mica valoare a numarului nalural n,
astfel Incat

2 2 2\2 4 4 4.
+y +2) <nlx +y +2),
oricare ar fi numerele reale x, y, z
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13. Dacid m < n sunt numere naturale nenule, si se calculeze
$=Y% max (i, k).
i=] k=1
14. Si se calculeze
nZ
s=2[Vk]-
k=1
15. Si se determine toate numerele reale m, astfel incét sia avem
(m-1x*-mx-2>0,
oricare ar fi x > 2, real.
16. Numerele a, b, ¢ din R sunt astfel incat | ax’ + bx + 1 | < 1

pentru | x | < 1. Sa se demonstreze ¢ | cx* - bx+a | < 2pentru | x | < 1.
17. Sé se determine numerele reale a, b, c astfel incét ecuatia

\(x+a\/;+b +J;=('

sd aiba o infinitate de solutii.
18. Sé se determine numerele reale a, b astfel incat ecuatia

3\/(a)H-b)2 +3\/(ax—b)2 +%/azx2 -b* =3b

sd aiba solutie unica.
19. Si se rezolve in R, sistemul de ecuatii

(Generalizare a problemei 126., cap. V)
20. Fie a,, a,, ..., a, numere reale pozitive. Si se arate ci

1

—(ay+ag + ... +ag) a a a
(a,a2 au)'l . <a'ay’ ... a'.
21. Sa se demonstreze ci, pentru x > 1, avem

[log, x - log, [x]] = [log, x] - [log, [x]].
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- 22. Fe numerele pozitive a;, a,, ... , a,, a,,,,, in progresic
aritmeticd crescatoare. Sa se arate ca
n 1 1 1 n
< + + o +—x< .
410y, 4Gy 434, Ay,  Gpay,

23. Fie functia f: N — N avand proprietitile urmitoare:

a) f(2) = 2; b) f(mn) = fim)f(n), oricare m, n € N, c) fim) > f(n), daci m >
>n. Sd se arate ci f= 1. ‘

24. Fie M o multime cu n elemente. Consideram ecuatiile:
XLuX,u..uX,=M,
inx,n..nx=09, )

unde k > 1 este un numdr natural, iar X, X, .... , X, sunt submultimi ale
lui M.

Si se demonstreze, prin inductie, ci numarul solutiilor (X, X,,

X,) ale problemei (1), respectiv ale ecuatiei (2), este egal cu (2" -1
(vezi problema 33, cap. X).

25. La o biblictecd exista doud registre. Fiecare cititor Tnscrie in pri-
mul registru numirul de cititori pe care i-a Tntalnit n sala de lecturi si in
al doilea inscrie numadrul de cititori care au rimas dupa plecarea lui. Sa
se arate ca la ora inchiderii in cele doua registre. sunt inscrise aceleasi
numere, eventual in alta ordine.

26. Sa se demonstreze ci, dacid n > 2 este un numdr natural, atunci

2" divide pe €27 - CZ

-1

27. Si se decidi care dintre numerele 5¥° si 6¥° este mai mare.
28. Si se arate ca primele 100 de cifre dupéd virguld ale numarului

(ﬁg + 5)10] sunt toate zero.

29. Fie n un numdr natural. Si se demonstreze ca
n-1m
>y ci=n2""
m=0k=0
30. La o serbare participa b biieti si f fete. Se stie cé orice grup de m
biieti cunoaste cel putin m fete (m < b, f). Sa se arate ci exista posibili-
tatea ca fiecare biiat si danseze cu o fati pe care o cunoaste.
31. Si se demonstreze ci existd o infinitate de numere naturale n,
astfel incatn | 2" + 1.
32. Si se determine toate numerele prime p, cu proprietatea ci p | 2 + 1.
33. Si se arate ci oricare ar fi n avem n nu divide 2" - 1.
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34. Si se arate ci oricare ar fi p > 2, numdr prim, existd ¢ 1nﬂmtalc
de numere naturale n, astfel incat p |n- 2" + 1.

35. Si se arate ci sirul {2 - 3} are o infinitate de termeni care se
divid cu 5, o infinitate de termeni care se divid cu 13, dar nici un termen
al sdu nu se divide cu 5-13. ’

36. Fie a, b, c, d, e numere intregi. Si se arate ci, daci 9 | a+b+
++d + €, atunci 3 | abcde.

37. a) Fie a, b numere intregi cu a # b. Si se arate ca existd o infini-
tate de numere naturale n astfel incit (a + n, b + n) = 1; b) Fie a, b, ¢ nu-
mere intregi distincte. Si se arate ci existd o infinitate de numere natu-
rale n, astfel incat a + b, b + n, ¢ + n sa fie prime intre ele doua cate
doua.

38..S4 se arate ci, dacd p este un numdr prim > 2, atunci p | CY 2 2
39. Si se determine numerele naturale x,, x,, ... , x, astfel incat
39432+ L. +3% —19683.

40. Si se arate ci dacd n > 1 numarul 22" +3 nu este prim.
41. Si se arate ca, daci n este numir natural, atunci
1277 47,
42. Si se arate ci, daci n este numdr natural, atunci
29 122" +13.
43. Si se giiseascd toate solutiile ecuatlex
F+4 = y
in multimea numerelor intregi.

44. Fie polinoamele p(X) = aX’ + bX + c si g(X) = oX’ + BX + y cu
coeficienti reali astfel incat pentru orice x € R, si avem g(p(x)) = x. Si
se determine p(g(X)).

45. Si se determine toate polinoamele cu coeficientii +1 si -1, care
au numai radécini reale.

46. Daca a,, a, ..., a, sunt numere intregi distincte, si se arate ca
polinomul

X-a)X-a,) ... X-a)+1
nu se poate scrie ca produsul a dou# polmoame neunitare cu coeficienti
mtregl

" 47. Fie polincamele P(X) = 1 + X + X’ + ... + X" ', Q) =
X" +X"+ .. +X“, unde 0 <u, <u,<...<u, suntnumere intregi.

Pentru k € {0, 1, ..... ,m - 1}, fie n, numirul acelor i (1 < i < n),
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pentru care restul impértirii lui a; la m este k. Si se demonstreze ci P(X)
divide Q(X) daci si numai daciny=n,=...=n_ .

48. Fie P € Z[X] un polinim de grad > 1. Si se cd multimea divi-
vorilor primi ai numerelor P(n), n € N, este infiniti.

49. Dacd 6 € S, este o permutare de gradul n, notim cu m(c) numé-

rul de inversiuni al lui . Si se calculeze suma
> ()™ m(o).
€S,

50. Fie A = (a..j) 0 matrice cu 4 liniivsi 7 coloane astfel incat a; €
€1{0, 1}. oricare ar fi i, j. Sa se arate ci existi m < n si p < q astfel incat
a =a =a _=a_.

mp mg np nq

S51. Fien €Ngsia, b € R, a>0, b>0. Sd se determine cel mai
mare termen al dezvoltirii binomului (a + b)".

52. Fie matricea .

1327 1443 2899
~A={4303 4174 1599|.
1716 1352 1704

Sé se decida daca det A este nenul.

53.FieA,Be M(C)cuA’=A’siA+ B=1_Sisearatecil +AB
este inversabild, unde /_ este matricea unitate din Mn(C).

54. Fie G un grup si H, K doud subgrupuri ale sale. Sa se arate ci,
daci existd a, b € G astfel incit aH = bK, atunci H = K.

5§5. Sé se arate cd grupurile multiplicative C* = C \ {0} si
R* = R\ {0} nu sunt izomorfe.

56. Fie G un grup astfel incat singurul automorfism al siu si fie cel
identic. Sa se arate ca G este comutativ si oricare ar fi x € G, F=e.

57. Fie H un subgrup al grupului aditiv (Q, +) al numerelor
rationale. Si se arate ci, daciQ=H+Z (unde H+Z ={h+n| h € H,
n € Z}), atunci H= Q.

58. Fie G un grup si a, b € G astfel incat a° = b° = (ab)’. Si se arale
cia‘=b'=e.

59. Fie G un grup si a, b € G astfel incat a* = e, aba’' = b", unde
n = 2 este un numadr natural.

Sa se arate cd
2_
b =e.

60. Fie G un grup si a, b € G astfel incit a” = e, aba’' = b*, unde
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m % )i k = 2 sunt numere naturale. Si se arate cd b =e.

61. Daca G este un grup abelian, si se determine morfismele de
grup de la grupul de permutéri S, la G (n 2'1).

62. Fie G un grup finit cu cel putin doud elemente si S — G un
sistem minimal (in sensul cardinalului) de generatori ai sdi. Sd se arate
ci ord(G) > 2| s l, unde | S | inseamni numirul de elemente al lui S. (S
este un sistem de generatori ai lui G dacid orice element din G este
produs finit de elemente si de inverse de elemente din S).

63. Pe multimea R a numerelor reale considerdm distanjad : R X R — R,
definitd prin d(x; y) = | x - y |. Numim izometrie a lui R o functie
bijectivd ¢ : R — R astfel incat d(g(x), @(y)) = d(x, y), oricare ar fi
x, y € R. Vom nota cu Izom (R) multimea izometriilor lui R.

i) Dacd a_€ R, definim functiat,: R — R, t, = x + a. S4 s¢ arate cid
T, este 0 izometrie (care se numeste rransiaie), 1] =1, , oricarearfi n €Z.

iif) Dacd a € R, definim functiag, : R — R, g, = a - x. i se arate ca
g, este o izometrie (care se numeste reflexie), iar sz =lg,g,07,=1,°
og,oricarear fia, b € R.

iii) Sa se”arate ci orice izometrie a lui R este o translatie sau o
reflexie;

iv) Sa se arate ci (Izom (R), ©) este un grup necomutativ.

Mai mult, daci notim T = {t,}acr sd se arate ca (T, °) este un
subgrup al grupului (Izom (R), °) si este izomorf cu grupul aditiv (R, +)
al numerelor reale.

64. In definitia unui inel (nu neapirat comutativ) cu unitate, si se
arate ca axioma de comutativitate a operatiei de adunare este o conse-
cinta a celorlalte axiome ale inelului.

65. Fie A un inel (necomutativ) cu unitate, iar a, b € A. Si se arate
cé, daci 1 - ab este inversabil, atunci si 1 - ba este inversabil.

66. Fie A un inel cu unitate §i a, b € A astfel incét q, b, ab - 1 sunt
inversabile. Si se arate ci elementele a - b si(a- b'l)'1 - a’ sunt inver-
sabile. Mai mult, are loc egalitatea

((a- b'l)'1 - a'l)'l =aba - a.
67. Fie K un corp (comutativ sau nu), iar X, K, K, subcorpuri ale

JR— 3
lui K astfel incat K, # K oricare ar fi i = 1, 3. Si se arate ci UK,. #K.

i=1

68. Fie K si K doud corpuri comutative si @ : K — K o aplicatie
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astfel incat (1) = 1. Sa se arate cd ¢ este omomorfism de corpuri daci
si numai daci:

) ¢(x +y) = @(x) + @(y), oricarear fix, y € K;

i) (x") = (p(x))", oricare ar fix € K, x= 0.

69. Fie H multimea matricelor de forma

a b ¢ d
-b a -d ¢

- d a -b|’
-d -¢ b a

unde a, b, ¢, d € R. Si se arate ca H, inzestrata cu operatiile de adunare
si inmultire a matricelor, este un corp necomutativ. Mai mult, ecuatia

X+ I, = 0 are o infinitate de solutii in H. )

70. Fie M,(C) multimea matricelor pitratice de ordinul al doilea cu
elemente din C. Dacid A, B € M,(C), notdam [A, B] = AB - BA. Si se
arate cd : -

i) [A, B}2 comuti cu orice matrice din M,(C).

if) Dacd A, B, C, D € M,(C), atunci matricea'[A, B] [C, D] + [C, D]
[A, B] comuta cu orice matrice din M,(C).

71. Fie A un inel unitar cu proprietatea ci x° = x pentru orice x € A.
Si se arate ci x° = x pentru orice x € A.

72. Fie A un inel unitar cu proprietatea ci x'> = x pentru orice x € A.
Si se arate ci x> = x pentru orice x € A.

73. Fie A un inel astfel incat x° = x#oricare ar fi x € A.

i) Sé se calculeze (chyx2 - xzy)2 si (xzyx2 - yxz)z, unde x, y € A;

i) Sa se arate ci A este inel comutativ.
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Partea a II-av
INDICATIL SOLUTIL. RASPUNSURI

Capitolul I
ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1. a) adeviratad; b) falsd: c) adeviratd; d) falsi; e) adevarata; f) falsi;
g) adevarata. 2. a) adevirata; b) falsi; c) falsi; d) adevaratd; e) adevara-
td; f) adevarati; g) adevirati; h) adeviratd; i) adevirata; j) falsa; k) falsa.
5. a) adevirati; b) falsa; c) falsd; d) adevirata; e) falsa; f) adeviratd; g)
adevirati; h) adevirati; i) falsd. 6. Se arata ci propozitia (Vy) (3x) p(x, y)
este adeviratd si propozitia (Ix) (Vy) p(x, y) este falsd. 7. La fel ca la
exercitiul 6. 8. a) adevirata; falsd; adevirata, falsa; falsd; falsa; b) falsi;
adevaratd; adevarata; adeviratd. 9. a) adeviratd; b) falsi; c) adevirata;
d) adevarata; e) falsa.

Capitolul I1
MULTIMI

1. a) {7}; b) {2} ¢) {-1, 2} d) {-1}; e){% %} ) {1}; g @; h)

{%} D {1463} @i 0 (2,1, 3); n){—é}; m) ; n) {0,3); p)

{1};q) [4,+x). 2. A={1,2,3,7,8,9,10}, B={4,5,6,7. 8,9, 10,
11}.3.a) E={1,2,3,4,5,6};b) E={3,4}.4.A={1,2,3,4},B= {3,
4,5,7}.5.A={1.2.3,9},B={1,4,5,6,7, 8}. 7. Sunt toate submulti-
mile multimii {b, d, e}, deci in total 8 submultimi. 8. M = {@, {1}, {2},
{3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2,4}, {3.4}}.9.A={1,2,3,4,
5,6},B=1{1.2,3,4,7,8,9,10}, E={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,
12}.10. X={3,5,7,9}.11. X ={4,5,6}. 12. A= {1, 2}, B= {1, 2, 4}.
15. Sunt 9 solutii. 16. Folosim complementara C, @ = C(X N Y)=>E=
= CX U C_Y si revenim la problema 15. 17. a) {-7, 1, 5, 13}; b) B = {3}.

18, Scriem x = 2n - 1 + 2F8

. Trebuie ¢a 3n + 1 si dividd pe n + 8.
n +

Deci 3n + 1 divide 3(n +8)- 3n + 1) =23.Deci3n+1==*1:3n+1=
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= +23. Obtinem A = {-17,7}.19. Avema’ -a+ 1 =ax + x =>a’-a(l +
+x)+1-x=0. Punem conditia ca A = (1 + x°) - 4(1 - x) = 0. Obtinem

cid multimea dati este egald cu cu (—oo, -3-2\/_3-] @) [—3+2\/§, +00) .

20. x=3+ 6'21_f . Daci n > 6, atunci avem n’+ 1 > 6n - 2. Deci trebuie
n

can < 5. Obtinem A = {1, §5}. 21. {-14, -5, -2, -1, O, 1, 4, 13}. 22.
y=2-x si obtinem ecuatia |x| - 212 - x| =-1, A = {(5, -3); (1, D)}.
23. Fied = (a, b); a =da'; b = db', unde a' si b' sunt numere prime intre
ele;ab=dab' =144a'h’' = a'b' = 15=a'= 1,b'=15;a'=3,b'=5;a'=5,
b'=3;a'=15, b'=1. Deci A ={(12, 180), (30, 60), (60, 36), (180, 12)}.
24. Scriem (3y - (x + 1))(3y + (x +1)) = 32. Rezultd ci 3y - (x + 1) poate
lua valorile 1, 2, 4. Deci 3y + (x + 1) ia valorile 32, 16, 8. Multimea ciu-
tati este: {(6, 3), (1, 2)}. 25. Este intervalul (1, 2). 26. Scriem (x - y)2 +
+ 2y’ = 8. Obtinem ci y* = 4 = y = +2. Multimea ciutati este {(-2, -2),

X
(2, 2)}.28. Scriem 3y =1980-x = y = 660 - ; = y = 660 - k, unde
0 <k £660. Deci multimea dati are 661 elemente. 29. 3y =1980- 4x =
X
= y=06060- 4; = x=3k = y=660- 4k.Cum y >0 = 0 <4k <660 =

= 0 < k < 165. Deci multimea datd are 166 elemente. 30. {(O 1976),
(494 494), 1976, 0)}. 31. Daca x], X, sunt ridicinile ecuagel x- 3x +m=

x, =-1, x —4saux =1,x, —2 De01m—-4saum=2 Rezulti n = -3,

1
p=2saun=-3sip=-4.32.a=-1 §ia=—Z.Pentrua=-1avem

. 1
{—l i E} iar pentru a = —z avem {—L 0, —1—} 33. x =

210" 8 207 7 12
2

=£+a_;-m =a’+a(l-x)+m-x=0.Cuma € R, atunci discrimi-
‘a+

nantul acestei ecuatii trebuie si fie 2 0. Deci A = L+2x+1-4m>0.

Discutie: Dacd m < 0 atunci A > 0 oricare ar fi x. Deci A = R, Vm < 0.
2
+
Dacd m =0 atunci A = (1 + xz) > 0. Dar x = -1 nu este de forma a la s
a+
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(a € R). Deci A, = R-(-1}. Dack m > 0, atunci A, = (o, ~1-2vm) U

) (—1 +24m, +oo) . Se constati ugor ci intersectia multimilor A  cénd
m parcurge numerele reale pozitive este vidi. 34. Dacd multimea ar fi
2

SRR . S 4 aa | P 4

nevid3, exista fractia ireductibila x = — astfel incat: a| —| +bl —|+
q q q

+ ¢ = 0; deci ap2 + bpg + cqz = 0. Cum a, b, c sunt impare, din aceastd

egalitate rezultd imediat ci numerele p §i g trebuie si fie pare améan-

doud. Dar atunci x =2 nu ar mai fi ireductibila. 35. Din egalitatea x =
q

=3n+1=T7m-1 se obtine cid m este de forma m = 37 + 2. Deci x = 21z +
+13.36. x” - 4x + m* = 0 are determinantul A, =16- dm* X -mx + 1=
= 0 are discriminantul A, = m -4, A, >0 A, <0siin acest caz in-
tersectia este vidd; deci A =A,=0,m=+2;5in acest caz intersectia
este vida. 37. In primul caz se aratd cad A = {1, a, b}. In al doilea caz se
aratd cd prima ecuatie are o riaddcind dubla si cea de a doua are doud ra-
dicini reale de forme diferite de ridicina primei ecuatii. 38. Se foloseste
discriminantul celor doud ecuatii. 39. Pentru m = 2, A are un singur ele-
ment. 40. Daci m # 1, 2, A are 3 elemnte; dacd m = 1, 2, A are 2 ele-
mente. 41. Cele doud ecuatii au discriminantul strict pozitiv si nu au nici
"o radicind comuni. 42. Daci -1 este ridicind, avem m = -3; daci 1 este

ridicind, avem m = —%. 43. 44. 45. 46. Se studiazd semnul radicinilor.

47. NotimA={x e Rl X+ 2ax+b=0}siB={x e R’ + 2bx +a =
= 0}. Se studiaza cazurile: 1) A = &, adica a’<b;atunci A - B = @; 2)
A are un singur element x ; atunci este necesar si suficient ca x, € B. Se
obtin pentru (a, b) solutiile (0, 0); (1, 1); (—;1)— %) ;3 3) A are doua ele-

mente, deci B trebuie si aibi aceleasi elemente. Se obtin conditiile b° > g,
a>bsia=b.48.X=(A-B) U (B- A).

Capitolul II1
FUNCTII
1. Sunt 6 functi injective. 2. Sunt 9 functii. 3. Sunt 12 functii. 4. Se
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inlocuieste x cu 1 - x si se obtine un sistem de ecuatii, care rezolvat di

fx) = —4x+%. 5. Facem y = x si 2x) - f0) = 4x’. Punem f0) = a si

inlocuim x cu % Avem f(x) = a + x. 6. Se face y = 1; se obtine ci f

este o functie constanti. 7. Se face x = 0 si x = n si se obtine o contra-
dictie. 8. Nu existd. 9. m= —1%, n= % 10. Nu existd. 11. Se inlocuieste
xcu-x §i se obtine 4f(-x) + 3f(x) = clx|. Se formeazi sistemul de ecua-

‘ {4f(x)+3f(—x) = C|x[
T Bf)+af(=x) = dl|

+bbeR 13 f(X)=dx+@'b+d’b+..+ab +b). 14

- Se objine f(x) = 3] 12.f0) = 5 i) = x +

Floy = 2x-1,x22 _[3x-1,x22 15. f( )_‘ x+1l,x21
o= x+1, x<2 "’ g0 = x+3,x<2 = —x+3, x<1’
x-1,x>2 x, x21
g(x)= ;0 (8o NHn)= ; (fog)x)=
-x+3,x<2 2-x,x<1
x, x22 n, n par .
= . 16. (fog)(x)= . ; (g f)(x)=n oricare ar
4-x, x<2 0, n impar
-8, x<-=2
fine N 17. (fog)(x)=493x—2, —2<x<0, (gof)x)=-3,Vxe R
-2, x>0
18, (F o 2)0) 2x+5, x<-1 A 2x+4, x<0
A o x)= ) o x)= .
& x2+2x+4, x>-1 (& ( x> +4,x20
) L2 R ; Vx, x>4
19. f7(x)=4 2 220, () =9x+2 .
x-1,x>3 »x<4
x+3, x<1

21 ' (X) =<4 x+7 o1 22. a) f nu este injectiva deoarece f{0) = A5);

b) f nu este injectiva deoarece f{0) = A7); ) fix) = x(x* - 3x + 2) - 4 si se
vede ci f(0) = f(1) = A2); Ax) = X6 - 4) + 1= [0) = A2) =-2).
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) = fnu este injectivd; g(x) =

24. (x) =X (2x+3)+4= f(0)= f(—%

=g(y) =>x' =y = x =y = ginjectivi. 25. a) m = 2; b) f(1)= f(%) =

=2, fnu este injectivd. 26. Avem ci f, este injectivd dacim20sin>0; f
este surjectivi daci m < 0si n > 0; f  este bijectivd pentru m = 0 si n > 0.
27. 1) Daci il scriem pe a in baza 10 atunci b este ultima cifrd; II) daci a =
= 0 atunci ludim n = 1; a =1 ludm n, =1;a =2 luim ny=4;a=3, ny=
=4a=4,n=2,a=5n=4L5a=6,n=1a=7,n=4a=8n=4;
a=9,n,=2. 28 Presupunem ci f# 1, => 3)a € A, fla)=bcua=b.
Fie c € A, ¢ & {a, b}. Consideram functia g: A - A, g(a) =a, g(b) =c,
glc)=bsigx)=x,Vx e {a. b, c}; (g > Ha)=csi(fog)a) = b rezul-
tagofzfog 29.a)f(-1, 1) =[-1, 3 Al -2, 0D = [-3, 1], A[-2, 1)) =
—x+3, x<2

=(-3,3LA01.2)=@3.5). b) f(x)= {x_ DAL 3D =A11, 2] v

1, x>2
U [2,3) =A1L, 2]) U AI2, 3D) = (1, 2] Al-1, 3]) = [1, 4]; fl1, +o0]) =
-2x-2, x <=2, f([0, 1]) = {2}
=[1, +0]; f(x) =42, -2<x<1, f([—2, l]) = {2}; 30. b) Presupunem f

le, x>1; f([—3, 2]) = [2. 4].
injectivi. Fie b € AX) N f(Y); atunci b € f(X) si b € AY). Existd x € X si
y € Y astfel incét b = f{x) = f(y). Cum feste injectivi, atunci x = y si deci
x e XNYdecibefiXNY). Deci AX) N AY) cAX N Y). Cum AX N
N Y) c AX) N AY), obtinem egalitatea AX N Y) = AX) N AY). Reciproc,
presupunem {X N Y)= AX) N AY) oricare ar fi submultimile X, Y ale lui
A. Fie x, y € A astfel incat f(x) = f(y). Notam X = {x}, Y = {y}; rezulti
LX) = {fx)} siAY) = {y)}, de unde obtinem AX N V)= D. Deci X N Y= &
si deci x.= y, adica f este injectiva. 31. a) Presupunem functia finjectiva.
Fie b € {CA ’): Atunci existd a € CA' astfel incat b = fla). Decia ¢ A"
Dacid b € f(A") atunci existd a' € A’ cu b = f(a"). Cum f este injectivi, a =
= a'si deci a € A', contradictie. Deci b ¢ f(A"), adici b € CAA"). Deci
f(CA") = Cf(A'). Reciproc, fie x # y. Notim A’ = {x}. Deci y € CA'si

deci f(y) € f(CA) c Cf(A") de unde f(y) & f(A"); cum f(A) = {fix)}

obtinem Ay) # f(ix) si deci feste injectivd. 32. a) Presupunem f injectiva.
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Fie f,(A) =f,(A") unde A, A” € P(A). Avem f(A)=[A"). Fiexe A'=
= fix)=AA) =2 Ax) =AA") = Q) y € A" astfel incit fix) = Ay) = x =
=y=>xeA'=A'c A”. Analog se aratd cd A" c A".Deci f, este injec-
tivd. Fie f{x) = ), x, y € A. Daci A’ = {x}, A" = {y} = f.(A) = L(A").
Deci A'= A" = x = y = finjectivi. b) si c) se demonstreazi analog.

2x-1,x20 -x+1, x [0, 1]
33.2) f(0)= o' D f)=

“2x+1, x< x-1, x €(~o0, 0)U(1, +0)’
35. Functia h : Q — Q, definiti prin: A(x) = x daci x € Q\ Z; h(0) =0
dacix e N; h(x)=-;— daci x € Z\Nsi x par; h(x):x—;l dacix € Z\N

si x impar, verificd comditiile din enunt. Un exemplu de astfel de functie
este si h: Q - Q, h(x) = [x]{x}, unde [x] reprezintd partea intregi, iar
{x} partea fractionaré a lui x. 36. Presupunem prin absurd ci h este bi-
jectivd si fie p, 1 <i <5, numere prime distincte. Existd x, € Z astfel
incat h(x) = p, 1 <i <5. Deci fix)g(x) = p, si atunci 3x, x; € Z, x, # x,,
astfel incat fix,) = f(x,), contradictie.

Capitolul IV
NUMERE REALE

(Structura algebrica si de ordine a multimii numerelor reale)

a,

.
al(al+az)

8. Generalizare. Daci a,, a,, ..., a, sunt numere reale =

ay a

n

+ E— =
(a,+a,)(a, +a,+a,) (a,+a,+...+a, )a, +a,+...+a,)

a, +a,+...+a . s
B 9. Se arata ca produsul este egal cu
a,(a] +az+...+an)

[C2 —(a- b)2 ][c —(a+ b)] +abc

abc. .
duce 1a 9 abc, si deci produsul este 9. II) Dacid ¢* = (a - b)?, numiritorul
se reduce la abc, deci produsul este 1. 10. Dacid (@ + b+ ¢)* =a® + b* +
+ ¢ rezulti ci 3(a + b)(c + a)(b + ¢) = 0. Deci unul din factori este nea-
pirat nul. Daci b + ¢ = 0, atunci ¢ = -b, de unde ™' = -b*"*'. Fiecare
membru al egalititii se reduce la a**'. 11. II) Din @® + b* + ¢* = 3abc re-

. I) Daci ¢ = -(a + b), numiritorul se re-
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zultd -;—(a+b+c)[(b—c)2+(c—a)2+(a—b)2]=0, deundea+b+c=0

sau a = b = c. 12. I) Inmultim membru cu membru inegalititile: a + b >

> 24ab, b +¢> 24be, ¢ + a >2yca ; 1) Din a* + b* > 2ab, rezulti (a* +
+ b%)c = 2abc. Analog, avem (b + c®a 2 2abc, (¢* + a*)b > 2abc. Adu-
nim, membru cu membru cele trei inegalititi. IIT) Din a® - ab + b* > ab,
multiplicind ambii membri cu a + b, rezulti @® + b* 2 (a + b)ab. Analog,
avem b* + & > (b + Obc, & + a® 2 (¢c + a)ca. Adunim membru cu
membru cele trei inegalititi. 13. Din @ + b + ¢ = 1 vom deduce c&
1 b c 1 a c 1

a

1
—=1+ —: +1+— si —=3+£+1, de unde l+l+—:3+

a b ¢ ¢ ¢ a b ¢

c

a
( ) (é —] [ Jz 3+2+2+2=9. Egalitatea va avea loc
(& C

ab _a+b bc bA+c
<———, —x<
a+b 4 b+c 4

pentru a = b = E 14. Se observa ca

ca

c+ ﬂ

tea cerutd. Egalitatea are loc pentru a = b = ¢. 15. Deoarece a + b = 2,
rezultia-1=1-b.Dacaic=a-1=1-b,atuncia=1+c,b=1-c.
Inegalitatea de demonstrat devine (1 + ¢)* + (1 - ¢)* > 2. 16. Din seg-
mentele de lungime a, b, ¢ se poate construi un triunghi < a+b-¢ >0,
b+c-a>0,c+a-b>0. Asadar trebuie demonstrat ci au loc cele trei

. s Ca 1
inegalititi de mai jnainte < ab* + b°c* + ’a* > —(@* + b* + *) = a* -

2B+ A+ B - P <0 [@- b+ @*-(b-)l<0= @+ b+
+c)a-b-c)a+b-c)a-b+c)<0<=@+b+c)b+c-a)a+b-
- c)(a + ¢ - b) > 0. 17. Din conditia problemei rezultia #0,b#0,c# 0

sia+b+c# 0. In continuare, se aratd ca, din egalitatea l+%+l=
a c
=;. rezultd (b + c)(c + a)(a+ b) = 0. 18. 1) a”+b 2 +b <

a+b+c 2 2
<L ol )N +87) 0 a7

—b") 2 0. Pentru demonstrarea ultimei inegalititi se considera separat ca-

3
zurile: 1) m si n impare; 2) m si n pare; 1) Tn particular —;b - :b
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at+bt . a+b at+b at+ b
< i . <
2 2 2 2
cu membru se obtine inegalitatea cerutd. 19. Avem (a* - bc)* + (b - ca)* +
+(c*-aby’ 2 0si (@ - b + (b - ) + (- a°)* 2 0 care ne dau 2abc(a +
+b+)<at+ b+t +a b+ b+ Pasi0<at + b+ ¢ - abP - b -
- c*a*. Adunind membru cu membru ultimele inegalititi obtinem inega-

2 .
litatea din enunt. 20. \/(a +c)(b+d) < Jab+cd (\/E—\/E) >0.
Avem egalitate dacd ad = bc. 21. Ridicand la patrat ambii membri si fa-

‘cand calcule se obtine inegalitatea echivalenta 1/(l—a)(l —-b)<1-ab,

care ridicati din nou la pitrat este echivalenti cu: 0 < (a - b)>. Egalita-
tea are loc pentrua = b. 22. ) ab + ac + be <a®> + b* + & < (a - b)’ +
+(b- )+ (c-a)’20;1I) inmul;ind cu 2 si trecdnd totul in membrul al

. . R 2 . .a a;
doilea obtinem: Z(ai —aj) >0.23. Fiem= ﬁl‘g;‘ si M = max b

, de unde prin inmultire membru

i=1 j=i+1

. a; .. . .
Atunci m < -b—' <M, pentru orice i(1 <i < n), de unde mb, < a, < Mb,, ori-
i
care ar fi i. Insumam dupi i si gisim imediat inegalititile cerute. 24. Re-
zulta din problema precedenta. 25. II) Fie s un numair real pozitiv care il
scriem ca sumd s =a, +a, + ... + a,; a,, a,, ..., a, >0 (1). De asemenea,
s s s o s % « -
§=—+—+...+— (2). S& aritdm ca daci termenii a,, a,, ..., a, nu sunt
n n n <
(nor)

egali Tntre ei, atunci produsul lor este mai mic decat al celor din des-
X » “ s
compunerea (2). Si presupunem ci a, > a, 2 ... 2 a,. Dacd q, >;,
- A S . s .5 .
atunci in mod necesar a, < —. Fie diferentele a, —— si ——a, si si pre-
n n n

x s s 2 PN .
supunem cé t = ——a, <a,——. Inlocuim in (1) pe a, cu a, - ¢ §i pe g, cu
n n

s . u -
a, +t= —. Suma termenilor este de asemenea egald cu s, adicd s = (a, -
n

n-1

. s .
-t)+a,+ .. +a , + —, dar conform (I) produsul termenilor creste.
n

Astfel am ajuns la un termen (ultimul) egal cu 2 . Se continui procedeul
. n
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. T .. - . s
pand ajungem ci toti termenii trebuie si fie egali cu — pentru a avea
n

produsul maxim. 26. 11) a+b+c—3abe = (Va +¥b+¥c (¥a? +
57 A Yab—be ~¥ac) = LN +¥b + Ve Vo -2Vab+
A+ - 23be +Ye +¥a? —2¥ac + V) = ( a +¥b+c)-
{(%/5 o) + (Yo -¥e) + (Yo -¥a) } > 0. Celelalte inegalitati rezul-

ta din aceasta. Egalitatea are loc pentru a = b = c; III) Conform exerci-
a,+a,+.+a Y .
—‘——2——") , ceea ce este echi-

tiului precedent avem: aa,...a, S(
n

valentd cu inegalitatea mediilor. Egalitatea are loc cind toate numerele
sunt egale intre ele. 27. Este suficient sd demonstram cé (a + a')(b + b')-

3 .
(c+c)2 (\I3 abc +3\la'b'c') .Avem (@ + a(b+ b)c+)=abc +a'b'c'+
+ (abc' + acb' + bea") + (ab'c' + ba'c' + ca'b’). Pe de alti parte, (43 abc +

+3\/a'b'c') =abc+a' 'c'+3:{/azbzcza' ‘¢ +%/abca'2 b?c?. Acum folo-

sim problema 26 pct II). 28. I), II). Se foloseste problema 26. 29. Fie nu-
merele a, a,, ..., a, astfel incat p = a,a, ... a,. Din inegalitatea mediilor

avem a, + a, + ... +a, 2 n\/— iar p—\/‘\/— ‘/‘ 30. Rezulta din

(n on)

al+a;+1
T >a,
1 <i < n. Inmultind membru cu membru cele n inegalititi, rezulti inega-

inegalitatea mediilor. 31. Din inegalitatea meédiilor avem

2
. s e . .. . ... 4y a
litatea ceruti. Din inegalitatea mediilor avem inegalitatile —-+—+1>
a, a,
a, al a, a, . .
>3.—, ..., % +—"+123-— care inmultite membru cu membru ne dau
a, a g a, :

: . x 3 . . a,+a,+...+a N
inegalitatea cerutd. 33. In incgalitatea ~—2—"——">z/a,q,...a, , fnlo-
n
. .11 1 - .
cuind numerele a, a,, ..., @, prin —, —, ..., — se obtine inegalitatea
a, a, a

n
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cerutd. Egalitatea are loc pentru a, = a, = ... = a,. 34. Se foloseste pro-
blema 25. 35. Observim mai intii ci dacia > b >t > 0, atunci (a + £)* +

2 2
+ (b - 1)’ > a® + b* Tn particular, rezulti ci a® + b* > [é] +[%J , unde

s

. . s s
s=a+b.Feacum (1):a, +a,+ ... +a = ssi (2) ~n—+;+...+ =s.

n
(n ori)

Prin rationament analog celui de la problema 25, tindnd seama de inega-

litatea de fnainte, obtinem cé suma pitratelor termenilor din (1) este mai

mare decit suma pitratelor termenilor din (2). 36. Se foloseste problema

precedentd. 37. Trecind totul in membrul drept, inegalitatea devine:

2
Z(”.‘bj -a Jb‘) > 0. Egalitatea are loc numai cénd toate parantezele sunt
ij

egale cu 0, adica ﬂ=&=...=2—". 38. Aplicam inegalitatea Cauchy
1 2 n
Buniakovski din problema precedentd, pentru \/a_ ) ‘/;; Y ey ‘/Z si

1 1
Vo ya,
pentru \/;, J;, \/; si \/b_, \/b_ \/E 40. Se ridici la pitrat
ambii membri si se foloseste inegalitatea Cauchy-Buniakovski. 41. Se
aplici inegalitatea cunoscutd |a + b| < |a| + |b|. 42. Se ridici la pitrat
ambii membri. 43. Se ridica la patrat ambii membri si se aplicé inegali-
tatea Cauchy-Buniakovski. 45. Daci a, b € R se considera cazurile a > b
si a < b. 46. Se consideri toate situatiile de inegalitate care pot avea loc
fntre a, b, c. 48. Discriminantul ecuatiei este -(a - b)*- (b - ¢)*- (c - a)* <
<0, iar egalitatea are loc dacé si numai dacia = b = ¢. 49. Dacd a < b,
a+b

1
. T 39. Aplicim inegalitatea Cauchy-Buniakovski
all

a+b

atunci a < <b<vVa*+b* . Dacia=b=a=b= <va*+b*.

Daci a > b atunci b<a;b <a<va+b*. 50. 1) x1=——;-, x,=1;1I)

x2=%;III)x €0, 1;IV)x==%12; V) x, =-3,x,=-1; V) x € {-2} U

U [2,+). 51. ) x € [1, 3]; I) x € (-00, -3) U (-1, +00); III) Avem x €

€ —l, 3 3 IV) x €| —oo, _3 ] —1— +00 |; V) nu are solutii; VI) x € R
22 : o2 2
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VID) x € [-1, 3]; VIII) x € R\ {2}; IX) x € (-0, 0]; X) x e(—%, +oo);

52. 2) -5,000...; b) 2,8(3); ¢) -0,750...; d) 0,000...; €) 2,(45);
1706

f) -24,(904761); g) -10,(578947368421052631); 53. a) %; b) W=

853 309 124 31 42999 4 1

=—= ¢ ——~— d = ;€ ; =-
495 ) 929 ) 9900 2475 ) 9990 3000 750 &
919%, §4. a) - c) rationale; d) - k) irationale. Si demonstrim, de exem-

2 .
plu ci 4% este irational. Pesupunem prin absurd, ca #; e Q, adica

% = ﬂ, unde m, n sunt naturale (€ N), m, n > 0, iar (m, n) = 1. Avem
n !
3m® = 2n’, de unde rezulti ci 2 | m*. Dar atunci 2 | m si deci pptem scrie
m = 2.m,. Inlocuind pe m in egalitatea 3m* = 2 se obtine 3-2%m, = n*%
deci 2 | n. Dar 2 |m si 2 | n, contrazice faptul ci (m, n) = 1. 55. Si
presupunem prin absurd ci aceastd fractie este periodica, si fie p numa-
rul cifrelor din perioadi. Perioada trebuie sa contina si cifra a. De aceea
intre doua cifre a consecutive (de dupa virguld) nu pot fi mai multde p - 1
zerouri, contradictie. 56. Deoarece in sirul numerelor naturale- sunt nu-
mere care au oricite zerouri consecutive (de exemplu, 10" pentru orice
n), putem face un rationament analog cu cel de la problema precedenta.
57. Presupunem prin absurd ca in reprezentarea zecimald a unui numér
irational, fiecare cifri se repetd de un numdr finit de ori. Cum sunt doar
10 cifre, inseamna cd numirul are o scriere zecimald cu un numar finit
de cifre dupa virguld, adici este rational; contradictie. 58. Dacid 1 <a <
< b < ¢ £9 = numerele 0, ab0ab00ab000ab0000ab..., 0, abcOabc00abe...
sunt irationale. 59. a = 1,73205; b = 1,73205010010001... (vezi proble-
ma 55). 60. Si ardtim ca Intre g §i b este un numar rational. Fie m =
1

—-a

{ ! +1:[>—1—;deci m(b-a)>
b-a b-a b

Deci mb>[mb]>ma. Notim k=[mb] si deci mb>k>ma. Daci

(b—a)=1 = mb-ma>1.

k
k>0, atunci b>—>a. Analog, daci k<0. Daci k=0,0€(a,b).
m

Fie acum, re(a,b)m.Q si se(a,r)r\Q, de unde (r,s)c(a,b) cu
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. V2 . P
r,s €Q. Oricare ar fi m,n €Z,n#0,m#0 avem m—eQ. Fie £e
“n

e(O,s—r).Avem O<pf pf
' q

p2 2
2q

+—e(r, s)\Q, si mai mult, r+ 5
q

<s-r si ¢Q. Deoarece r€Q,r+

e(a, b) \Q. 61. Conform pro-

blemei 62, fie b e(a, \/5), respectiv b e(ﬁ, a), un numdr rational. 62.

- 2
Séi presupunem prin absurd ci \E +4/5 €Q; atunci (\/—3 +\/§) €Q, de
unde rezultd imediat ci \/E €Q, contfadicgie. 63. \/; —\/; €Q, daca
m si n sunt pétrate perfecte sau dacd m = n;\/; +\/; €Q,dacimsin
sunt pitrate perfecte. 64. Presupunem prin absurd ci Ja €Q; atunci

2 .
a= (\/;) €Q; contradictie. 65. I) Fie k=a+b,a €Q, b Q. Presupu-
nem prin absurd k €Q. Atunci b =k —a €Q, contradictie; II) Fie p:l .
. . o

. 1 .
Presupunem prin absurd cd p €Q; atunci o =— €Q, contradictie. 66.
p

Observim cid a—-b =(a+b)—2b; a+2b =(a +b)+b . 67. I) Conform
problemei 63, din Vb —+vb' =a'-a €Q, rezulti b=b'"; 1) Conform
problemei 63, din \/E +\/l; =a'+aeQ, rezultd cad b si b’ sunt pitrate
perfecte; contradictie. 68. n*+1=k* keN=> (n - k) (n +k) =-1, de

unde n—k=-1§i n+k=1, adici n=0.69.a) n=3;b) n=4.70. a)
primul; b) primul; c) al doilea; d) primul; ) sunt egale; f) primul. 71. a)

2
2,236 <5 <2,327; b) —2,237< -5 <-2,236; ¢) 0.400< = <0,401:
d) —0,400s—§<—0,399; e) 3316<+11<3317; ) -3317<-11 <

’ 7
<-3,316; g) 0,583< % <0,539; h) -0,539< T <-0,538;1i) L181<
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Si—?—<1,182 1)) —1,182£—§<—1,181. 72. a) x+y=5622...; b)

x+y=-0298....73. a) xy=1,509..; b) xy =6,866.... 74. a) 4,1815...;
b) 4,0599...; c¢) 2,1642...; d) 2,9027...; e) 0,4096...; f) 0,5098...; g)
5,3823.... 75. a) 2,449...; b) -3,872...; c¢) 1984...; d) -1,490...; ¢)
-5,916...; f) —2,732...; g) 1,740.... 76. Mai intdi se aduc numerele la o
formé mai simplid. Dacé notdm cu a, b, c, d, respectiv, cele patru numere
de la a), b), ¢), d), atunci: a) -5,1082<a <-5,1081; b) -2,0000<b <
<-1,9999; ¢) 2,7534<c¢<2,7535; d) -0,0939<d <-0,0938. 78. Ecu-
atia data se mai scrie 999(x + y) =272xy . Se aratd ci ecuatia nu are so-

lutii intregi, dar are o infinitate de solutii rationale. 79. a) Inecuatia este

. . |a - b} |a - b| : ) ) ) 5
echivalentid cu <~——. Cum a #b, inecuatia este echivalenta
|b+n| b
cu b=|b|<|b+n|=b+n; b) At 5©M<ec>|£_—b|<
n+n, |b + nol €

y» - b
<[b+n0|slb|+|n0[2n0 >Ia—|—|b|. Putem lua n, :|:Ia—|—|b|:|+1.

€ €
80. k=1(I+1),/ eN.81. Fie Ya +Vb +Vc =x €Q, atunci va +vb =
=x—+fc;deci a+b+2yab = x?—2xJc +c . de unde 2Jab = x* +c—
—a—b-2xyc . Printr-o noui ridicare la pitrat: 4x(x2 +c—a—b)\/;=
=(x* +c-a-b) +4x’c-4ab. Daci x(x’+c-a-b)%0 = Jc Q.
Daca x(x2+c—a—b)=0, atunci avem una din situatiile: I) x=0,
atunci f:JZ:f:o; II) x#0, atunci x> +c—a—-b=0. In acest
caz se obtine J— =0; deci \/; €Q . Analog, se demonstreazi ci \/;,
\/EEQ.Generaliwe. Daci a,,az,...,a,,,‘/-z;+...+\/2 €Q, atunci ‘/;,

JZ,...,J;:EQ 82. Fie p,qu,p#q si x= I%, y=n,\/q; . A-

tunci x"\/Z—, y"\[Z_ €N si x#y,iar f(x)=f(y)=0. 84. a) Ecuatia este
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- +3 -2 -2
echivalenti cu d ZSX <x +1 si x el = xe{11,14,17}
3 4 3, 3
-— 2_ -— —
x1 x—ﬂ<x—l+1§i x—leZ.Se obtine
3 3 3 3

IA

b) Avem conditiile

x =4 . 85. a) Presupunem prin absurd ci |a, ——;-an >l, oricare ar fi
1 €
ke{l,Z,...,n—l},ak € —oo,Ea"—E ] .Din k=n =

1
a,>¢, deci a, e(;a,ﬁz +oo) Din |a,|<e = a, € ( oo, —a ——)

Din laM —ai| <e rezultd ca toli g;,1<i<n, se gasesc intr-unul singur
din cele doud intervale; contradictie; b) Fie s, =a, +a,+...+q,, s

=a,+a,+.+a,_, —a,,...,Ss, =—a, —a,—.—a,. Putem presupune s, >0
si deci s, <0. Fie k astfel incat s, >0,s,,, <0 (dacid una dintre sume
<2a,|. Din 0 (s, 5,.)

rezulta cd una din cele doud sume s, s,,, are modulu

este nuld, problema este rezolvati). Dar |sk =Sk

o,

86. Ridicind la pitrat ambii membrii ai primei egalititi, obtinem

a+b :x+y+2\/5,a,b,x,yeQ De aici rezulti a=x+y,b=4xy,
b

x si y fiind ridicinile ecuatiei de gradul al doilea: x* —ax +Z =0. Pen-

tru ca si existe x si y rationale, este necesar si suficient ca a> —b si fie
pitratul unui numdr ragional. A doua egalitate se trateaza la fel. Avem

’ 2 _ _ ’ 2 _
\[atJl; =Ja+ a-b irJa a-b . Aceasta se numeste formula

2 2
radicalilor compusi. 87. Putem presupune a>0; deci ¢<0. Avem
0= a + b +£<a+b+c, deci a+b+c¢>0. Dar a+b+c+
m+2 m+l m m+1
+£=a+b+m+10=a+b—m+1a—b= ! a>0.
m m m+2 m+2
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b % +bm? + b 242m+
Avem f[ m )f(l)=(a+ +c)(am +bm +2m+cm m c)=
m+1 (m+1)

- (a+b+c)(E:zrriI)t:m—cm-C) = (m_+ml)2 (a+b+c) (a+b+c+—§1—) <0

a+b-2x, pentrux <a,

88. Dacid a < b,lx— a’ +|x —b| ={—a+b, pentrua <x <b, . Deci functia
2x—a-b, pentrux 2b.

atinge valoarea minimd —a+b, in fiecare punct al intervalului [a, b].

fn general, putem presupune g, <a, <...<a,. Daci n =2k scriem f(x) =

)+(|x—a2[+]x—a,,,,

cazul n=2, se giseste in final c3 functia isi atinge valoarea minimai:

)+..,+('x - a,‘| + 'x - aHD . Pentru

=(]x—all+[x—a,,

—a, —a,—...—a, +a,,,+...+a, in fiecare punct al intervalului [ak,am].

Pentru n=2k+1, scriem f(x)= (|x—a1[ +[x —a,,[)+...+(|x—a,(l +

+|)c-a,“2 )+|x—aM| . Rezultd ci functia isi atinge valoarea minima:
—a,—a,—..—a, +a,,, +a, ;+.+a, in x=aq,,,.
1 1 1 1 1 1 1
89. a) + +.+—>—+—+. . +—=—;
n+l n+2 2n 2n 2n 2n, 2
U ——

11 1 1(1 1) ( 1 1 ) [1 1)
—+ tot—=—(|—F— |+ —F——|+.H —+—||=
n n+l 2n 2[ n 2n/ \n+l1 2n-1 2n n

I[Sn 3n 3n} 1[3n 3n 3n:|
—_— — <= — 4=

== +...+ < +—+...
2| 2n? 2n2+(n—1) 2n? 2(2n* 2n° 2n®
1 3 3 3 31
=—(n+l)—:-—+—<—+——.De aici, rezulti inegalitatea din dreapta
2 2n 4 4n 4 n
relatiei de la pct. a); b) Avem evident ! + ! + 1.1 Apoi
. a); — —t—=—. i,
3n 3n+1 2n 2n n PO
1 1 1 (1 1) 11 1 1 2n
+|—+ <—+—+. . +—+—=—=2.
n+l n+2 3n-1 \3n 3n+l/ n n n n n

(2nori)
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. 1 1 ) 1 1 1 1
Pe de altd parte avem: ——+ +.+ =— + +

n+l n+2 3n+1 2|\n+1 3n+1

[ 1 1) ( 1 1 J ( 1 1)]
+ +— |+ +— |+ 4 + =

n+2 3n n+3 3n-1 3n+1 ‘n+l

1 4n+2 4n+2 4n+2

P 2 + 2 7+t 2 ke

2 (2n+l) -n? (2n+l) —(n—l) (2n+l) -n”

1| 4n+2 4n+2 4n+2 1 4n+2

= ~+ — .t s == (2n+1)—5=1.
2| (2n+1)" (2n+1) (2n+1) 2 (2n+1)"

90. Daci g=0 sau Jre Q este evident. Dacid nu, presupunem prin
absurd ci 2= p+qvr (g20.r eQ). Atunci 2= p* +3¢°pr++r -
.(3qp2 +q3r) = p*+3¢°pr=gq, q(3p2 + qzr) =0. Deci 3p*+4°r=0,
conLradié;ic. 91. Avem de gisit solutiile (a, b), a,b €Q,b=0ale ecuatiei
5a’ —3a+16=b". O solutie particulari este (0,4). Fie a=a,,b=b +4
si avem 5a} —bf -3a, —8b1A =0. Pentru (al, bl) # (O, O) avem b, /a, =

s . - 3n® +8
——-m/n,(m,n):l.lnlocumd bl=(m_/n)a1 = a,=LmZn, a, #0.

5n° —m

2
+8
a= 3"——”1-22, m,neZ, (m, n) = 1} . Alta solutie

Deci multimea <a >
5n° -m

S5a-3

poate fi dati daci scriem relatia 5a°> —3a +16 = b* sub forma —a

= b+4 :‘u, ueQ.92. Fie {x} =x —[x] ; atunci ecuatia devine x*—a=
a

=3_—{x} , de unde 2 <x’-x<3. Mai mult, se arati ci pentru x> 2,
x*-x>3 pentru x<—1,x3—x<2;pentru x=-1,x"-x=0<2; pen-
tru —1<x<0,x*—x<1si pentru 0<x<1,x*~x<1. Deci trebuie ca

1<x <2 si prin urmare [x]=1. Ecuafia inifiald se scriec x’ —1=3, deci
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1 1 1

1
x> =4 de unde x=%/z. 93. Avem s=—+—+.+-——=>——+
10° 11 1000° 10-11

1 S (1 1) [1 1) ( 1 1 j
+ +..+ S| ———|+|——— |+ H ——-— =
11-12 1000-1001 ~ \10 11 1 12 1000 1001

1

=L—L>Ol 0,001 = 0,099 . De asemenea, s <—— !
10 1001 9-10 10-11

1 (1 1) (1 1) [1 1) 1 1
= || =+ H =
999.1000 \9 10/ \10 11 999 1000/ 9 1000
<0,112-0,001=0,111. Deci 0,099 <s<0,111. 94. Daci a <1, atunci

.
a <+ya <1'. Presupunem prin absurd cé in reprezentarea lui Ja nu sunt

100
1
100 de 9 consecutivi, adici \/; <1l- (E) . Ridicand la pétrat obtinem

100 200 100 200 100
a<l- 2[i) + (-l—j . Dar, 1- 2[L) +"(i) <1- [L) si
10 10 10. 10 10

100
. 1 . . .
deci a<1- (E) , ceea ce contrazice faptul ci in reprezentarea lui a

1
sunt 100 de 9 consecutivi dupd virgula. 95. a) Fie N, = — > i
l+a+a
2 2
o (1+B)-p (1+a
5 =—11—B—2. Ficand diferenta: N, - N, = ( B) P ( - )7 =
1+B+p (1+cx+a2)(1+|3+[3“)
(o - B?) +oB(oe - B) ,
= >0 = N, >N,. b) Se demonstreazi analog.

- (l+oc+a2)(1+ﬁ+[52)

96. Este suficient si demonstrim pentru a,b,c €Z. Fie a+b§/;+

+c‘§/;772 =0. Separdm a si ridicdm ia cub. Se obtine ci p[ a. impir;im
egalitatea cu %/; si analog deducem p] b . Continudm in acelasi mod si
gasim p| ¢ s.am.d. Deducem ci oricare ar fi k N, p* | a, p* l b, p* | c
si deci in mod necesar a=b=c=0.97. a) x= [x] + {x},y = [v]+{v} .

unde 0< {x} { y} <1, sunt partile fractionare ale sumelor x, respectiv y.
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Atunci x+y=[x]+[y]+{x}+{“y}; {x}+{y}20 = [x]+[y]5x+y si
[x] [y]eZ Deci [x] [y] [x+y]'b)x=[x] {x} unde O<{ }<1.

Fie [x] gn+r, unde 0<r<n-1. Atunci [—]—q [[ ]} q si
n

x=gnert () =qnen, wde r=r+{c) <n. Deci, T=q+t, unde
o<ty H_ [[ ]J ¢ Daci x~[] <, aunci [H ] [+]
i dect [25]=2] i [2]-[o] =2{x]- ][] = | x+ 1] Dacs 2=
{2 atmei [x+ ] ] 1. [2x] = 2] +1 deei [2]-[x] = 2]+

+1- [x] [x]+l—{x+2} d) Fie m= [x] si presupunem ca m+l <
n

I+1 1
<x<m+——, unde 0</<n-1. Deducem deci ca x+[x+-}+...+
n n

+[x+n_1_1:|+[x+n_1:|+...+l:,x+n—1:|=(n—l)m+l(m+1)=nm+
n n n

P
+l = n(m + ——J = [nx] ; 98. b) n=4; c) 2 cifre nu sunt in perioada, iar 6
n

11 1 Z+d4n+2
sunt in perioadi. 99. — b= TTE G observi ci
n n+l n+2 n(n+l)(n+2)
numitorul fractiei este multiplu de 3, pe cind numdritorul nu este multi-
plu de 3. Numitorul fractiei, adusi la forma ireductibila, are factorii 2 si
3, de unde rezulta ci fractia se reprezinta printr-o fractie periodica mix-
td. 100. Observdm mai intdi ci este suficient si aritam pentru m=1. a)
.1 _ . % 1 _ 4,4, ap P -
Fie ;—0,(a,a2...ap), adica ;— 1071 , deci 107 -1= (alaz.‘.ap)

12
b) Cu o perioada de o cifra sunt 55 si % unde (a, 9) =1. Dacz“iy
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. . . bc -
acum, perioada este bc, atunci fractia este 9 Ea ar putea fi simplifica-
t4, eventual, printr-un divizor al lui 99. La numitor rimane un divizor al

1 .1 .
lui 99. Deci numitorul poate fi 3, 9, 11, 33, 99. fnsi la 3 si 5 perioada

are o cifrd. Deci riman numai fractiile de numitor 11, 33, 99, care au pe-
rioada de doua cifre, etc. ¢) Produsul a.doui numere cu perioadi simpld
este un numdir cu perioada simpld. Conform a), avem 10* -1=Mn si
10 ~1=Mn' si cum (n,n)=1, rezultd 10**) ~1=Mnn'. Mai mul,
(k, k') este cel mai mic numir cu aceastd proprietate. 101. Conform pro-
blemei 99. b), fractiile cu doui cifre la partea periodicd sunt cele de la
numitor 11, 33, 99. Daci la o astfel de fractie inmultim pumitorul cu 2,

1
5 sau cu 10, obtinem fractiile cerute in enung. 102. Perioadele lui 5 si

1 : 0
— au céte 6 cifre fiecare. Deci r__° si n__2° , de
13 i 7 999999 13 999999

unde £ == 103. Perioada avand n -1 cifre, ca resturi partiale la Tm-
p

pértirea lui m la n, Intdlnim toate numerele @, 1 <a <n-1, eventual intr-o
alti ordine. Cand apare ca rest un anume m, de aici incolo resturile
partiale sunt aceleasi cu acelea obtinute prin impartirea lui m la n.

Capltolul A\
FUNC’[‘IA DE GRADUL AL DOILEA. INECUATII
SISTEME DE ECUATII

2
-3)° =5, d) fix) = 0,5(x - 0,2)% + 0,28; €) fix) = -0,4(x - 1,25)* + 0,725; f)

2
LY. 79 1,109 11 43
S x| 4252 2) x=+, V -1 2
(x 20) g0~ VY [4 s) o x=-7 V( 2 4)‘°)
3 -39
,V(—, ) d) x = 1, V1, -2); €) x = 0,1, V(©0,1; 0,395): )

_ 2 < 7Y 57 2
LLa)yfix)=(x-1)*+35b) f(x)=—| x—— +—4—; c) f(x):;(x—

2 4
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1 1 7 _1 1
==, V| =, 3.a =0;b ;c o=——;d =7,
*=3 (3 36] ) Ve ) Yin ) Y in n ) Y oax

€) Vouu = ?; ) y,,, = -4 4. a) Pentru x € (-0, 1) U (5, +0) functia este

pozitiva si pentru x € (1, 5) functia este negativi; b) Pentru x € (-3, -2)
functia este pozitiva si pentru x € (-0, -3) U (-2, o) functia este negati-
vi; c) Functia este pozitivid pentru x € R; d) Functia este pozitiva pentru

x € R {2} e) Functia este pozitivd pentru x € (1, 4); f) Functia este

negativa pentru x € (0 2—5) 6.a)fx)=|r-2x+1|=x-2x+1;x,=

=x,=1, V1, 0) (fig. 1);

y4 r
o1 \\/ &
o L0 = V2,00 L0 a+vzZ,0 *
Fig. 1 Fie.2
—x* +2x+1, dacix e[l—Jz_, 1+J5],
b) g(x) = (fig- 2)
= 2x-1, daciix €(~o0, 1-v2)U (142, +wo);
©, T+ -

>
>

2,0 G.0) x

180



2 —5x+1, dacix (o0, 0]U[5, +),
c) h(x)= (fig. 3)

—x* +5x+1, dacix (0, 5),

3
2x2 —3x -1, daci x e(—OO, O]U[E. +°°),

d) k(x)= 3 (fig. 4)
—2x2+3x-1, daci x E(O, E],
e) (fig. 5); 4
4
e P
' R ]
e b
! ' 7.
! B T
o Lo : :
= N E !
-3-2 0 23 x __'1 3 -.t
Fig.5
Fig. 6

2x* - 25, dacix e(~w, —4]U[4, +),
f) f(x)=17, dacix e(—4, 3]U(3, 4], (fig. 6)

—2x* +25, dacix e(-3, 3);

Ay A

>
=y
=]
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x, daci x e(—=w, 0]U[1, +o),
&= {xz, dacix (0, 1); @7
b fG) ={x, dacix €(0, 1), (fig. &
x*, dacix e(~oo, O]u[l, +0);

x, dacix e(—oo, O],
i) f(x)=4 % dacix (0, 1), (fig.9)

1, dacax e(l, +oo);

x*, dacix e(~oo, -l]u[l +00),

)] (fig. 10)
D f@x)= 1, dacaxe -1, l), g
X dacaxe o, 0]u[2, +oo),
k) f(x)= (fig. 11); 1) (fig. 12);
2x, dacaxe 0,
u
y
4
) PR
1
i >
HES x
0 2 x

el
e

—

-
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7.a=1,c=-4.8.a=1,b=-2,c=3.9.a=1,b=-5,¢=6.10.a=1,
b =-8, c = 12. 12. a) Pe intervalele (-0, 0) si [0, +) functia este evi-
dent strict crescitoare. Fie x, < 0 si x, > 0, atunci f(x,) - fix,) =x, + 1 -
-x; - 1=x,- xJ <0, deci fix,) < f(x,) si cum x, < x,, atunci functia este
strict crescitoare pe toatd axa reald; b) Se demonstreaza ca la punctul a).
13. Se procedeazi ca la problema 12. 14. Pentru injectivitate se {ine cont
cd functiile respective sunt strict crescitoare sau descrescitoare.

[ ={

x—1, dacax e(—oo, 1),
m, daca x e[l, +oo);

x, dacix €(-oo, 1],
l+m, daca x e(l, +oo);

v1-x, daci x ,e(—oo, 1),
f‘S_](x): 1-x

——, daci 1, ;
5 acaxe[ +oo)
. 2++42-x, dacix e(—oo, 2),
Y 2-Vx-2, dacax 2, +oo);
15.a=-25,b=10,C=8;a=-l,b=10,c=-16.16.a)m=—-%;b)m=

G

7 12
= E; c) -4, —-1—3; d) 15; -3; e) -2; ) 173; g-2+ \/5; h) 0; 1) 12; -3; j)

-5 . ..
—;-1:k) 0; 2. 17. Se tine seama de relatiile ntre ridicini si coeficienti

la ecuatia de gradul II si se obtine: a) m; b) m + 1; ¢) m?* - 2m - 2; d)

Nm? —4m -4 daca X, 2x, 51 ~Vm? ~4m—4 daci x, < x,; €) m(m® - 3m -

-3) D m' - 4m’ - 2m® + dm + 25 g) m° - 5Sm* + 10m® + 5m; h) '"1; i)
m+
m=2m-2 . m’-3m’-3
= i 3 ™ 18. Se observi ci ridicinile ecuatiei
(m+1) (m+1)

date sunt pozitive. a) S=ylx;+y/x,, ST =x +x, +2xx, =m’+

+2Vm? +1, de unde |x, +4[x, = Ym* +2Jm* +1; b) s=‘/Z+g/Z:
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St =x, +x, +48xx, (\/Z+\/Z)+6 xx,, St =m’ +4§[r7+
+1ym? +24m® +1 +64m? +1, S=‘{/m2 +44m? +1Ym? +24m? +1 +64/m? +1.

19.2) - 49 =0, b) 22 + 5x = 0;¢) 1522 - 34x + 15=0; d) 14 - 17x + 5 =

N + +1 1
=O;e)9x“-6x-1=O.20.a)y,+y2=u=—m SV, =——=
XX, Sm-2 XX,
2 1 . . -
= . Sau se procedeazi astfel x = — si se fnlocuieste In ecuatia data.
Sm-2 y -
x,+x, -m+1 m+l —(m+1)5m 1
b + = 1 2 = — = N = x,+— |-
ARl 2 sm-2 2(5m-2) 7"
1 25m* 4m-3 ~(m+1)(5m—-2)
X, +— |=——=; C +y, = , = 3 d
[ 2 xl] 2(5m—2) ) ity > N2 4 )
XXy + X2 + X2+ 2%, (x, +x2)2 (m +1)2 X tx,
ntyn= = = s Y Vo =
XX, XX, 2(5m-2) X,
x+x, S° (m+1)2 X +x;  m’—18m+9.
: =—= s Yty = = =L
X, p  2(5m-2) XX, 10m-4
~(m+1)(m* - 28m+13) 8

nty, = W, = s 2l a)x € (-0, -1) U

(5m-2) (5m-2)

v (—% +oo): b)x € R; ¢)x e[—oo, _1—6@]U[_1+6JE’ +°°]; d)

xeR;e)x e(—oo, ?)u(l, +); f) [—1, %J, g) x 6(2, %], h)x e

€ (-0, -7) U @ +0); i) x € (-6, 6): j) (1-+5, él)u(-l, —%Ju
u(O, l)u(l, 1+\/§); k) x e(—i—, +00J; 1) x e(—'oo, —2)u
u[_l_‘/g, l]u[%l/—g— +oo]; m) xe(—oo, S—JE)U

2 2

u(5+\/E, +00), 22. a) x (-0, ~2)u[%, %Ju(l, +); b) x:;_l;—;
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7-J13 2) (2 9-y21
c) xe[_ , E]U[E _—
e(-o0, ~1- \f_] [1-411 -1+J—] [1+\/_1 +o) 23.4,<0; A=

=-y’+4y-m+4<0. Se pune A <0, unde A este discriminantul ecua-
tiei -y* + 4y.- m + 4 = 0, deci A =-4m+ 32 < 0; m € (8, +). 24. Se

]; d) x € (-0, -4), e)x e

5
procedeazi ca la problema 23. si se gidseste m E(Z +oo). 25. Se no-
. . 4 2
teazdx’ - 4x + 5 =1 i se obine 1 €[~1, 0)u 5 o) de unde -1 < x™-

-4x+5<0saux’-4x+5 2% si se obtine x € R. 26. [0, 2]) = [0, 1) v

w1, 2]) =[-1, 0 b) A[-2, H] = Al-2, 1) v [1, 4) = [-1, 8], ) f[1, 6]) =
= [-1, 24]; d) A[-10, 0]) =[O0, 120]. S-a tinut cont ca functia este strict
descrescitoare pe (-0, 1) si strict crescétoare pe (1, +). 27. f([-4, 0]) =
= [3, 35); b) A[L. 6]) = Al1, 2) v [2, 6]) = [-1, 15]; ) A3, 5]) = [0, 8]
d) A3, +) = [0, +); €) f((-%0, -1]) = [8, +o0); £) A (-0, 3]) = A(-o0, 2) w

4
Ul[2,3)=[-1,+40).28.a) A=49,y_ = —4— Im f= li 49, +oo) . b)
A=-3,Imf= [% +oo); c) Im f = [3, +); d) Se egaleaza fractia cu m

si se obtine x’(1 - m) - x(2 + m) - (3 + m) = 0. Se pune conditia A > 0; m €

2+2413 —2+2J1—3 4 242413 2+2V13 |
€ , deci Im f= 3 3

3 ;e)Im f

2

I:l J_ 1+\/_:| f)Imf (—oo -2- \/—] [2+\/§ +oo) g) Pre-

supunem a < b si obtinem Im f = (-0, a] U [b, +o). Daci a = b, Im f =
= R\ {a}. 29. Se pun conditiile ca discriminantul de la numitor si de la
numadritor sa fie negativ si se obtine m € (1, 2). 30. a) Se arata ci discri-
minantul numitorului este negativ pentru orice m € R. b) Discriminantul

de la numiritor si fie negativ: m € (—-l—s/i, —l+\/5). 31. Se giseste

Im f in functie de a, Im f = [T";z, 3‘%6] daci a > -1 i Im f =
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—-a+22_3 si 3a;b_2

| 3a fg - —a+2
35’
in cazul cind a > -1 i se obtine a € [-1, 0]. In cazul cind @ < -1 se pun

3a+6 . —a+2
>-3 si

], a < -1; se pun conditiile

conditiile < 2 si se obtine a € [-4, -1). 32. Fie

2
y= 3‘x_+2mxl_+_ri; se obtine (y - 3)x2 -mx +y - n=0si se pune conditia
x*+

n+3—-‘/(n—3)2+m2 n+3+‘/(n—3)2+m2
A 20;Imf= > s 5

leaza aceste valori cu -3, respectiv 5 si se obtine n = -1 sim = +44/3.33.

; se ega-

a € [1, +o) - {%}.34. a) a = 1 atunci C:%(2m2+m) sib=|2m+1];

S=-Pm+1|,P= %(2m2+m) = ecuatia X’ + [2m + 1| x +%(2m2 +2) =

=0;b)Pt.m>—l:me -2, _4 si| -2, _4 N —l, +o0 =
2 11 11 2

. 1 3-v73 1 1 3+473 ) .
Daci m<-— >me (-0, -2)u | ——, ——|U | ——, ——|si
2 2 2 2

2
3-473 1

—5] 35.a) A=m’ - 6m + 1; deci rezul-

deci m € (-, -2) U (

2
2(m+1 8
tim, ,=3+242. 5= ( ),Pz——‘
i m m
m AlP|S Natura si semnul riadicinilor
-00 +1- |+ x, X% €R x,>0,|x,|>]|x,|
+
-1 +|-10 m=-1,x,x,€R x,<0,x,>0,|x,|=x,
0 +|-|-|me(-1L0),x,x,eR x,<0,x,>0,|x,|>x,
322 [0 [+ [+ rddicini egale si pozitive
-+ |+ _nu are ridicini reale
34242 | O [+ [ + ridicini egale si pozitive
+00 + |+ |+ radicini reale distincte §i pozitive
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x+x,=m+l

b) m € (3—26’ O)U(3+2J§‘ +W)- 36. { x1x2:m2 §l

+y,=m+3 . Zro+2
NTR =M si se obtine m € [-1, 5]. 37. Se obtine OL—OLTSO
W, =12m+11 o—0L

o€ (o0, +0)si -1< 2‘”3 =S a e (-0, -1] U (0, 1); (-0, 0) L
o —o =
U (1, +0) N (-0, -1]1 U (0, 1) = (-o0, -1] deci o € (-0, -1]. 38. m, = 3,
m, :%;b)m € (0, 2).
(5x-2)" +6(5x ~2), daci x < —%,
39- (f°g)(x)= —2(5x—2)—5, daci —%stl,
~2(x? ~3x+4)-5, dack x>1;

(x2 +6x)2 —2(x2 +6x)+4, daci x e(—oo, —B—Jﬁ)

(gof)(x) =1 5(x* +6x)-2, daci x e[—3—\/13, —3)
5(-2x-5)-2, daci x €[-3, +)
(4x —2)2 -1, daca x e
40. (fog)(x)= 0 5 Z
(fog)x) (3x 2) 1, dacd x e[O, 3
532 o) 5 2
5(3x 2) 1, daci xe(J; ]
3(x2-1) -2, daci x e(~w, —1)
(gof)x)= 4(X2 —1)—2, dacix €[-1, 0)
4(-5x-1)-2, daci x €(0, +oo]
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4

4x?, dach x e(o, %] Y
41. (fog)(x): 1 1 C

—, dacd x e[— )

ACL 1) 1
2x*, daci x e[o, %) 10 x
(e=9))=1 | 1
E’ daca x eI:E, ) Fig. 13
m-1 1 . .
2 y=—— m>0,m= P = y < 1. Pe semidreapta |AO se gasesc
m -y

varfurile parabolelor cu ramurile in sus §i pe semidreapta |AC varfurile
parabolelor cu ramurile in jos. (fig. 13). 43. Se pune y_, >0, y_, =- m +
+3m-2decime (1,2).4d. a)x =m-2,y  =-m +5m- 6 deci

parabola este y = - x* + x; b) y__ =-m2+5m-1m20dccime(-oo, 2)u
VU (3,+0).45.A>0,A=4(m" -m+1)>0,(V)me R. 46.a) x_, =m -
-l,ym=-m2+3m->1;parabolaestey=-x2+x+l;b) Se aratd ci y_
2m-1 —l
om0 am

— A .
este mai mic decat 7 pentru orice m € R. 47. x, =

x, =y, 8 m:%.48. A>0,A=24m - 36, me(—%, +oo]. 49. A >0,
(V)yme RsiA= 36 50. A=0, A =4m’- 4, m=1,m,=-1, fl(x)-x -
-2+ 1, () = 424 Lx . =1x_ =-1 51 m—-l 52. Se gisesc
punctele de intersectie ale curbelor A(l, 2) §iB(3,14).53.x, =2,y =-1,

|AB| = 2, IDV| = 1. Aria triunghiului VAB este 1 (fig. 14) Aria dreptun-
ghiului care are lungimea | AB | si litimea | DV | este 2. Deci aria para-
bolei cuprinsi sub axa Ox care este S va fi cuprinsi intre 1 si 2. 54. E-
cuatiile sa aibd o ridicind comuni: se giseste m = -2. 55. Se aratd ci
ecuatia x’ - 3x - p = 0 nu are radicini rationale. 56. Se duc paralele la
axa yy' prin punctele x = 2, x = 3, x = 4 (fig. 15). Aria se aproximeazi
prin ariile a doud trapeze dreptunghice si a doud triunghiuri dreptunghi-
ce si aria dreptunghiului care are ca bazi segmentul | AB | si Tndltimea | CD |.

57y, = ZOmA9 ) S 9 m e (5-2v11, 5+2411). S8

-4
o= Ty 4% decim=+1,m=+7.59. Se pun
m m m '
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A_H,ZI?E _
[(E B ST x
\-Hf
ayr
o]
Fig. 14 yIMD N
conditiile a < 0, y_, < 0; m - 1<0; Fig. 15

. 5
4lm +5 <0, se obtine m e(—oo, —ZJ 60.0)y . <0,y . =-(m+
-—m

+1)<0decim e (-1, +0); D A=0,m=-1;I) x_ =m- 1,y =-(m+1)
si dreapta este y = - x - 2. 61. I) A > 0O, oricare ar fi m € R; A =4; II) Se

Yumin =

pun conditiile A > 0, af(1) > 0, _Zi <1 se obtine m € (-0, -2) U (-1, +).
a .

2V3) (243

62. Se pun conditiile a > 0si A < 0; m e[—w, ——)U[—, +°°]

3 3
243

=>m G[T +oo]. m € (1, +0). 63. Conditiile care se pun sunt A <0

sia>0sauA>0,a>0,5<0, P>0. Se obtine m € (1, +). 64. Se pun

1+\/§

2

conditiile de la ex. 62; m e[—l, ] 65. Se pun conditiile de mai

15
>
conditiile A<Osia>0sauA>0,a>0,§5>0,P>0.68.A<0,a<0;

sus; m € (1, +o). 66. A <0, a <0, m e[ 1). 67. Se pun
5 ..
el l, 3) 69. Se pun conditiile A <0, a < 0; m € (-0, -1]. 70. £ sur-

jectivi pentru orice m € R; f_ injectivd pentru orice m > 0. Pentru m > 0

m—"m2 +4(1—x)
2
x—1 daca x>1

f, este inversabili si f,'(x) = , dacd x<1 171, Cele



_3m-4 _ —6(m—l).

= = - b-
n-1 n-1 3(2n—4) €0

doud ecuatii au aceleasi solutii deci
)

tinem=2, n= % 72. Se procedeazi ca la exercitiul de mai sus; m = 2,

n = 1. 73. Pentru a fi indeplinitd conditia, ecuatiile trebuie sa aibd o
radicind comuni sau doud. Doud nu pot si aiba deoarece coeficientii nu
sunt proportionali. Pentru prima conditie m, = -19, m, = 5. 74. Ecuatiile
au o ridicind comund; m, = -1, m, = -2; se verifici cd A, >0, A, > 0. 75.

m e[——oo, —l] U {2}.76. a < ‘/g_l
2 2

si obtinem o ecuatie in z, cu rddicinile z, = x, - 1, z, = x, - 1. Avem: a)
x, 21, x, <1 dacd si numai dacd z, >0,z,<0; b) x, 2 1, x, > 1 daci si
numai dacd z,, z, > 0. Deci problema se reduce la studiul semnelor

ecuagiei‘ in z. Se obtine m € (-oo, -2]. 78. m e[—3, —2\/—27).‘79. A <0, iar

,a>1.77.Pentru A>0, fiez=x- 1

pentru A > 0 vezi indicatia de la ex. 77; m € (-2, +oc]. 80. m e(ZJZ_, 3]‘

81.m € (-, 0]. 82. A < 0; m € (0, +oo]. 83. Discriminantul ecuatiei este
pozitiv; suma si produsul ridacinilor sunt pozitive. 84. Se arata ca A > 0;

2 20 2 2 . 22
=la+@®-o)lla + (b +c)) 85 x, <2<x;, me| —oo, 3 U (5, +00).

86. m € [-1, 1]. 87. Pentru A > 0, fie z —x-t unde -1 si 1 sunt capetele

x+1
. L . AN Y oux s o =1
intervalului si obtinem o ecuatie in z cu rddicinile z, = J"—l
X, +
-1 . . . «
L= % . Avem: a) z, € (-1, 1) si z, ¢ [-1, 1) daci si numai daci z, <
x, + B

<0,z,20;b) z, z, € (-1, 1) dacd si numai daci z,, z, < 0. Deci proble-
ma se reduce la studiul semnelor ecuatiei in z. Se obtine m € [-1, +).

88.m e [—% —1]. 89. f(-1)(1) <0, m € (—i, +oo). 90. A <0, iar pt.

A >0 vezi indicatia de la ex. 87, m € (-0, 0) U (%

) +oo).91. A 20,A,>

20 atunci A, 20, A, = b’ - dac; A —b - 4a'c? Az—bb - 4aa'cc'. Se
obtlnebb'2 4b2 o -dach” + 16aca >0:>bb’ -4aa'cc' > 4a'c'b’ +
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+ dach” - 20aa'cc’ > ) si tinand cont de b” - 4ac > 0 si b” - 4a'c’ 2 0 s¢
obtine A, 20.92.x, <x, <1;me (-0, -1). 93. 0<x, <x, < 1,me

e(i 2). 94.A<0saux1<0<1<x2;0<l<x,<x2;xl<x2<0<l;
4

me(-2,3)\{-1,2}.95.5<x,<x,<7;5<x, <7 <xy;x, <5<x,<T7

m € [5; 5,4]. 96. Valorile lui m obtinute din A < 0 se reunesc cu cele
2

date de conditiile: A > 0 si x, x, ¢ (-1, 1). Gdsim m e|:—1——(— 0}

99. Cum x* - lx | + 1> 0existd x; € A, x, pozitiv. Fie A = {x, x,, ..., x}.

Deci x, este pozitiv si cum xn2 -x, + 1 € A rezultd )c"2 -x, +1<x,de

» - 2 .
unde x = 1; asadar x , < 1. Dacd x 20, atunci x " -x  +1 € A si,
n n-1 n a n-1 n-1

cumx, ’-x,  +1>x  avemcix, ’-x, +1=1;decix, =0 Daci
x,, <0=x  =-1. Se deduce imediat cd A ¢ {-1, 0, 1}. 100. Sistemul
are solutie unici: x =2, y=1.10l.ayx=1,y=2;b) x, =0, y, = 0;
5 5 11 9 2
Xy = —, = ,cx=1 —Zx N :—;d X, =—-—,
2= =570 . 2=y 2Ty 9 =g
13

Y =—?; x =1y, =-1 102. a)x, =2,y =1x=-2y=-1

7 19 7
= —p=, =— =—=——, b = 1 = 2 =-
i 5V7 »s 547 e 5V7 o 57 yn=ho &

-1
-l,y,=-2etc;c)x;=3,y,=4,x=y=z= Ex =-3,y,=-4;d)x, =1,

=6,x,=-1,y,=-6;¢€) x= P ,y= d H =
g 2T ) VP +pa+q’ ¢ Vp* +pa+q’ 0
=lLy=Lgx =2y =>Lx,=-1Ly,=-2,h)x, =16,y =4, x,=4,
y,=16i)x, =2,y =-5;z,=-4x,=-2,y,=-1,2,=0; j)) x =3,y =3,
z=3Kx =2,y =-1,z =-3x=-2y=112 =3 104

1
=¢—Jabc(b”];y=¢l\/abc atel =+l abd 212 10,
2 bc 2 ac 2 b

a
Se substituie x din ecuatia a doua in'prima si se obtine 2y2 -2y(a-2)+ 4+
+d - Z(1 + 2a) = 0. Se pune conditia ca ecuatia in y sa aibd o singuri
solutie reald deci A =0 si sc obine -4z’ + a”) + 82(1 +a) = 0. La fel A = 0
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1z= l; y= —%, x= ——;—. 106. Se substituie z din prima ecu-

1
2 2
atie Tn ccua;iaadoua SE -2+ 1)+ -2y+1)=0,adicix=1,y=1si

S (B

sistemul are 3 solutii, iar pentru a = 2 are 2 solutii. 109. a) x =

1 -1 1
=T;b)x,=2,y,=-3:x,=3,y,=-2;¢) x, = E,y1= g;x2=g,y2=

= a=-

= % d)x, =2,y = 5; x,=35,y,=2;¢€) Se descompun primii membri fli
ecuatiei si se formeaza patru sisteme de ecuatii; se obtine: x, =0, y, = 0;
x2=1,y2=1;x3=-1‘y3=-1;x4=-w/§‘y4= ﬁ;x5= ﬁ,y5=-ﬁ;
Dx, =1y =2x,=2,y,=1,g) x=1, y = 1; h) Se impart cele doud
ecuatii si se ajunge la ecuatia ?.xz - 5xy + 2y’ = O si se obtin solutiile x, =
=2, y=Lx,=1Ly,=2,i)x,=0,y,=0,2,=0a;x,=0,y,=a,2,=0;
x,=a,y,=0,2,=0 110. (1, 1). 111. (2, -3, 3); (1, 0, 0). 112. a < -1.
113. Se imparte prima ecuatie la celelalte doua si se obtin ecuatiile y =

1
=2 = ituie 1 1 1€ si1 a - -
2x, z = 3x. Se substituie in prima ecuati€ si se giseste x m Y

2 ——3— 114. Se ridici la puterea p sirul de rapoarte egale,

Woas*~ Woas
p_ b

P . . . . . X
se aplicd proprietatea sirului de rapoarte egale si se obtine: — =

n
a
 ar
i=1

115. a) Se rezolvid ecuatia a doud tindnd cont de

ab

deci x, = .
i/Za.-"
i=1

prima si se obtine x = 1, y = 1 etc.; b) Se tine cont de cazurile x < 1, y <
<Ll<x<2,y<lix>2y>lLix<l,y>l;1<x<2,y>1;x>2

—\/5 _ —3+w/3—3_
2

. 7
y>13ise obtine x, = S N =

etc. 116. x, =x, = . . . =

=x,=1 117. Se inmu!;esc ecuatiile intre ele i se obtine: x -x, ... x =
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= "’dalaz---“n ; se Tmparte ecuatia obtinuti cu fiecare ecuatie in parte si
a,a,...a,
se obtine x, = N2 118. Scriem 24x, -1 +2- 2,[x2 =22 +

2
+ + 2n )c,,—rt2 = x + x, + + x; (,/xl— —l) +

2 2
+(\’x2 -2 —22) + ..+ (,/x" -n’ ~n2] = 0. Se egaleazi fiecare
ﬁ 2 2. a \/—

termen cu zero. 120. A, + A, = —(Zx -2ax+a’)y, = . 121. Se
aplici relatia lui Stewart in A MBC, MD = x (fig. 16).
MB*-CD + MC*-BD = MD*BC +
A + BD'-DC-BC. AD = m. MB* +
+ MC = 2MD* + 2BD’. Adu-
nand MA’ la ambii membri, se
obtine MA> + MB® + MC® =
= MA’ + 2MD* + 2BD*; MA® +
+ MB? + MC® va fi minimi cand

B D C MA> + 2MD* = (m - x)* + 2X°

Fig. 16 "~ este minimd (BD = ct) = x =

= % =MD= %9 . 122. Se noteazi: d(A, M) = x, d(M, B) = 20 - x si se

gaseste x, = 200 m, x, = 10,5 (y, = 10(;k VY, = 81k 5 » reprezenténd
x (20-x)

intensitatea luminoasa a sursei A, respectiv B). 123. O centrul cercului.
Se noteazd OM = x, MB = 10 - x. Se giseste A < 50n cm’ (deci M coin-

2
cide cu O (centrul cercului)). 124. R, = % R, = 207 al ,A= MT +
(20 - x)’ o
+ a7 ; aceasta este minima (A > 50m) pentru x = 10 (fig 17).
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Fig. 17 Fig. 18

125.A=LI=60L-L*, [*-60L+ A =0, L e R; A <900 m* pentru L =
=30, = 30 m. 126. Se noteazi |BC| =a, |AD|=h, 1PQ| =x, f
|AE| = h - v (fig 18). A\ypq = *y §i se obline din asemdnarea tnun-

hiurilor, x = 4 h—y). Atunci ay’ - ayh + Ah = 0, se pune conditia ca
g h P t

h h
> 0 si se obtine A > HT si aceasta pentru y = —2— (tdierea se face la ju-

mitatea inaltimii). 127. P = 2L + 21, A = L si se obtine 2°- Pl + 162 =
=0, L € R; se pune conditia ca A,> 0 si se obtine P > 36, P = 36 pentru
I =9 si dreptunghiul devine patrat in acest caz. 128. Se noteazi cu x, y
minimum de zile in care se poate transporta marfa prima masini,
respectiv a doua masini. Se obtine l+l=% si 2400x + 5400y = k
x oy
(cantitatea de benzini misurati). Se obtine 2400x” + 15000x = k(x - 5).
Se pune conditia ca A > 0 si se obtine k (minim) = 720 litri pentru x =

12% zilesiy= 8% zile. 129. Notim AC = x, atunci BC=7-x, AD =
y si BD =5 -y (D e |AB|, (fig 19); se giseste I =

V-24x? +168x —144
= siA=
5
_s'6
2

Notam: BD = x, B

1

—6x> +12x-36 . Aria maximd adicd A =

5

dacid x = = E sil= V6 . 130. Fie inéltimea AD (fig 20).

7y
2
C=
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D
x 1-x
I
ATy D 5y B A B
Fig. 19 Fig.20 -

. . S
Perimetru este 2p. Dacd S este aria atunci S = rp = r= —-r va fi

AD-BC _ x(m —x)m
2

- ~ . 2
maximi cind S = va fi maxim. x(m - x)m" =

3
_x=2Z sp=2C.
—2m 2 2

131. Se aratd ca x> \/E: wa/E, zzﬁ. Analog se aratd ca sistemul

2.2 3 . .
= -m'x" + mx va fi maxim pentru x = —

admite §i solutia x = y = z = —v/2 . 132. Se observa mai intdi ci x, y, z,

1 .
au acelasi semn. Se deduce apoici x =y=z,deundex =y =z = y si

x=y=z=-%.133.a)Searatz‘1céx23:>y23§i z 2> 3. Prin adunarea

ecuatiilor rezulti ci x =y =z=3.b) (-1, -1, -1).

Capitolul VI
PUTERI SI RADICALI
3x-2 b b-
1. a) l',b)ﬁ;c)g;d)é.l.a)( ad 2)2’)([”- );b) 2l a);
2 121 3 6 ab”+y ab
b-a)’ +a®
YR S (———'iT‘L.s.a) 2 b) 0. 4 80y +
x—y a-1 (b—a) 24 9

+y +7%). 8. 16[ab(@ + b%) - cd(c* + d)]. 11. a) primul este mai mare;
b) primul este mai mare; c) primul este mai mare; d) sunt egale; ¢) pri-
mul este mai mare. 13. Daci n este par functia nu este injectivi si nici
surjectivi; dacd n este impar functia este injectiva si surjectiva. 15. a)- |x +
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+2]:b) lIxl - 315 ¢) |-2¢% + 3x - 11; d) [Ix*] - 3x + 2|. 16. a) Dacd x < -2
suma este -2x; daci x € [-2, 2] suma este 4; dacid x > 2 suma este 2x;
b) dacd x < -3 suma este -5; daca x € [ -3, 2] suma este 2x + 1; daca x >

1
> 2 suma este 5; ¢) dacd x e(-oo, 5] v [1, +o0) suma este 3% - 2x +
+ 3; dacd x e(-;— ) suma este -x> + 4x + 1. 1. Vezi exercitiul 16.

18. a) x € [1, +); b)xe(—oo, i:l;c)xe(——oo, -g}d)x e R; e)x €
eR;HxeR g)re (o, 1] U[4, +o) h)x (~oo., JE]-,i)xe 1,2] v

U B.+o)jxels +mrkxe (<o V2] U[V2, +e0)iDxel2 +oo)
m) x € (-00, -9] U [5, +0). 19. a) al doilea; b) al doilea; c) egale;
d) primul; ¢) al doilea; f) al doilea; g) primul. 20. a) ¥6, ¥4, ¥/280;

b) {54, w/§, %/2—5; c) lﬁ, %/Z \/5 21. minus; plus; minus; minus;
daci m > nz, este pozitiv, iar dacd m < nz, este negativ. 22. a) primul;
b) al doilea. 23. a) 6(7\/5 - 29) : b) 1. 24. a) Se ridicd ambii membri la

§/2-332, iar membrul

) 1

pitrat; b) Membrul sting este egal cu
8/5
5

drept este egal cu %(1+§/§—§/3_2). 25. s/g—\/i 26. ﬁ+s/5 27.
Vaa+ —,[ 4a+1)- 1< 4a+1 +1] 2a+1. La fel y4b+1<2b+1,

Vdc+1<2c+1. Adunim apoi inegalititile membru cu membru.
(x+l)m'b (X“Z)m. X+4/y+2
(x-1Wx+2" 7 (x+2)Yx-4 R

se mai poate scrie a” - b” = (a - b)@™" + a®’b + ... + b™"). Dupi simpli-
ficare se obtine a®' + a™%b + ... + b™" si tindnd cont de a > b > 0 se
obtin inegalititile. Ficinda =n + 2, b=n+ 1s§im = n + 1 obtinem
n+DR+2)">@+2)" - (n+ 1™, deunde (n + 1) > (n + 2)°, deci

28. a) . 29. Numaritorul
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Wntl>Yns2. 30. a) yav2+2v6 = {2va+243 =42(V3 +1);
b)3+2\/§;c)472‘f§;d)\/g—Z;e)s/g—l;f)5+3\/-2_.31. Se aplici

formula radicalilor compusi §i se arati ci numirul este 6.

2 v Vit b 4+f)(2ﬁ+3ﬁ+9)

-23

TSR JE(—«E+J5+~B)_ o 33537 V6 +12
3 '

¥2-1:d ;
o V2 6 23

35.Y3+3¥3 +{3-13 < 1,6 + 1,2 = 2,8 < 2¥/3. 36. Se aplici formula

7 _—
radicalilor compusi si se obtine numarul egal cu 3 37. Se aplici for-

mula (@ + b)’ =a’ + b’ + 3ab(a + b). 39. a) Se noteazi numirul cu u si se
ridica la puterea a treia de unde u = ”s/—; byu=-2.c)u =242; dyu=1.

a0 204D ) (5 G)F B ) 0 V-V
(3J9+4J§+J9—4J——1)
) 10

o J(E) 53V +9):
f) _i(%+\/§)(3%/§+93\/§+9)§ 8 3_2/5; & 752(‘/_+9)

41. Punem a = u, Yb=v, V_ = w si folosim identitatea 1’ + V' + w’ -
- 3uvw = (u + v + w)(u + V4w o ww - owu - ), Obtinem

1 Va* +* +{c® ~Yab—Yac -Ybc
VE+§/E+§/— a+b+c) 3\/;
inmultim nwmiritorul si numitorul ultimei fractii cu (@ + b + o) +
+3W(a +b+c)+93a’b’c? . 42. Se poate proceda ca la exercitiul pre-
cedent. 43. T) Pentru rationalizare se aplici formula x* - y* = (x - y)(x"' +

a"'+a" b+ 4 b

. Mai departe

+ Xy 4 + y""); se obtine s 1))
a" -
(\[;+i/;)(a+3\/a2+%)
@D a4, Jx+2dx- :J(x—l)+2\/x—-1+1=
a\a — ,
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=‘f(\/x——7+1)2 =\/:+l; Jx—ZJr:'m—ll; expresia este
2

3 A1 ) 1
egald cu T 45. a) £ = m daca x 6{5, 1];
fi(x) _2x-1

fz(x) Jax-1’
existentd ale ridicinilor x + 120,1- x> 20, Yx*+7-2>0 rezulti x =
= -1, care verificid ecuagla 47 a) Ecuatia nu are solu;u b) x = 3. 48. a)

15\/—

2

X, = Z; g) x=3.49. x, = a, x, = -a. 50. Eliminand radicalii se obtine
3

dacd x € [1, +o); b) x=%. 46. Din conditiile de

_—g;c)x=-2; d) x=2-v2:e)x=2 0 x, =3,

. 4 2 2 : . - 2 2
ecuatia x - 2ax” - x+a” - a =0, care se mai scrie (x" - x-a)(x"+x-a +

+ 1)=0. Pentrua =0, x=0. Pentrua > 1, x——-%ﬂ’a—-— 51. a)

=184 x=—2+45:0) x, =M,x2= .52 x=— 279
25 3 2,/2(2-a)

pentru 0 < a < i;— 53. Dacdi 2a + 2b - ¢ # 0, atunci
(C—a—b)2—4ab .. .
=——————, cu conditia ca 2x 2 a + b - c, este o solutie a
2(2a+2b-c)

ecuatiei. Dacéd 2a + 2b - ¢ = 0 si a # b, ecuatia nu are solutii. Dacid 2a +
+ 2b - ¢ = 0si a = b, atunci oricare x > -a este o solutie a ecuatiei. 54. a)

x=3,b)x=0;c)x=25. 55 Pentru a e(—oo, %ilu(%, ¢oo], ecuatia

are solutia x = ﬁ 56. Dacic>0sic’2|a-b| ecuatia are solutia
a-—

2
(C2+b—-a) —4bc? . . . o
x=——————_Dacid ¢ = 0si a # b, ecuatia nu are solutie, iar

4c?
dacid ¢ = 0 §i a = b, ecuatia este nedeterminati. 57. a) x = 3; b) x = 15.
58. Daca (b - c)(a" - a) # 0, ecuatia are solutia x = C'—b = b,_c , cu

a'-a a'-a
conditia ca numerele de sub radicali si fie pozitive (adic3, a’ - a, ca’ -
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- ab'si ba' - ac' s aiba acelasi semn). Dacéd b = ¢ si b’ = ¢’ ecuatia este
nedeterminati. Dacd a = a' si b # ¢ sau micar b' # ¢’ ecuatia este im-

2 2
. . . a*(2-a)
posibila. 59. Ecuatia are ca solutie x =1+ >-, pentru a € (1, 2].
4(a-1)
60. x = + dacd a, b # 0, n impar. Dacd n este par, ecuatia are

(5) -

aceeasi solutie x, cand ab > 0 si a < b. 61. Rezultd din identitatea * + v* +

+w - 3uww = %(u + v+ w(V-wl+ (w- u)+ (4-v)?’], in care se in-

locuieste u, v, w respectiv cu %/E(x) %/F(x) —{/G(x) . 62. Se foloseste

- ,_(a+b)'(a-b) S
problema 61 si se gaseste x” = BT pentru b # 0. Dacia b =0
si a # 0 ecuatia nu are solutii, iar dacd a = b = 0 ecuatia este nede-
terminata. 63. Dupa problema 59 orice solutie a ecuatiei date este solutie
a ecuatiei (3x +a + b + ¢)* = 27(x + a)(x + b)(x + ¢) sau 9[(a@* + b* + -
-(ab + ac + bo)lx = 27abc - (@ + b + c)’. 64. a) Se noteazi

a*+b’

Y2-x=alT+x=b si se aplica formula a®—ab+b? = — Se
obtine x = 1; b) Se procedeazid analog ca la exercitiul preZeticnt. Se
obtine x = 3; c) Se aplicd exercitiul 61 si se obtine x = -1; d) x = —1—33-.
65. Dé¢monstratia este analoagé celei de la exercitiul 61. 66. Se aplicd
exercitiul 65 §i se obtine x = —12—3.‘ 67. II) Scriem ecuatia astfel

x—-Jb-ﬂ\:J(‘—-x =\/a—x(\/b—x +\/c—x). Pentru ca un numir x
diferit de a, b, c si fie solutie a ecuatiei date este necesar si suficient ca
el si fie solutia ecuatiei obtinutd prin ridicarea la patrat a celor doi

.. .. . . o .
membri ai ecuatiei scrise ca mai inainte, x—’)—z\/b——x\/c—x si sd
a

verifice conditia X > Yb—xvc—x, sau inci si fie solutie a ecuatiei

2
(x—-%] =(b-x)(c-x) si s verifice conditiile: 2 < b, x < ¢, x > oi
a a
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68. Eliminand radicalul obtinem:

|:x2 +(2a-1)x +%]|:x2 +(2a +1)x+[2a+ll—(7)ﬂ =0,

- —2aY
X, = 1-2a + 172a) LY a) Se ridici la puterea a treia ambii
22 2 16 :

membri ai ecuatiei. Se obtine x = 25; b) x = 1; ¢) x =4; d) x = 9. 70. a) Se
noteazi v2x’> —3x+2 =1si se obtine ecuatia £ - 2 + 1 = 0. Avem X, =
=1,x,= %; byx=1c)x,=7x,=-3 71. Ecuatia nu are solutii. 72. a)

o i &) x, = .

x, =2, x= ——T—; b) x, = 1, x, = 3; ¢) nu are solutii; d) x, = -
X, = 1+v35 . 73. Ecuatia nu are solutii. 74. a) x, = -1, x, = 5, x, = —2;
3
2 2445 245

b)x=2;¢c)x=8.d)x, = 3 y X, =2, Xy = Xy = 3 ye)x=

3
= -1. 76. a) Din conditiile de existentd ale ridicinilor rezultd ci ecuatia
nu are solutii; b) Scriem conditiile de existent le radicalilor: rezulti x =
=6.77. a) Se noteazi 2 - x = u®, x - 1 = V? si se obtine sistemul u + v =
=1, u* + v =1, de unde x, =2, x,=10, x; = 15 b) Se procedeazi ca la
punctul a) si se obtine x, =3, x, =4 - (-1 + s/§)3, x,=4+(+ \/5)3;
©)x=25d)x =3x,=2 78 x =7, x, =38 79. a) Se noteazi

Yx+vVx>—1 =1 si se obtine ecuatia 7 + 2r + 1 = 0. Rezulti x = I;

l+x

b) Ecuatia se poate scrie [ J =0. Dacd notim

1+x 1+a

1-x
8

. 1+a .
=1, se obtine t =+ ——, de unde x = -a; c) Se aduce la acelasi
' —-a

a(Z/;+1/;)7 2x+1
) >0 si se obtine o

1_((/;+7\/E)7' ax—1

sumi de trei numere pozitive care nu poate fi egala cu zero. Deci ecuatia
.o TR . .. 0 . . . .
nu are solutii; ¢) Se ridica la puterea a treia ambii membri ai ecuatiei si

1+a

numitor §i se obtine x =
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. 8a’ +15a°b+6ab’ - b’ 15a°b- b* +6alf +8a’
se obtine x== )] .
2+b 27b
2" +1 1+2"

— s X = 5
"1 % 1-2"

{ 1+ .
b) Se imparte ecuatia cu Y1+x* si se noteazi 7 -1-% =t. Se obtine
—x+x
1+x 1445 .

1-x+x° 2

80. a) Se imparte ecuatia cu ¥/ x> —1. Se obtine x, =

ecuatia # - t - 1 = 0, de unde se obiin ecuatiile

1+x 1-+/5 . [ . <
1—’: 2\/—; ¢) Se imparte ecuatia cu ¥a’-x si se noteazi
—-x+x"
x+a . . ... x+a x+a
m =t. Se obtine ¢, = 2, t, = 1 si ecuatiile =2", =1;
a-x a-x a-x

d) Ecuatia se scrie “/(l+\/;)2 —2“/(1—&)2 = Jl—(\/;)z si se imparte
cu “"1—(\/;)2 . Se noteaza $ 1+\/; =1, se obtine ecuatia > -t -2 =10
1-Vx
de unde ¢ 1+‘/; =2
Vi-vx

¢) Ecuatia se mai poate scrie: ‘J(1+§/;)2 —Z‘J(l—%/;)z = Jl—(%/;)z‘
, . 2 ~ -
Se Tmparte ecuatia cu £ 1—(%/;) si se obtine aceeasi ecuatie in ¢ ca la

punctul d); f) se procedeazé ca la punctele anterioare. 81. Dacid a = 0,
x € (-00, 0); dacia >0, x € [a, +); dacia <0, x € (-0, a]. 82. a) x €
€ (-0, 5] U [50, +0) N (14, +0) N (2, +00), de unde x € {50, +0); b) x €

€ (-0, -?] U [0, +00) N (—'co, ?)m(—qo, 34) de unde x € (-, -7);

¢) xe(2, +0); d)x e[—,oo, %)u(z, +). 83. a) xe(34+'\/1188, +oo);
b) x [—2 -1 \/_]u[—l, “‘[_] ) x € [-6,0) U (3, 4]; d) x €
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JERG

> lj . 84. a) Din conditiile de existenti ale ridécinilor rezulti x, =

=5 b)xe[%, +ooj\{7—m,7+\/E};c)xe [—7, —6+\/4J§—8)

11 .
d)x e {—1, T) ; €) x €(10, +oo]; f) Din conditiile de existenta ale radi-
calilor rezulti x € [3, +co]. Prin ridicare la pitrat se obtine 35x” - 37x +
+ 21 >0 = x € R; deci x € [3, + ]; g) Din conditiile de existenti ale

1 1
radicalilor = x € [1, + «]. Inecuatia: + > 2 Daca

Wx=1+1] Nx=1-1
x € (1, 2) rezultd inecuatia 2 - x < 1, deci x € (1, 2) . Dacad x € (2, +),

[5-\/3’ 5+45

2

.2
atunci x° - 5x + S < 0 = x €

]. Deci x €

e[ 2, 5+J_] in concluzie x € ( 5+\/——J \ {2}. 85. a) \/2_5 b)

—a2\? 2
Y2+33.86.1) 1; 1) 2(11 a J ;D) a®. 87. 1) Daci a, b. c, d sunt

Va

oy - 2 < . .
pozitive se obtine 4a’c+/3d. Daci a. b, c, oarecare si d > 0 se obtine

31 31 1 1

\/3dl:azc+a|a|-|c|— | l] II) 24a"b'5c15d* . 88. 1) Expresia devine

27472 —
J—(a+b ~Jab. Pentrua—%,b:%seob;inc#slg;ﬁ) -1;

1+ -
[a—(—-i); IV) Daci a, b > 0, se obtine —22=4
a a+b—|a-b

%. 89. a) 41<372351 <42; b) 1,5<2.5<1,6;
-a-b-la- :

1 A5-42
J§+J_ 3

1)) .Dacid a, b <
<0 =

c) . 90. I) Sa verificim de exemplu, inegalitatea din

202



oVnrl—vmfariedn)
Jniiivdn T

Analog, se verifici cealalti inegalitate. II). Acum,
m N ~/_

scriem 1+$+ﬁ+.‘.+—ﬂ/001.fm>1+2[(\/_3‘—ﬁ)+(ﬁ— 3)+...+
+(<1000001 —J1000000)]=1+2(JM—J5)> 2.1001-y8 +1>

>2000-3+1=1998. Analog, folosind inegalitatea din dreapta de la
punctul I). rezultd cd numairul este < 2000. Deci partea intreagd a numa-
rului este 1998. 91. Analog cu problema precedenté (punctul I), rezulta

L L oL o o[(<T0001 - 10000 ) +

V10000  v10001 v/1000000
- + (410002 - /10001 ) +...+ (+/1000001 — ¥1000000 )] = 2(~/1000001 —
~y/10000 ) > 2(1000 - 100) = 1800. Analog rezulti ci s < 1800,02. Deci

stinga. 2Jn+1 —2\/_=

3 2
1800 < s < 1800,02. 92. I) Avem (l +3£) > (1+—1—) , de unde rezulti
. n n

2 1
2 N o 2 3. 2
1+3—> 1+—/ . Inmultind inegalitatea cu n3, se obtine n>+

n n

2
> (n+1)3, de unde %> %H(n +1)2 -yn? ] Analog, plecind de la
: 3 2 _
inegalitatea (1 - 3l) > (1 - %) se obtine % < -;—[3\/n2 - \3/(n - 1)2 ] H

n

>

II) Folosim inegalitatea din stanga de la punctul ]) si scriem:

%+% 3,___10 (Jg; «/37) (VG_Z—VS_Z)+...+
+(3\/(1000001)2 —§/(1000000)2J = 5(34100000200000 -i6)> %

-10000 - %BZ >15000 -4 =14996. Analog, folosind inegalitatea din
dreapta de la punctul I), se obtine cd numérul este < 14997. Deci partea
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5 3
intreagd a numdrului este 14996. 93. (-1, 1). 94. a) x = §’ y= g; b)x =

1043

=4,y,=4six,=5y,=4,¢c)x=1,y=1 d)x,.2=i—3—, Yi2 =

= +8—‘3{—_—‘ X34 =15,y;, =14 (semnele corespund) x; = ilO\E, Ys6 =

=¢8\/§; X;5 =*15,y, 4 = F12 (semnele altemeazd); €) x, =4, y, = 2; x, =
=2y, =L ) x=3,y=1

Capitolul VII
NUMERE COMPLEXE
1 3
1. a) x—z =Z;b)x=l,y=l; c)x=0,y=0;d)x=-2, y=8;
1.
e)x,=w/1_7,y,=5;x2=—\/ﬁ, y2=—2-;x3=\/7, ¥3=3 x4=—~/7, Vs =
— —4a- .
=3;f) x, =a, ylzb; x2=3a :b+2’y2= a :b+14.2.a)3-4i;3+

+ 4i; 2 - 11i; 2 + 11i; b) 18 - 6i, 14 - 3i, 33 - 11421i; ¢
7 32 8. 2

—— =g = 6_ 52 M, 61+ii;d)-l+3i;l.5.a)e‘+s+
20720" 575" 145 145" 1313

1 3 1 3
+ 1 = 0. Daci 91:——-—i£, €, =——+i—,atunci €] =€} =1 daci
2 2 2 2 -
n=3k; ] =¢,,8, =¢,dacin=3k + 1; €] =¢,, €), =¢,daci n=3k+2
1 .3 1 3
e N); b) Pentru ¢ = ———i——, se obtine ——+i— , respectiv —+
G Ny b) 1T tne =g i%g o respectiv 3

3 1 3 3V3
+i—3. Pentru €, =—l—i—,rczult5 ———1i—, respectiv ———J:i',
2 2 6 2 2 2

¢)a® +b?, respectiva® —ab+b?% d)ya’ + b + ¢ - 3abe. 7. Z, + 2, =

1 2. s V2.5 6 62, . . 29 W2

= ’

=—+—15 3, =—+——1,—= —1 3 +2
2 277018 187z, 5 05 TV 36 18
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7 342, 1 \ s - 5’
2 +2 :—g—TJ_l; zf+z;=§(265-892\51); Z;Zﬁ:_ﬁv

Sab(a - bz)

@0y

1(2(1—1) 10. a) 2'%; b) 2, pentru n = 4k; 0, pentru n = 4k+ 1; -2,

(1+42i) 8. {zeCz=a+bia+b=1}.9.0)-i:b)

3a® -
)
4a
pentru n=4k+2;0,pentrun=4k+3 (k e N;c) (1 -iy'+ 1 +i); d) 2 +
+ )"+ (2 -'i)" 11. a) 2; b) -1; ¢) -1; d) 2. 12. a) 2, pentru n = 3k; -1,
pentru n =3k + 1; -1, pentru n = 3k + 2 ( k € N); b) -3, pentru n = 3k; 0,
pentru n = 3k + 1; 0, pentru n = 3k + 2 (k € N); c) -3, pentru n = 3k; 0,
pentru n = 3k + 1; 0, pentru n = 3k + 2 (k € N). 13. Observim ci
i4l+l +i4l+2 +i4l+3 +i4!+4 =0 §l (_l)dl+1i4l+1 +(_l)4l+2i41+2 +(_1)AI+3i41+3 +
+(-1)***i*** =0, unde ! eN. Obtinem s, =0, pentrun = 4k; s, =i, pen-
tru n =4k+1; s, =—1, pentrun = 4k +2; s, = —i, pentru n = 4k + 3. De a-
semenea, s, = 0, pentru n = 4k; 5, = -1, pentru n = 4k +1; 5, = -i - 1,
pentru n = 4k +2; 5, = -1, pentru n = 4k +3. 14. Dacd z = (1 + i)+ (1 -
"-i)", atunci z=z, adiciz € R 15. |¢|=16.16.2) 2, = 6 + 17i, 2, = 6 +

+8ib) z, =1+£i, Z =1—£i; 0z = _3+‘ﬁ+_1+‘ﬁi, x,=
, 2 2 2 2 4 4
-3- \/_ 1+J—

9
= 2 1911-21-1,22—E—r120a)(z[z—x+
+ly,x +(+1) -450},b){z|z—x+1y.x +(y-2)-9>0},c){z|z=x+

2
+iy, 2 +y -4<0);d) {z | z=x+1iy, (x+%) +(-1)7- % >0si

2 . -
(x+—23—) +(y-1)7%- % <0);e){z | z=x+iy, P+ (-1)*-16>0); )

2 2
(z[z=x+iy, (%) —(7)'_2—) -1<0};g){z|z-—-x+iy,x<0).
1.3, 1 43

Mayx=lox=-o+ix =-—=TSi by =2 x5,=1 +3i;
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: 1 J§ 1 V3. 3
x3=1—\/§1; c)x, = —Z X, = 8 g ,x3=§——8—1; d)x1=vaz=

—%+§-8£i, x3=—§—il e)x, = ﬁ+iﬁ, xzzw/i-i 2,x, =
=2 +iV2,x, =—2-iV2, B x,=3, x, =3, x, = 3i, x, =-3i;g) x,=
VER 1 V3.

1
=x,=-1, x;=x, =E+_l , Xg = Xg =5——2—1‘ 22. Interpretarea geo-

2
metrici. intr-un paralelogram suma pitratelor diagonalelor este egali cu
de doud ori suma pitratelor laturilor. 23. Fie z = a + bi, ' = ¢ + di.
Avem | z+ 7| <zl + |Z] © (ad - bc)* 2 0. Mai mult, | z + 2’| < |z] +
+]Z'| © (ad - bc)’ = 0 & existi A, astfel incit ¢ = Aa si d = Ab. 24. Se
folosesc proprietitile modulului. 25. a) Avem |z| =4m’+1 € Q;b)a=
=m’-n",b=2mn,undem,ne€ Z.26.z=(a-b)} e R 27.A={(x,y) €
eP| X +(-27-36=0}.28. B={(x,y) € P | (x-4)*+ (y+2)*-8=0}.

29. C={(x, 0); (—% , yj |x,y €eR}).30.D={(x,y) e P l(x—%)2+

+y - i =0}.31. E = {(x, y) €P |-2x + 4}. 32. Ecuatia ax’ + bx + ¢ = 0

are ridicini reale i distincte daci A, = b - 4ac > 0. Pentru 24°x” + 2abx +
3-433 34433 ]
6 ‘

6

+b2-2ac=0avcmA2=-4a2A]<0.33.ae[

34. X"f X=XX+ 1)[}(-%--‘/25'}[}(—%3-‘/2&]; X-1=X-1-

-[x+%+€i}[}(—%+—‘/}} X+16 = (X—\/E—iﬁ)-

-(x-ﬁ+iﬁ)(x+ﬁ+iﬁ)(X+J§—iﬁ) .35.9) z, =_6+—3‘/2_1+2j
-6 J_

2, = Y2 400 b)z———+41 36. (1+m‘“*‘)(1+ui‘“*2)(1+m‘"”)

-(1+m"+“) (1+4?)(1-4?).1 € N. Dacin =4k + 1 sain = 4k + 2 (k
€ N), produsul este imaginar; daci n = 4k + 3, sau n = 4k + 4 (k € N),
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produsul este real. 37. o =(u+iv)" +i"(u—iv)" . Daci n = 4k (k eN), a

este real; dacd n = 4k + 1 (k € N), o este imaginar. 38. a) 3 =y b) i=
= 3y*. 39. a) Conditia devine y° - 3x’y = 0, x* - 3xy’ > 64; b) Conditia

a+vVa*+4 .

devine x* - 3xy° = 0, |y’ - 3xy| > 64. 41. Pentni z =——2—1, se
. . . 2+Va* +4

obfine cea mai mare valoare a lui |z|, |z| == Pentru
a*+d4-a, . . .

z=—-————§——1, se obtine cea mai mici valoare a lui |z|, |z| =
+4 3 3 1

_a— 42. z, = J— zz=—£i, z3=l, z,=——. 43. Se folo-
2 2 2 2 2

seste teorema lui Pitagora. 44. A = {x- (x+ 1)i | x e R}. 45. A = {(x, 0)
|xeR\{1}}.46.a)A={(x, y) € P |y=0};b)B={(x, ) e P | X" +
2 12, 5 297 . 7443

-1=0}.47.a) z2=———-==i;b)z=-—="i;¢)z=
Y R I A AR TR TR T

14 [ 2 2 [ 2 2 _
21865 - B T s iJ atb +a iJ a+b za; s,
2 2
a) 21,2=w/5i\/§|; b)z, =1+1i, 2, =-1+2i; ¢)z, =2 +1i, z, =—4—1i; d)
2, =*+V2 +iV3; €)2,=3+3i,2,=2-i.5l. a) 7, = 2 - 3i, 7, = i; b)
: 8+19i  -18+i
—i¢)z = s 2y
2 7 7
S2.a)z,,=1+0o £ oo+ 1)i;b) z,,=1 + ai . 53. Ridicinile sunt: 0,
1 gy XFL Xz—zx+s_d X-a+bi

X2 +2X +1  X-1+i'  X*-4X+5 X+bi
56. a) x,=\/§,y1=3;x2=—\/§,y2=3;x3=\/§i,y3=f5;x4=—\/§i,
Yo =-5:b) x, =2, y, =+2is x, =V2i, y, = —V2i; x, = —2i,

y3:\/5i; X, = —\Ei, Vs =—\/5i; c)x, =2,y =‘\/§i; x=2,y, =-3i;

. 3
Zl=2-1,zz=‘§— s d)z,=2,z,=1+2i

+i, +1. 55.a)

X, = =2 y, =3 x,=-2,y,=—3i. 57.a) x = 1 + i, y = i;
1 3
b)x=——+—i,y=—+ll c)x-—1—1‘+7 =—5—1+l|
4 4 2 22 6 3
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Capisolul VIII .
FUNCTIA EXPONENTIALA SI FUNCTIA LOGARITMICA

1. a) Se aratd, mai intéi, ca 1 + JE > ﬁ+J§ Daci a > 1, atunci =
t .
Y6 5 a3 daci 0 < a < 1, atunci a""® <a¥*?; dacia = 1,

cele douii numere sunt €gale; b) se arati, mai intai ci ﬁ - Jg < ﬁ -2.
v2-V5 J2-J5 > aﬁ~2.

- a_1+

<a¥®?;daci0<a<]1, atunci a
dacd a = 1, cele doud numere sunt egale. 2. a) x € (-, -2]; b) x € [-2, + );
c) x € R; d) Daci a > 1, atunci x € [0, +0); dacd 0 < a < 1, atunci x €
€(-0, 0]; dacd a = 1, atunci x € R. 3. a) Imf, = [1, 3]; b) Imf, = (0; 1]; ¢)
Imf; = [0, +o0); d) Imf, = (0, 1]; €) Notdm 2* = si se utilizeazi variatia
functiei de gradul al doilea f(f) = £ - 8¢ + 18. Obtinem Imf; = [1, +0);
4. a) Se considera separat cazurile: x - 3 > 0 si x - 3 < 0. Obtinem x €
€ (1, 5); b) Se consideri separat cazurile: x - 4 > 0 si x - 4 < 0. Se obtine

Daci a > 1, atunci a

xeR;c)xe (1, %j U (2, +); d) Se considera separat cazurile: |x| <1

si |x| > 1. Se obtine x € (1. 2). 6.a) x € R\ { 0}; b) x € (—JE,J§); )

x € (-0, -2) U (-1, 1) U (2, +0); d) x € (-0, -2) U (3, +x0); e) Dacid a >
> 1, atunci x € (1, +00); dacd 0 <a < 1, atunci x € (0, 1); f) Daca b > 1,
atunci x € (1, +0); daci 0 < b < 1, atunci x € (0,1). 7.DacaO0O<a<b<
<lsaul<b<a = log,b<log,a;dacil <a<bsau O<a<b<l,
atunci log, b>log, a; daci a = b, atunci cele doud numere sunt egale.
8. a) Dacd a > 1, atunci x € [1, +); dacd 0 < a < 1, atunci x € (0, 1]; b)
Dacé a > 1, atunci x € (0, %/;]; daci 0 <a <1, atunci x € [3/;, +00).

, 2 J Y(u+v)?
10, a) x=glmpnmn o A g6 =
(m=n)*nyn Wu—v
43-a) -
= 3 . 13. log,;16 = 4(1 - a - b). 14. Se poate folosi incgalitatea
+a

90 17 X1, 4). 18. logd + log 2 =
y

mediilor: zib <4ab <
1+b

_(1-m-n)(2+m-2n)
- 2m(1-n)

. 19. Si demonstrdm, de exemplu, ci log,3 ¢
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¢ Q. Presupunem, prin absurd, ci log,3 =2 e Q, de unde 27 =3".
n

Cum log,3 > 0, putem presupune 7, n € N\ {0}. Dar egalitatea 2" = 3",
m, n € N\ {0} este imposibild, deoarece membrul sting este un numar
par, iar membrul drept este un numdr impar. Prin rationamente analoage
se demonstreazi cd numerele log,10 si log ; 5 = - log,5 sunt irationale.
2
20.b = a°, unde g € Q . 22. Notdm log,x = ¢ si obtinem f{t) = (- 61
Valoarea maximad a lui f se obtine pentru ¢ = 3, deci pentru log,x = 3,
adica pentru x = 8. 23. Se poate aplica inegalitatea dintre media aritme-
tica si media-geometricé (a se vedea exercitiul 26, capitolul IV). 24. Se
poate aplica inegalitatea dintre media aritmetici si media geometrica (a
se vedea exercitiul 26, capitolul IV). 25. Avem ci log,3 > log,4 < 3 >

> 2 Dar inegalitatea 3 > 277 este adevarata, deoarece 272" =
3

=22 < 3. Deci log,3 > log,4. 26. Avem a = (bc) , b = (ca) ,C ;(ab) ,

= a'=(abc)", b =(abc)’, ¢ =(abc)’. 27. Avem inegalititile:

log ,(vz) +log ,(xv) 2 2, log,,(2x) +log,,(yx) 2 2, log,,(zx) +log,, (zy) 2
> 2, care se adund membru cu membru. 28. Aplicand inegalitatea medii-

lor, avem: log,3 + log,4 + log,5 + log,6 > 4§[log23log34log4510g56 =

=4@=4W>4P>5. 29. a) x = 1; b) Dacd a = 1,
atunci x € { _,1 3};.dacia=1,atunci x € R; ¢) x, = 2, X =10;d) x, =

—-5,x2——,e)x —1_2\/_ f)x=7,g)x—0x—5 h) ou are
solutii. 30. a) x = 3; b) nu are solutii; c) x=3;d) x=1. 31l.a) x=2; b)
x=%;c)x=2;d)x=6;e)x=5;t)x:1.,v32.a)x=0;b)x=-1;c)x=

217
=2 d)x—lgﬁ 7log—.33 a)x, =-1,x,=0b)x=4 c)x—%'d)
1g8 _
x =3,x1=—6 ;e)x=1.34.a)x=0;b)x=7;¢c) x, =0, x,=1.35. a)

1 g v
_21g(5+24)

x1=1,x=2;b)x1;—-2;x2= 2= I3

SRV

d) x . 36. a) Se observi
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ci (4+J15)(4 —JB) =1. Notdm (4 +a/1—5-)1 =y si se obtine ecuatia:
1 . .
+—=62. Se obtine y,, = 31 48415 , de unde rezulti x, =28ix,=-2
y :

b) Se procedeazi ca la punctul a) si se obtine x, = -2 si x, = 2; c) Se pro-
cedeazi ca la punctele a) si b). Se obtine x = 3. 37. a) Impirtind ambii

membrii ai ecuatiei cu 6%, se obtine: (%) —16—3+[%J =0. Notim

2)* . ..
(5) =y, de unde rezulti ecuatia in y, 6y2 - 13y + 6 = 0. Solutiile ecua-

tiei sunt x, = -1, x, = 1; b) x, = -1, x, = 1; ¢) x = 0; d) x = 1; e) Ecuatia
data devine 3377710 14157355 215.527+6510 care este evident de
tipul celor de la punctele precedente. Se obtine x, = -4, x,=1.38. a) x, =
= -1, x, = 1; b) Din conditiile de existentd a radicalilor rezultd ci x €
€ {3} U [5, +x). Se observa cd x = 3 verificd ecuatia, iar pentru x > 5,
avem 57 +7“_‘z"8”15 >2. Deci singura solutie a ecuatiei este x = 3.
39. Dacd a < 0, ecuatia nu are solutii; daci a > 0 ecuatia are solutia

n

2
el 40. a) E-

=log, (3a) . Ecuatia are solutie intreagi n € Z < a =

cuatia se scrie (x" —x)(x‘ - xz) =0 care are solutiile x, = 1 si x, = 2; b)

x=-1, x € [0, 1]. 41. a) Se observi ci x = 2 este o solutie a ecuatiei.
impirtind ambii membri ai ecuatiei cu 5%, se obtine ecuatia echivalenti

x x x x 2 2
(2) +(i) =1. Pentru x < 2, avem (3) +(i) >(2) +(i) =1,
5 5 5 5 5 5

x x 2 2
iar pentru x > 2, avem (3) + (i) <(§) +(i) =1. Deci x = 2 este
5 5 5 5

unica solutie a ecuatiei; b) Din conditiile de existenta a radicalilor, avem -
x > 3. Se observa ci x = 3 este o solutie a ecuatiei. Mai mult, din mono-

1
Jx=2’
ci aceasta este unica solutie a ecuatiei; d) Din conditiile de existentd a

radicalilor, rezulti x >4. Cum 1 <2 +a<3si 1 <2-a <3, rezulta ca:

1C+a)" 5i1<@-a)"" "5 2<2+a) "+ 2-a) VT2,

tonia functiilor £}, f, : [3, +00) —> R,f](x) = fz(x) = 2‘/‘_‘3, rezulti
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de unde in mod necesar (2 + a) V" * = (2 - a) V21512 _ e unde rezultd
‘x = 4. 42. a) Se consider3 separat cazurile: |x| <1 i |x| > 1. Rezultd xe

€ {%, IJ;b)xe(-oo, l].44.a)x=2;b)x=ﬁ;c)x1=-2,x2=2;d)uu

are solutii; e) x € {-+2,-1,1, ¥2 }; D x € (O, 2]\{1},x=§.45.a)x=

=a"; b)x=a*"; c)x=ct; d) x, =6, x, =14;.€) x,= 2772 %, =27 fx=
3
= c. 46. a) nu are solutii; b) nu are solutii; ¢) x =6*; d) Ecuatia are solutii

g5
pentrua >0, x =a¥4a; e) x=0,99; f) x = 1. 47. a) x = 5; b) —lg—z;c)
g

x=5;d)x, =lg2,x,=0;€) x=2; t)x-Zg)x—lx— . 48. a)x
=10, x,= 105 b) x € {10, 10% 10, 102 }; c)xe{lO 10 10,

10°}; d) x, —%x—Qe)x—Z x,=2"fx = __ x—23 49.

1
x1=1,x2=a‘”’ﬁ.so;a)xl=-1,x=1~b)x=3‘5x=3-c)x=10“
x2=10;d)x1=1,x2=4;e)x1=~;-x—5 Hxe{2,2",2 2%} )

x, = %, x, =9, h)x, =3, x,=1. 51. a) Utilizand formula de schimbare a
lgx lgx ’ 1821g3

bazei, ecuatia devine ——+—=-=1, de unde se obtine x=10 "5 ; b)
g2 1g3

2 5
x=10%%;¢) x=a’;d)x=4;x,=2+2 4;c)x=%;t)x=2.52.x1=

=1, x, = ac. 53. a) Se observd cd x = 2 este o solutie a ecuatiei. Mai
mult, din monotonia- functiilor f, f, : [0, +0) & R, f,(x) = x + 2" + logx,
f,(x) =7, rezulti ca aceasta este unica solutie a ecuatiei; b) Se observa ci

. e e . Y a2
x = 2 este o solutie a ecuatiei §i ci aceasta este unici. 54.-a) x, =a° ,
9
2 1 =
x,=a" ;b) x=—;¢)x =a, x, =a%.585.x=3,y=2;b)x=4,y=0;
- a

Ox,=3y=lsin=1Ly,=2dx=1y=3¢e) x,=v2,y, =25
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J_ y, = -3. f) Logaritmdm ambii membri ai fiecdrei ecuatii a
sistemului; g) Trebuie cax >0,y >0. Dacia<1, b> l saua>1,b<
< 1, ecuatia a doua a sistemului nu poate fi satisfdcuti pentru nici o va-
loare pozitiva a lui x §i y, deci Tn acest caz sistemul nu are solutii. Sa
presupunem ci a > 1, b > 1 (sau a <1, b < 1). Logaritmdm ambii

etermeni ai fiecdrei ecuatii a sistemului §i obtinem ci, pentru a # b,

1gb lga

Iga )1eo-1 lgb-Iga

x=(£) * §iy=(£) , lar pentru a = b, sistemul are o
Igb Iga

infinitate de solutii y'= x = o, cu a real pozitiv. h) Dacd b = 0 sau micar
¢ < 0, sistemul nu are solutii. Fie b > 0, ¢ > 0 §i notdim a* =u, @’ =v

Obtinem sistemul W +V = b, uv=c, unde u >0, v > 0. Deci u §i v sunt
solutiile ecuatiei de gradul al doilea 22 —JmZz+c=0. in final, se
obtine cid dacid b - 2¢ < 0, sistemul nu are solutii, iar dacd b - 2¢ 2 0,

b+2c+vb-2c vb+2c —Nb-2c

atunci x, = lqga———z——————— » W =loga—————2———————— , Xy =
\/b+2c—\/b 2c log \Ib+2c+\/b 2c —2y =3
Y2 = - 1=

1 . .
si x2=5,y2=3;1) >, =8,y =18 si x1=810g§2 , ¥, =16log;3+2; k)

x, =1,y =4six,=4,y,=7,1) Trebuiecax >0,y >0. Avem x, =y, =

=1si xzz(%)nkm ,yzz(ﬁjn_m;m)x=2,y=3,z=4. 56.x=1,y=-1

m
1 1 .
§7. a) log,x +log, — =3 < log,x +log, T =3ox= 8‘/; => sistemul
y y

devine: x=8y, x¥* + 16y’ = 17. Se obtine x = 4, y =l; b)

-10" 4,y ‘/ ; ©) x =y = 3; d) nu are solutii; €) x, = y, = 2 si

x, =8,y = ;0x=2,y=6;g)Trebuiecax>0,y>O,y‘¢l.

1
8
Logaritmdm in baza c prima ecuatie, iar a doua o scriem sub forma
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»? b
1 . a(b-a b
gci=%fnDacia#b(a,b>0),atuncx x=c"®?  y=ct Daca
y log.y

a = b, sistemul nu are solutii; h) Logaritmim ambii membri ai fiecirei

1 1 . . r_ x+
ecuatii; i) x = 5 ,y= g ;j) Ecuatia a doua devine x* =y 2 Se deduce
x=4,y=2;k) Trebuiecam,n>0, m,n # 1. Daci m # n, atunci rezulti
a- blognm2 " logy - b —alog,,m2
- (lognm) 1- (lognm)
atia nu are solutie. Dacd m = n, a = b, sistemul se reduce la ecuatia
log,(xy)=a; 1) Notdm log,y=u, log,3=v si se obfine ecuatia in u:

log  x= .Dacid m=nsia#b, ecu-

7u’ - 674’ + 118u - 24 = 0 care are o radicin « = 2; m) Prima ecuatie a
sistemului este log, (x"*"y“’“'f ) =2m, adici x"%*y'% = 4?™ _ Se noteazi

+
u=x"%*y '°“" si sistemul devine uv = a®, u + v =2°5—"— p q ;
‘ B P-4

- s . a+b+
n) Adunim ecuatiile si ob{inem (xy)"z +(x2)® +(¥2)* = %. Sci-

dem din aceasta fiecare din ecuatiile sistemului dat §i obtinem sistemul

@ —a+b+c w _a-b+c g a+b-c

7)) =—., (%) =—, (2 =
(2) (=) > @) 5

fiecare ecuatie a sistemului §i notdnd u = Igx, v = 1gy, w = lgz, obtinem

. Logaritmam

un sistem in u, v, w care se rezolvi ugor. §9.a)x e (—l —\/5, 42) V]
v (o —1+J§);b)Dac50<a<1,a:uncixe(—co, -% ) U (0, +).

Dacéa>1,atuncixe(——2—. —l)u (—Eli- );c)xe (0, 1); d) Daci 0 <

2
<a <1, atunci x > 3. Dacé a > 1, atunci x E[5+;/6_1

) 3J;e)Dac50€

<a<1,atuncix € (log,3, +w). Daci a > 1, atunci x € (-, log,3); f) x €

e(—oo, log,4 ) )xe[J— 1, 5]\(2} h) xe( 5+2J_)
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i)xe (0 s f;—) U {2};)) x € (1, log,82 - 3) U (1, + log 4, +x);

k)xe(3_£ 3—\/5) o [3+\/5’ 3+2\/§)

. 31 3,5) U (5, +o);
> > 5 )x € (3,5 UG, +0)

m) x €(0, V2 -1)U (1, +); n) x €(-w, 0) U (o, %)u (1%} U

U (3, +0). 60. a) x € (0 s l) U (1, +); b) Dacd 0 < a < 1, atunci x €
e

€ (0, 1] U(I szl Dacia a > 1, atunci x E[Lz y l) U [1, +0). 61.
: a a

a'a
N .oa-— . a-1 I

Se consideréd separat cazurile: >1si 0 < —— <1. In primul caz
a+1 a+1

-2(a+2)
a+1

inegalitatea devine x* > §i pentru ca sa fie satisficutd pentru

. . 2a+2 . - .
orice x real, trebuie ca 2(—1) < 0; se obtine a € (-, -2]. In al doilea
a+
. . . 2 a-— . e e e . .
caz inegalitatea devine x” + 3 < si nu exista nici o valoare a lui a
a+

pentru ca ea si fie satisficutd pentru orice x real. Deci a € (-, -2]. 62. a €

€ (—1 R -—;—) . 63. a = 2. 64. Punem z =2"> 0 si problema revine la a

determina toate valorile lui m, astfel incat mz* + 4(m - 1)z +m-1> 0,
oricare ar fi z > 0. Se giseste m € [1, +x). 65. m € [0, +). 66. S este
nevidd pentru m € [2, +), iar S este finitd pentru m = 2. 67. Daca
potim e =u, ¢’ =v, ¢ =w avem ci u, v, w sunt distincte. Din condi-
tiile problemei, dand lui x valorile: 0, 1, 2, rezultd: oo + B + y = 0, o +
+Bv+yw=0, o’ + BV’ + 'yw2 = 0. Rezolvand sistemul de ecuatii in o,
B,y, gisimo=p=y=0. )

Capitolu! IX .
INDUCTIA MATEMATICA

1. Se demonstreazi usor prin inductie matematici. Este util de fn-
cercat si se determine formulele care dau sumele din membrul stang. 2.
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n n n 1)(2n+1 1
a) Observim ci Zk(k+1)=2k2 +Zk=n(n+ )6( nt )+n(n2+ )=
= k=1 k=1

n(n+1)(n+2 .. . -
=—(—)(—'—l. Se demonstreazd, apoi, prin inductie matematica ca

n ' 2 n
k(k+1)= "(L’“%(l*_) (¥)n > 1; b) Observim Y k(k+1)(k+2) =

k=1 k=1

2 n

=Y k*+3> k*+2) k. Daci se foloseste problema 1, se va gisi cd
k=1 k=1 k=k

z 1)(n+2)(n+3
k(k +1)(k +2) = n(n+1)(n+2)(n+3)

k=1 4

inductie matematic3 ca formula gisitd este adevarata pentru orice n > 1.

3. Se demonstreaza prin inductie matematici. 4. a) Folosind formula

. Se demonstreazd apoi prin

: S e L 1ta i_l__
D)k +2) 2| k(k+1) (kank+2) ] o Ek(k+n)k+2)
1 1/ - 1 )
—Z[ k(k+1) (k HXk'FZ)J:E[E_W]; b) Din formula: -
1 _1 1 1 o
Kk +1)(k+2)k+3) 3| k(k+1)(k+2) (k+D)(k+2)k+3)] obg-
y 1 11 1 ‘
ne EW=E[E—W} 5. a) Folosind

formula ! =1( 1 __1! ) = zn:—_
(2k-1)(2k+1)  2\2k-1 2k+1). 5 (2k-1)(2k+1)

n 2
== ; b) Din formula Z—k-———:l l_l(__l____ 1 )
2n+1 S(2k-1)(2k+1) 4| 2\2k-1 2k+1

n k2
rezulti = n(n + l) ; ¢) Din formula —l— =
o (2k-1)(2k+1)  2(2n+1) (3k-2)(3k +1)
_1 ( 1 1 J 1 1
= se obtine ; d) Se ob-
%—2 3k+1 ! Z(3k—1)(3.k+2) e 90
tine Y ! =1 ) 1

; €) Se obtine Z(

S (4k-3)(ak+1) dn+1 S (i+n—1)i+n)
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n n n n
=—— _ . 7.2)A e =Y kKk+1-1)=>[(k+1)!-k!]. Se ob-
k(n+k) ) ch; ; ( ) E[( ) ]

fine 3 klk=(n+ 1) - 1; b) ik!(k2 +h+1) =Y [(k+2)(k +1) - kK] =
k=1 k=1 k=1

:(n+l)!(n+1) 1;¢) ; k+1) Z[:. (kil)yjzl—(nil—_l)!;
)Z

k+2 okl 1
tll+ (k1)1 + (k +2) Zk+2)' T2
( 1 )_ 2n(n+1)
Z4k“+1 ,Z; 2k2—2k+1 22 +2k+1) 2m*+2n+1°
~(1 1 J Jn+1-1
”zk+1f+kﬁ DM Gy e e

de existentd a logaritmului ne da x > -4. Inegalitatea este echivalenti cu

n n

. 11. Conditia

2 < (x +4)® | care este evident satisfacuti pentru x egal cu: -3, -2, -1,

0, 1. Se demonstreaza prin inductie matematici cd pentru oricare x > 2,
intreg, avem 2**'>(x+4)>. Deci {x € Z | 3x + 1 < 2log,(x + 4)} =
={-3,-2,-1,0, 1}. 12. Pentru orice n = 0, 1, inegalitatea nu este indepli-
nitd. Pentru n = 5, 6 inegalitatea este indeplinitd. Se: demonstréazi prin
inductie matematica ca inegalitatea este indeplinitd pentru orice n > 5.
Deci {n e N |2" >n’} ={0,1} U {n € N| n>5}. 16. Pentru n = 1,
avem a + b > a + b, adevirati. Si presupunem ca inegalitatea este ade-
viratd pentru n = k si sd demonstrdm ci este adevaratd pentru k + 1. In-

tr-adevir, 2° '(a +b") (a+b)" ne da ZH(ak :i-bk)(a +b)2(a+b)"".
Dar 2*(a*" +56"") 22" (a* +6*[a +b) & 0™ +b*" 2a*b +ab* &

& (a* =p*)(@-b)20. Ultima inegalitate fiind evident adevarats, rezul
ta 2!(a* +b) 22 (a" + b a+b), deci 2(a" +b) 2 (a+b)".
Demonstratia este terminatd pe baza inductiei matematice. 17. a) De-
monstratia se face prin inductie matematici dupi k; b) Dacd k < n,

k+1 k :
atunci: (l+l) =(l+l) (1+1) [l+k+k—zj(l+l)=1+k+l+
n n n n n n
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2 2 k+1)7°  n(k+1)-k> k+1
+£—+—2-k—+1-—k+1+k—=l+k+l+( ) —n( 3) <1+ A
n? n® n® n n- n n

+

(k+1)

n R

, deoarece n(k + 1) > K pentru n > k. Punem mai inainte k = n

si obtinem 2 = 1 +ﬁs(1+l) <1+2+2=3.18. Pentru n = 6 sc veri-
n n n n-

K £
ficd cd inegalititile sunt indeplinite. Sd consideram: (—7-) > k!> (E) si

) ) (k41 ke k+1 k+1
sd demonstrim ci - >(k+l)!> =) - Pentru a demonstra
2 .

+1 k
. k+1) 3
ultimele inegalititi este suficient sd verificim ci: ( S ) : 7J 2

k+1 k TNk T\
2k+12(-k—+—l) (kj , care se reduce la l(l+l) 21 1(l+—l—) s
2 3 2 k 3 k

care rezultd din problema precedentd. 19. Pentru n = 2, se va obtine
a, +a 2 - .
ITZQ (,[aI -yJa, ) >0 .-Presupunem ci inegalitatea este a-

deviratd pentru n = k. Se demonstreaza mai intdi ci inegalitatea este a-
devirati pentru n = 2k. Din cele de mai sus rezulti ci inegalitatea este

IV

aa, <

adevirata pentru un numar natural n =2°, s € N. Se arata, apoi. ca-daca
inegalitatea este adevirati pentru n = k, atunci este adeviratd pentru n =
=k - 1. Fie a, a,, ..., a,_ numere pozitive si A un numir pozitiv, deo-

" - . a, ta,+..+a,_ +A
camdati nedefinit. Atunci 4/a,a,...q, g‘———Z%. Alegem A

a,+a,+..+a,_ +\ _a +a,+.. deci ) = uy+a,+.ta,
k k-1 k-1

incat

. ) a,ay...q,_4\a, ta,+..+a,_ a, +a,+...+q
Avem inegalitatea ‘J e s, l(kl N 1) <t k 2L | sau
- -1

*Jaa,...a,_, < ——=———— Fie acum un numir oarecare m, natu-
ral. Dacd m =2°, s € N, rezultd de mai nainte ci inegalitatea este ade-
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viratd pentru m. Daci m #2', oricare ar fi r € N, atunci fie s, astfel incat
m < 2°. Pe baza celor de mai inainte, inegalitatea este adeviratd pentru

n=m. 21. Demonstragla rezultd usor prin inductie malcmatlca 22 Suma
1° + 2° + 3% se divide cu 9. Sa presupunem cd suma k° +(k + 1) + (k +

+2)° se divide cu 9. Atunci suma (k+ 1)’ + (k +2)’ + (k + 3)’ = K+ (k+
+1)" + (k+2)’ ] + 9(K* + 3k + 3) se divide evident cu 9, ca fiind suma a
doi termeni, fiecare dintre acestia fiind divizibil cu 9. 23.7° - n = (n -
n(n+ 1)(n2 + 1) este divizibil cu 2 i cu 3, deci cu 6. Si demonstrim ca
n’ - n se divide cu 5. Fie d, =n’ —n si si consideram propozitia ,,d, se
divide cu 5. Evident, d, = 0 se divide cu 5. Presupunem ci d, se divide
cu 5 si si demonstrim ci d,,, se divide cu 5. Intr-adevir d,,, = (k 4?1)5 -
~(k+1) =k +5k* +10k> +10k> + 5k +1—k =1 = (K> —k) + S(k* +2k* +
+2k* +k) = d, +5(k* +2k” +2k +k) . Se observa ca dj,, se divide cu 5.

24. a) Fie propozitia P(n) : ,,11"% +12*""' se divide cu 133“. Evident,
P(0) este adevirati, deoarece 11° + 12 = 133. Si presupunem ci
1142 +12%*" se divide cu 133, adica P(k) este adevirata si si demon-

strim ci P(k + 1) este adevirati. intr-adevir, avem 11%%+12%*3 =

=111 4127122 = 122 (1142 +122‘“’)—(122 ~11)-11*?. Obser-
vam cd acesta se divide cu 133, ca fiind diferenta a douz numere, fiecare
dintre ele ﬁmd divizibil cu 133; b), ¢), d) se demonstreaza analog. 27. b)
Daci 2k° > 3k” + 3k + 1, atunci 2(k + 1) > (k+ 1) +3(k + 1) + 1, deoa-
rece aceasti inegalitate se obtine din prima prin adunarea membru cu
membru a ei si a inegalititii evidente 6k° + 6k + 2 > 6k + 6. 28. Din

3 >k°, rezulta 3" > 3k > k* +3k> + 3k +1 = (k +1)°. De aici, rezulti

i3> ’w'/; ,n>4.29. Pentrun=0, inegaliialca este indeplinitd. Fie
[sinnx| < n|sinx|. Atunci: |sin(n + 1)x| = |sinnx cosx + sinx cosnx | <
< |sin nx||cosx| + |sinx||cosnx| < n|sinx| + |sinx| = (n + 1) |sinx|.
Deci [sin(n + 1)x| < (n + 1)[sinx|. Demonstratia este terminati pe baza
inductiei matematice. 30. Trebuie si demonstram ca orice numair natural
mai mare decit 8, se poate descompune in suma a doud numere, dintre
care un multiplu de 3 §i un multiplu de 5. Demonstrdm prin inductie ma-
tematica. Pentru k = 8 afirmatia este adevirati, deoarece 8 = 3 + 5. Fie
afirmatia adeviratd pentru un numdr », adicd n = 3s + 5¢, 5, + € N. Sunt
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posibile doud cazuri: in primul caz r=0;2) #2> 1. in primul caz, cand =
=0, trebuiecas>3. Atuncin + 1 =3s+ 5t + 1 =3(s - 3) + 5( + 2). in
cazul al doilean + 1 =3s + 5t + 1 = 3(s + 2) + 5(¢ - 1). Deci afirmatia
este adevirati pentru n + 1. 32. Pentru n = 1 afirmatia este evident ade-
virati. Fie adevirati afirmatia pentru k gi s3 demonstrim ci este adeva-
rati pentru k + 1. Alegem unul din plane, si zicem al (k + 1)-lea. Atunci
conform problemei precedente planul ales este impértit de dreptele de
intersectie ale celorlalte k plane cu acesta, in 2k pirti. Conform ipotezei
inductive, cele k plane rimase tmpart spatiul in k(k - 1) + 2 pérti. Fiecare
parte a planului ales (al k + 1-lea) imparte una din pirtile spatiului, date
de cele k plane in doui pirti. Deci se obtin k(k - 1) + 2 + 2k = (k + 1)k +
+ 2 pirti. 33. Demonstrim prin inductie matematici dupa n. Pentru n =

1-2 .
= 1, afirmatia este adevarati, deoarece l+—2— =2, iar o dreapta impar-

te planul in doud parti. Fie adeviratd afirmatia pentru n = k si sd o de-
monstrim pentru n = k + 1. Alegem una din cele k + 1 drepte pe care o
vom numi a (k + 1)-a. Din ipoteza inductivi cele k drepte rimase impart

k(k+1)
2

puncte si de aceea este Tmpirtitd de aceste puncte in k & 1 piérti. Deoare-

ce cele k puncte obtinute sunt diferite de punctele de intersectie ale -pri-

melor k drepte (intre ele), atunci fiecare din aceste pirti impart una din

k(k+1)
2

planul in1+ pérti, a (k + 1)-a dreapta taie primele k drepte in k

partile planului in doud pirti (date de cele k drepte), adici la 1+

pirt sc adaugd incd k + 1 => avem 1 +—k(k2Jr Dy (kny=rs Dk 1);1: +2)
pirti. 34. Se demonstreaza prin inductic matematici dupi n, folosind
problema precedenti (la trecerea de la pasul k 1a pasul k + 1), analog ra-
tionamentului din problema 33. 35. Demonstrim prin inductie matematici
dupa n. Pentru n = 1, afirmatia este evident adevirati. Fie adevirati afirma-
tia pentru n = k si s o demonstrim pentru n = k + 1. Alegem unul din cercuri
i atunci, mai intéi, el se intersecteazi cu fiecare din celelalte k cercuri in cel
mult 2 puncte si in al doilea rind cele k cercuri rimase impart planul in cel
mult ¥ - k +2 pirti (conform ipotezei de inductie). Punctele obtinute (in nu-
mir de cel mult 2k) de intersectie ale cercului ales cu celelalte cercuri il im-
part in cel mult 2k parti si fiecare dintre aceste arce impart una din partile avu-
te ale planului in doui. Se obgin cel mult (& - k + 2) + 2k = (k+17-(+1)+
+ 2 pirti. Daci cercurile sunt doud céte doud secante, atunci avem egalitate.
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36. Pentru n = 1 afirmatia nu necesitd demonstratie. Si demonstrdm ci si
pentru n = 2 este de asemenea valabild. S notdm laturile patratelor date
ABCD si A'B'C'D'cuasib.

A M B

Sa presupunem a > b si fie punctele M, N, P, Q pe laturile patratului
ABCD, astfel incat AM = BN = CP = DQ = a+b

si tdiiem patratul dupa

dreptele MP si NQ, obtinand patru pirti egale. Aceste pirti se pot aplica
pe laturile celui de al doilea pitrat ca in figura, obtindndu-se un nou pa-
trat. Si presupunem afirmatia adeviratd pentru n pitrate si sd consi-
derdm acum n + 1 pitrate. Alegem doui oarecare P, si P, si procedind
ca la pasul n =2 obtinem din acestea un nou pitrat P'. Astfel am redus
numdrul patratelor la » si aplicim ipoteza de inductie pentru pasul n. 37.
Vom face inductie dupi numairul / al frontierelor hirtii. Fie / = 0, atunci
s=Il,p=1siclars+p=1[+ 2. Si presupunem cé teorema este adevi-
ratd pentru orice hartd care are n frontiere si si considerim o harta ce
contine / + 1 frontiere, s tiri si p varfuri. Sunt posibile doui cazur: 1)
Pentru orice pereche de varfuri ale hirtii existd un drum unic care le u-
neste de-a lungul frontierelor hirtii. In acest caz harta mu are nici un
contur inchis. Avem s = 1. Se arata ca pe o astfel de harta se va gisi cel
putin un varf apartindnd numai unei singure frontiere. Tndepénﬁnd acest
varf cu unica frontiera care il are drept capit, obtinem o noud harti in
carel'=1-1=n,s'=s-1,p' =p- 1. In virtutea ipotezei inductive s’ +
+p'=10'+2 = s+ p=1+2.2) Existd doud varfuri unitz prin mai multe
drumuri. in acest caz pe hartd existi un contur inchis care trece prin
aceste varfuri. Indepirtind una dintre frontierele acestui contur (firi
varfuri), obtinem o nou harta, in care I'=1/-1=n,p'=p,s'=5s - 1. Prin
ipoteza inductivd s+ p'=1'+2 = s+ p =1+ 2. 38. Si asezam polie-
drul in interiorul unei sfere de razi suficient de mare si si proiectam din
centrul sferei, care-1 putem considera in interiorul poliedrului toate punctele
poliedrului pe sferd. Harta obtinuti pe sferd o proiectim dintr-un punct
arbitrar al ei, care nu apartine nici unei frontiere, pe planul tangent sferei

220



in punctul diametral opus. Hirtii plane obtinute fi aplicim teorema lui
Euler (problema precedentd). 39. Pentru n = 1, afirmatia este evident a-
devirati. Fie adevirati afirmatia pentru k si si demonstrim cd este ade-
viratd pentru k + 1. Fie pentru aceasta k + 1 sfere. Deoarece k sfere in-
tersecteazi sfera (k + 1)-a dupi k cercuri i prin urmare impart suprafata
ei in k” - k + 2 pirti (vezi problema 38) rezulti ci daci k sfere, doui cate
doud secante, impart spatiul in N, pirti, atunci k + 1 sfere impart spa-
- Kr*-3k+8)
tiul in N,,, =N, +(k* -k +2) pirii. Rezulti c& N,,, = ————+

(k+1)(k+1)" -3(k +1)+8
3
tice afirmatia este adevirata pentru orice n > 1, numdr natural.

K —k+2)=

."Conform inductiei matema-

Capitolul X .
ELEMENTE DE COMBINATORICA
BINOMUL LUI NEWTON

l.ayn=5b)n=3;¢c)n=6.2.a)n=212(n e N);b) 5<n<11 (n € N).
3.a)55n<20(neN),b)n € {2,3}.4.5!=120. 5. a) 5! : 2 = 60 mo-
duri; b) 4! = 24 moduri. 6. a) 6! - 5! = 600; b) 5! ='120; c) 5! - 4! =96,

|
d) 4! = 24; €) 600 - 24 = 576. 7. a) 5% b) 5! - 4! = 96. 8. %:360. 9,

Fie(i,)),i=1, 2, ...8;j=1, 2, ..., 8, careul care se giseste la intersectia
liniei orizontale i cu linia verticald j (pe tabla de sah). Doua turnuri care
se gasesc in careurile (i, j) si (k, /) nu se pot lua unul pe celilalt, atunci si
numai atunci cand i # k si j # I. Se gésesc 8! = 40320 ageziri posibile di-
ferite ale celor 8 turnuri. 10. Se géseste mai intai cé existd k!(n - k + 1)!
permutdri, in care numerele a,, a,,..., a, ocupi k locuri la rind si deci nu-

marul cerut in problemi este n! - k!(n - k+ 1)!.

GHEHN- GG

1220022 0,0 s dyn+ 3 )

; ) 4k,
n->35 k+1 D &)
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e R

€1{1,2,3,4,56,7,8};d) n=12¢€) n=9; 14. A} =60moduri. 15.
A? = 30dictionare. 16. A> =15120; 4A; = 8400. 17. Numere cu cinci
cifre sunt: AJ — A; = 96. Numere cu patru cifre sunt: A — 4. =96. Nu-
mere cu trei cifre sunt: A2~ A =48, cu doui cifre sunt: A2 - A} =16,

iar cu o cifra sunt 5. In total sunt 261 numere. 18. Numdrul liniilor poli-

. 1 . . .
gonale neinchise este egal cu EA:H , iar al celor poligonale inchise este

k
-k
egal cu%. 19.a) 0; b)z(n—l).ZO.n:Q; C;' =36.21.a)n € {3, 14};
n—

byn=5:c)n=19d)n=4;e)n=7;f)n=4,gyn=T;h)n=5;i)n= 27.
22.a)n>6(neN);b)1<k<9(keN);c)9<k<15(eN)d)4<n<
<13(meN).23.ne{1,23,4}.24.9-7=063; C;-C; =756 25.
G =70; 3-C}=30.26. C:=15.27. C, =126; C, =252.28. C.-
-Gy +C4-C3+C2-C}+C-Cy=4005. 29. C; -Af =58800. 30. a) x =
=5%-1,y=3k(k e N ) b)x=3y=8c)x=5y=25;d)

_2Ak+1)(n-k)  k(k+1}2k-n+1)

n! e n*(n+1)

. 31. a), b) Se foloseste rela-

+1)(n- ~
tia €I, =2C;, ,; c) Folosim c"‘ =Ct +C) 32 a)%; b)

2
Suma se scrie Zk ( Z k- Zk’ Zk Folosim apoi
k=2 4 4 k=2 2k 2 k 2
- 1) n(n+ 1)(3n -3n*-2n+ 2)
problema 1 din cap. IX. 31. a) c ; b) 0

33. Demonstram prin inductie dupid n. Notdim S, =1+ N, +N,+..+N,
Daci considerdim numerele 1, 2,..., n, n + 1, atunci se observa: S,,, =1+

AN, +(n+1)]+[N; + (4 )N, |+ AN,y + (3 + DN, ]+ (r+ )N, !

34.a) 1+C -2+ C2 2%+ +C -2 42" =(1+2)" =3"; b) Acelasi re-
zultat ca la punctul a). 35. S4 notdm cu S suma ceruti. Impirtind ambii .
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S
membri cu (2n)! se obfine —— =———-—————...— 7+ - S¢
Gritseoie oy~ @ q, @ ar ' a

o1 2n+1[1
arata: =

- = relatie pe care o folosim in egalita-
e " Ane0\ L, c;;:,J T

k k
tea de mai inainte. 36. Se scrie S, = Y N(1+12)=Y 11 +17 +20-21)=
=1

=1

k
=Z[(1+1)!(1+1)—21!1]. 38. a) T, =960x°a"; b) T, =126x"y’Vx ; )
=1

T, =-3432——; d) T, = 219648a’byab , T, = -109824a’b {b* . 39.
xJ_

a)k=2;b)k=3;¢)k=16;d) k=10;¢) k=8.40. k=16. 41. n = 15.

42.n=20.43.n=6.44.n=15,T,=1001 -3°.45. n=8, T, =70(1 -

2.2 1 2
-x).46. x,=———,x =10.47.m=12,48.n=6,x, = -1, x, =
) ' 100410 ' ! :
2 -

49. x, =%,x2= 10.50.n=7,T,=35x*.51.T,=126a". 52.2) T)s =

=-C-36;b)T,=3T,= C3-3".7;T,= Cp,-3- 7, T, = Cpp-3*-7°;
T,= C}-3-7% T, = 7°. 53. Sunt 51 de termeni si anume: Tj,,, .k €N,
0<k<50.54. T, ¢Q,1<i<25,i#1sii#15 (i € N). 55. Din dezvol-
tare avem nm - (in + pk=0,nm - 1l(m+ p) =1, nm-23(m + p) =5

Scdzand prima ecuatie din celelalte doud si ficand cédtul se obtine

uzl, de unde k = 8. Apoi, m + p =—l, n =—i§i deoarece n
k-23 5 , 3 3m

este intreg pozitiv, avem n = 8/, cu / intreg si pozitiv. Lisim continuarea
pe seama cititorului. 56. n + 1. 57. Sunt 6 termeni rationali. 58.
~C{C +CICE - CXCy + C2CY? = -11. 59. a) Punem x* = y* = 1. Atunci
dezvoltand dupi formula binomului lui Newton si fnlocuind x* si y* prin
1, obtinem suma ciutatd a coeficientilor. Astfel suma cocﬁcwnplor este
egald cu (9 - 8) = 1; b) Suma cocﬁcnengllor dezvoltirii (8x - 6y ) este

8 - 6)° = 256. 60. (9-8)" =1. 61. a) Calculim ;:’“2 si obtinem ci

k+1

T‘k+2 Tk*z

—*=> 1, pentru k < 32 si
T;ul k+1

< 1, pentru k > 33. Deci cel mai mare
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este T,,; ¢) k = 10. 62. Se studiazi cazurile: n par i n impar. 63. Trebuie
si giisim un /, astfel inct suma primilor [ termeni ai dezvoltarii (1 + 103"
si difere de numdrul (1 + 107)" cu mai putin de 10”. Pentru aceasta este

suficient ca suma termenilor dezvoltirii, incepand cu cel de rang [ + 1,

si fie mai mici decat 10”. Se rezolvi inegalitatea Z T,, <107, adici:
Tkal

) k
3. Ch(107)" <107 dar 3. ¢, <1000 = > Ch(107) <10°-10° <107
k=l k2l k=l

pentru [ > 2. Se observd ci numai doi termeni ai dezvoltirii nu sunt de
ajuns, asadar trebuie s ludm neapérat primii trei termeni ai dezvoltarii.

6n
64. Se considerid egalitatea (1 - ﬁi)ﬁn = |:2(cos 233 +1 sin -531&):] =25
Dezvoltim membrul sting dupa formula binomului lui Newton si partea

3n
reald a dezvoltirii care este tocmai Z ct (—3)" este egald cu 2. 65. Se
- k=0

-~ n n
consideri: (1 + i)" = {\E(cos% +1 sin %ﬂ =22 (cos% +1i sin f}) . Se

dezvoltd (1+1i)" dupi formula binomului lui Newton si se egaleazi pirtile

reale si imaginare ale celor doi membri. 66. Se considerd egalitatea

1 V3 2n . . 2n\" cos2nam . . 2nm .
——+i—| = cosT-HsmT :——————+xsmT.67.Secons1-

272 3
JEJ"A

derd dezvoltarea dupa formula binomului lui Newton a lui (l + iT

68. Se considerd dezvoltarea dupi formula binomului lui Newton a lui

(1+i)". 69. Avem (1+x)" +(1-x)" =5 C*x* . Coeficientii din dez-
k=0

voltare sunt pozitivi. Cea mai mare valoare se poate obtine pentru x = 1,

cand avem 2" . 70. a) Fie S, =C! +2C? +3C>+...+nC!. Din C* =C'™*

se obtine S, =nC? +(n—1)C,1,+...+C,:”I . Adunand cele doua egalititi, a-

vem 25, =n(C} +C)+..+C})=2"n, deunde S, =2""n; b) Se proce-
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deazi ca la punctul a) si obtinem S, =2"'(n+2);¢) S, =(n—2)2"" +1;
d) S, =(n+1)2"; ¢) S, =0: D) Avem 5, =4(C} +2C+.4+nC]) - (C) +

+C2+..4+C;) =2""n=2" +1; g) Folosim formula C; = C;| +C;,. deci

‘n-12
Sn = Cr?—l +an4 - Z(C;:Al +an—1)+ 3(C3—1 + C:—l)—-""'("l)n_lnc::l] = C:.)ll -
~Cl +C2~.H-1)"'C) . Dacan=1,5,=0sidacan>1, 5,=0; h)
r)rnl _

‘n-1
_ 1 1 2 n+l) _ < 1 R k _ (k+2)(k+1) Ck+2
Sn ""n—H(CnH +Cm|+"'+cml)_ n+l ;1) Cn = (n+1)(n+2) n+2 »

1
2 3 n+2 — .
i3 (G * 2 )G = oy

-(C,L2 +2C] ,+. Hn+ 2)C,’,':22) - (C,L2 +.. .+C::22) . Conform punctelor a)
1

obtinem S, = ( !

n+l
si b) se obtine: S, = 2n+1(n+2)_2,.+z +l]= ( 2" n+1

nil)n+2)’

1
j) Suma devine S, :———I(CO - +...+(—1)"C””). Dar suma dintre
n+

n+1 n+l n+1

paranteze este egalad cu 1 si deci S, = . 71. a) Suma este egalid cu

n+
coeficientul lui x" din expresia x"(1-x)" + x""(l —x) o +x"(1-x)",
care este egali cu x""(1-x)"" —x™'(1-x)". Se obtine ci suma czutati
este egali cu (~1)"C,, pentru m < n - 1 i este egald cu 0, pentru m = n;

b) Suma ciutata este egala cu coeficientul lui x* din expresia: (1 +x)'l +
+(l +x)"+] +..4+(l’+ x)mm, care este egali cu —1—[(1 + x)"f’"” —-(1+ x)"] .
X

Rezultd ci suma este egald cu Ct/.  —C' pentruk <n - 1 si este ega-

n+m+1
= 1 - TP . .
1 cu C pentru k = n. c) Fie €, ¢,,..., &, ridicinile ecuatiei:

n+m+1
. 2ln . . 2n
x,—1=0, adicd e,=cos_T+1smT,l=l, ... k. Avem cid €] +¢; +

+..4€, este egald cu k, dacd k | s si este 0, dacd k nu divide 5. Deci
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Lo L In nin nin
atunci Z(1+51) =>"2"cos" — p (COSTH mT) Rezultd ci suma
=1 =1

In
ciutatd este egald cu -;C—Zcos Tcos k ; d) Fie €,,¢,, ..., €, cala
=1

k n

punctul b) si considerim suma Y &;'(1+¢,)" = ZC,’.( bmy. +s£"") Se
I=1 =0

foloseste faptul ci €)™ +..+e; ™ este egald cu k, daci k | @- m) si este

egalii cu 0, daca k nu divide (I - m). Se obtine ci suma cidutati este egala

cu —Z cos” % , pentru k > 1. 72. a) Egalam coeficientii

lui x" din cei doi membri ai egalititii (1+x)"(1+x)" =(1+x)". Se
obtine cd suma ciutati este C,, ; b) Se calculeazi coeficientul lui x" din
ambele pirti ale egalitatii (1 - x)" (1 + x)" = (1 - xz)n . Se obtine cd suma
este 0, pentru n impar, iar pentru n = 2k, numdr par, suma este (—1)* Cf,, f

c) Se poate folosi formula C' = C*, +C:]. Se obtine ci suma ciutati
este 1, pentru n = 3k; 0, pentrun-3k+1 -1, pentrun=3k-1,keN;

(Zn 1) .
[(n-1)]

d) Suma ciutat¥ este egald cu 2°"; ) Suma este egala cu

Capitolul XI

PROGRESII ARITMETICE SI PROGRESII GEOMETRICE

-1 1 -1
1.a)3,8,13,18,23;b)-2,1,6,13,22;¢) -1, —, —, —, —;d)

o 27 6 24" 120

3 -8 15 -24 2 4 6 8 10 4 4 8 6
0, - — — —s& - =, — — DL -, — — »—'g)

2 3 4 5 4 7 10 13 16 36510
N S G S T S M
23 .45 n 100 10000 100 10000
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1 1 | N 1 1

deci =0, =— . In general g, =—+——+...+
eci a, a, 107 a; = 102 104 g TERAETE
B 2n-2(n+1 .3 -1 .
s g () g 237, o 271 3. 4) Din
10" {510 (2n-1)(2n+1) 5" 6n—-1

3n*-2 = 190, rezulta 3n® = 192, de unde n = 8. Deci a, = 190; b)
Obtinem a, = 241; c) nu este; d) Obtinem céd a,; = 15985. 4. a, =, a, =
=2a, a,=3a,a,=4a, a; =50, b)a, = B, a, —2B a,=4f,a —SB as-—
16[5 ©)a, —'ya—la—ya—la—y.d)a—aa—ﬁa—a-
B a,=op - [30. +[3 ag= o -7aﬁa+aB g e)a =a,a,=p,
a, aﬁa-[} +2aﬁas—3aﬁ +2aB5a-2a—3a—2+1
a, =2"+1.Se demonstreaza prin inductie matematica ci a, =2" +1. 6.
a=1a,=4, a =9,a,=16, a; = 25. in general, a, =n’ Demonstragla
1

se face prin inductie matematici. 7. b =1, b= E by = 5 b, = e In

1 . . . -
general, b, = —. Demonstratia se face prin inductie matematici. 8. a) x,,
n

X33 b) x,, x), X5, X, 9. Demonstratia se face prin inductie matematica.

3 4 S . n+l
10. x,=—, x, =—, x,=—, x, =—. In general, x, = . Demonstra-
3 4 5 6 n+ )
2 2 3 3
. - . . o, - o -
tia se face prin inductie matematicd. 11. ¢, = p , €= P s
o-p o-f
(14 _B4 n+l _ an+l
Cy = §i se aratd prin inductie ¢i ¢, = ,orcare ar fin > 1.

o B
o p " Tap
o ) B) () -p)
@) @) )
tru a, se demonstreazi prin inductie matematica. 13. a) Daca n = 2k, a-
(k 1) k(k+1)
2

Formula pen-

tunci S, =[0+14+ 2+ Hk - 1)]+(1+2+3+..4k) = =—L+ ——k*

Daci n = 2k + 1, atunci Sy, =(0+1+2+..+k)+(1 -+2+...+k) =
k(k+1) k(k +1)

T2 2
maticd; b) Se poate considera separat fiecare din cazurile; I) p par, g par;

k(k + 1) Demonstratia se face prin inductie mate-
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II) p par, g impar; III) p impar, g par; IV) p impar, g impar. 14. a) 2, -1,
-4,-7,-10, a,=2+(-3)(n-1);b)a,=23,a,=35,a,=47,a,= 59, a, =

=171, a, =23f12(n—1);c)a1‘=21,a2=22%,a3= 24,a,= 25-;— ,a,=

=27, an=21+%(n—l); da =3,a,=74a,=11,a,=15,a,=19,

a,=3+4n-1).15. Avem a, - a, = 2r = 6, de unde r = 3. Obtinem a, =
=-10,a,=-4,a,=2,a,=5.16.a,=-130. 17.n=8.18.a) a, = -5, r=2; b)
a,=4,r=1sia"=6,r"=-1;¢c)a, =2,r=2.19. a) S|, = 15050; b)

Yicr t Vit
2

S.00 = 33350. 20. Se demonstreazi ci y, = . Se obtine y, = oL +

+B,sir=o.2l. Avem S, =a+B+y=a,S,=4a+28+y=aqa,+a,

2 a, +a
S,=9a°+3B+y=a,+a,+a, Pentrucaag,=—"—2

s trgbuie cay=0.
in acest caz (cand y = 0), sirul (a,,) este o progresie aritmetici. Avem
a,=(2n-Na+p.22. r= %. a,=a(2n-1). 24. Se verifici daci este

bk—] + bk+l

adevirati relatia b, = . a) este progresie; b) este progresie; c)

este progresie; d) nu este progresie; €) nu este progresie; 25. Se observi

(a+ b)2 +(a— b)2

cia’+bt= .26.a,=a-r,a,=a,a,=a+r. Se apli-

ci teorema lui Pitagora si se obtine a = 4r. Daci a, = 3r, a, = 4r, a, = 5r,
atunci % = 941 = f’si .27.a) S,, =k, iar Sy, =k +1:b) S, = -2k, iar

Sy =2k +1.28. Fie a,, a,, a,,... sirul din enunt. Atuncia,-a, =7, a,
-a,=Y,,..,a,-a,,=Y,,,undey, Y, ¥,,... este o progresie aritmetica.
Adunind relatiile membru cu membru = a,=a, +y,+y,+. .4y, .

Cumy, =2, v, =3,7,=4,.. se obtine a, —1+n 142 9. Din egali-

tatea a- ‘3/—+d 3" =b- ‘3’— +c-3
bcd abc acd

=b'+c" 31. Avem T,,, = Cta"*b*si penlruk 5, T, = 21. Mai-mult,

se deduce ci a* + & =
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cum C., C2, C2 sunt in progresie aritmetici, rezulti m = 7. Se obtine

ccuagia €527 209 _ g1 agien 24°7).218 _ 1 de unde x, =

: . . TR . 2
=2, x, = 1. 32. Ecuatia din enunt are exact patru radicini <> ecuatia y* +

atunci ecuatia are ridicinile —“,[ Va» —4‘/ Yis 4‘/ Y. 4y, scrise in ordine
crescitoare. Faptul ci acestea sunt in progresie aritmetici inseamni ci

—%—(—ﬁ)=ﬂ—(ﬁ)=§/};—ﬂ sau VZ:Z;‘ Y , adicd y, =
= 81y,. Folosind relagile lui Viete, se obtine ci a = —% indeplineste

chdi;iile problemei. 33. a) b, =3, b, =-6, b, = 12, b, = -24, b, = 48, b)

) 57 , 56 . 55
by=3,b,=6,by=12.b,= 24, b;=48,0) b =35, by =37, b= 55
Y L 57 . 5% A 55 .5 53
S R R i R S S B

b, =5, b,= 10, b, = 20,'b, = 40, b, = 80. 34. b, =243, b, =632,

by = 36\/—2—, b = 7243 . 35. a)l,2, 4,8 165si-16, -8, -4, -2, -1; b) 625,
-375, 225, -135, 81. 36. a) Nu; b) Da; c) Nu. 37. a) Da; b) Da; c) daca
B # 0, nu; d) Da; e) Da. 40. Din relatia data se obtine y* = xz. 41. Scriem
suma (notatid cu S ) astfel:
S=1+2427+2°+.402%42% 4
+2+2242% 4. 2% 2% 4
4274274 2% 4027 4

2% 4+2% +
+2% . Deci
100 9% 9%
S:1(2 —1)+2(2°9—1)+22(2 _1)+...+2 (22—1)+2°°(2 -1)=
2-1 2-1 2-1 2-1 2-1

= (2" 1)+ (2" -2)+ (2" -2 }+.. 42" -2%) =100-2" -
~(1+2+2°+..42%) =99-2' +1. 42. Se foloseste formula 1+x+x +

kel _ - 2 _
bt =7 entru x = 1. 44, Avem 3=1021 331071
x-1 : 3 3
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" 10{(10" -1
. 3= 10 -1 . Obtinem: S, = M—ﬁ. 45. Daci r este ratia
i end 3 27 3

progresiei aritmetice, iar g a celei geometrice, se arati cd r >0, g > 1.
Pentru a demonstra ci a, <b, observim a,g4""' —a, —(n - l)r = al(q - l)-
.[q"_2 44"+ g +1- (n' - l)] , iar numirul din paranteza mare este po-
zitiv. Egalitatea tuturor termenilor celor doud progresii are loc numai in
12 7 2 -3 -8
cazul in care g = 1 (si deci r=0). 47. 35, 35,35, 35,35 . 48.5, =1-
-134+2-13+3:13 +..4 76 - 13 este suma numerelor < 1000 care se
dividcu 13. 5, =1 +2 + 3 + ... + 1000 este suma tuturor numerelor < 1000.

Suma ciutatd este S, - S, = 462462. 49. Primul termen este 2 sau 95%
50. a = 100, b = 20, ¢ = 4. 51. Primul termen este 70 sau 10. 53. Daci n

este par, atunci a,a, ... a,= (a,a,)(a,a,,)..= (a,a,,)% . Daci n este im-

. n-1
par > aa,.. a, = (alan)(azanl)...(a"_]aﬁ]a"_ﬂ =(a|a") 2 Jaa, =
2

2 2
=(a,a,)?.54. b= a;—c‘ ct=ab,a= beC . Deducem ci b si c trebuie
+c

si verifice relatia 2b° - bc = ¢*. 55. Avema, + a, + ... + a,, = 5(a, + a, +

+ ... +a,, ); obtinem g= % 56. Dedupem 2a,+9b, =31, b(1+a)=9,

25 2
de unde aI:T,blzggial=2,b1=3. 57. Avem a, + r=bg, a, +
2r+8
+2r=b1q2-8. Dar a, = b, si se obtine a, = T a, = Z+1 . Deci r si
q- 9 -

2r+8
; , iar a,(= b)) este arbitrar. 58. Avem a, +
q° -1

. .

q satisfac relatfia —— =
qg-1

+r= al(a1 +3r) , de unde a, = r. Asadar a, = 4a,, a, = 6a,, a, = 9a, si

3 . -
evident a, - a, = al,q= 5 59. Daci 0 < g < 1 este ratia progresiei geo-
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2 2n-2
metrice, atunci p:a—l-a3 = 4 -(a,q ) (( A Zn_)) Dupd efec-

a, G, Gy, (

, a ’
tuarea calculelor obtinem p=— ER Z'M . 60. Nu-
A2ne2

mirul boabelor de grau este 1 + 2 + 22 + 263 =2%_1.62.2%-1. 63.
a) Se efectueaza ridicdrile la patrat §1 se insumeazid. Vom obtine:

) (az" - 1)((12"+2 - 1)
DG B e

g az"(az—l)

L L fada s,
Vo +a ot \/n_1+«/_ a-a,  a-a
N1 e, \/—\F\/—\/_ J_J—

a,,—a,

- L (e ) Var Joo e _

2n 2n+2 _
+2n, u)( 1)( ) —2n . 64. a) Scriem-

n-1
1 1 P
'(1+T+---+T) §iS2=———-l (1+Lp+...+—i—p-) deci i=—q l,
q g% af(¢"-1)\ ¢ q S, ¢ +1
q fiind ratia progresiei geometrice. 66. Avem a, =S, - S,_, = (2k - l)a +

+ b. Este clar ci sirul (a,,) este o progresie aritmetici in care a, = a + b si ra-

tia 7 =2a. 68. Avem a, = E , ay = % . Presupunem ci pentru k < n, avem

| A Y ,
a, = F §i sd ardtim cd a, = ; Intr-adevir, aja, +aa, +..+a,a, , +

1 1 1 1 1

FIN ) Y ) T !

+..+a,a, =a, + +a, :2na",Deci
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2 _2

n!

i(C,? +C! +...+C:+...+C,’,')—L+2an =2"a,, sau +2a,=2"a,,
n! n!

1 . . - -
unde a, = — . Folosind varianta a doua a metodei i iei -
de unde a, ' Folosind ta a doua a metodei inductiei matema
n
. . P
tice = a, = —, pentru orice n. 69. a) Avem a/,, —af = (a,k +r) -af =
n:
1 p-1 2.2 p-2 p-1_p-1 PP H 3
=C,ral” +C,riay "+..+C) r’"a, + C}r?, p > 1, fiind un numdr natu-

ral. Considerim acum relatiile, pentru k = 1, 2, ..., n, adicd
p_ P ), P 2.2 _p-2 p-1 p-1 PP
a; —a —Cpral +Cpr a; +...+Cp r a1+Cpr

P_ P, P 2.2 _p-2 p-1,p-1 PP
a; —a; =Cyray +Cyriay " +.4C;r"a, + Clr

1 1 1
al,—a} =Cyral” +Cz ? P_2+"+C£_ r”_]an+C5r".
Adunand aceste relatii, membru cu membru, obtinem relatia ceruti. b)
Pentru p = 1, relatiile ne dav a, - a, = r,a,-a,=r, ..,a,-a,  =r, ceea

n

ce ne aratd cd a,, a,, ..., a, sunt in progresie aritmetici cu ratia r. 70. a)

Avem g = I—B——- . Se verificé ugor ca pentru orice k , 2 <k <n- 1, avem
-

(b = a)(be — ) = (b —q)2 ,decib, - q,b,-gq, ...,b,- q sunt in progre-
sie geometricd. Ratia acestei progresii este egald cu o.. Avem b - g =

B

=(by—q)a"", deunde b,=(b,—g)a""+ g, unde g= o’ b) b, + b, +

+..+b, =(b,-q)+ (b,-q) + ... + (b,- q) + nq. Folosind punctul a) se

_(bi-g)e"-1) B

obtine b, + b, + ... +b +nq, unde g=——. 71. Pu-
. a-1 -«

nand f(n) =a,a,,,..a,,, avem f(n+l) f( ) (k+l)ra,,+,a,HZ s

unde r este ratia. Dar S=aa,..q, +[(f(2)—f(l)) +(f(3)-—f(2))+...+

1 -
+(f(n+1)—f(n))]+(k+l)r = . S=aa,..aq + a1 a"*(’;i])i‘az D
72. Punem f(n) = v si proceddm ca la exercitiul precedent,

a,aq, k-2

n“n+lt
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1 1
folosind diferentele fin) - in + 1). Avem S=1-——-— [—————
(k l)d a,a,...a,_,

1 . 5
——) unde d este ratia progresiei. 73. a) Calculdm ¢S5, - S,
Ay 18y Qg
n+l n+1 n+1
si gisim ¢S, - S, = 4 "9 .4, de unde S, = M qz . Proce-
q-1 g-1 (q-1)

2 -1 n+1+ 2 _n+l
dand analog ca la a) gisim S, _2q —4 ( n—1)q 4.4

@y @y

28 n

- _ =9 < - k _

74. Se observd ci a,,, = . :—l —Q, - Se calculeazi apoi, ZC,l A =
k=0

u 2 u 2",
=3 (&—an,m), se gaseste Y Cia,, =2

k=0 n+l k=0

de unde rezulta relatia cdutata.

Capltolul XII
NOTIUNI DE ARITMETICA NUMERELOR INTREGI

1. a) 9; b) 1; ¢) 5: d) 8: e) 15;'f) 20; g) 735. 2. a) 40; b) 60; c) 50; d)
2.3.149.4.126.5.a=12, b=48 saua =24, b =36 saua = 36, b = 24
saua=48,b=12.6.a=6,b=216saua=24,h=54.7.a=184. b =176
saua=56,0=16.8.1,4,8,4,4,7,5.9.a) 1, b) 1. 10. 7" este de for-

.,
madk+3= 7 =7= 3 (mod 10). Deci 3 este ultima cifra. 11.n > 5 =
=n!=0(mod 10) = 1! +2! + ... +n! = 1! + 2! + 3! + 4! = 3 (mod 10).
Deci 3 este ultima cifra. Un patrat perfect are ultima cifrd 0 sau 1 sau 4
sau 5 sau 6 sau 9. Pentru n =4, 1! + 2! + 3! + 4! = 33 nu este pitrat per-
fect. 12. nes(edeforma7k Tk+1,7k+2,7k+3,7Tk+4,Tk+5, Tk + 6
Se calculeazi n’ pentru fiecare caz in parte. 13. n = 1, restul este 2; n =
= 2k, restul este 2; n =2k + 1.(k > 1) restul este 0. 14. a) Fied = (5n + 3, 8n +
+3)=>d | -86n+3)+5Bn+5)=>d | 1 =>d=1;b)d=33n+4,
2n+3)=d | 3(22n + 3) - 2(33n + 4) = d = 1. 15. Se face analog cu
14.16. Fied = (Sa + 17b, 2a + 7b) si d' = (a, b); d | 52a + 7b) - 2(5a +
+17b) =>d | byd | 7(5a + 17b) - 17Q2a + Tb), rezulti d | a = d | 4,
dar d' | d => d=d'. 17. (a+ b, a - b) =2 daci a, b sunt prime impare;
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(a+b,a-b)=1dacéasaubesteegaléuZ. 18. Sesciea=7k+r (0 <
<r<6)sib=7Tl+s(0<s<6). Searatica7 |+ b’ =>r=5s=0.19.
§i20. Sescrien=6k+rcur=0,1,2,3,4,521. 1"+2"+3"+4" =0
(mod 2); dacd n este impar = 1"+ 4" =2" + 3", (mod 5) = 1" + 2" + 3" +

m+n)!

+4"EO(m0dIO).23.( =C" .24.5 | n-3n+6=5|n"+
m

' e
+2m+6=5|(n+1’+5=>5|(n+1° =5 n+1=n=5k-1.25.
P +3nt+2n=n(n+1)n+2)=6 | n(n+1)(n+2). 26. n = Tk +1 sau
n=Tk+3,21.n=3k + 1.28. n = 3k = 37 422 = 36k+1 L 32 o
=3+422=0 (mod 7); n = 3k + 1 = 32" 42m2 =33 1233 =974
+8=0 (mod 7), n =3k +2 = 3 42" =33 1 ¥4 =35 120 =0
(mod 7). Pentru celilalt exercitiu se tine cont ca 2% =1 (mod 11). 29.
174 +3.9% Ez‘"*'+3-(—1)2"s(z‘)"-2+352+3§0 (mod 5). 30.

153" +45" -28"=1+1-0=0 (mod 2), 153" +45"-28"=3"-3"=0
(mod 5), 153" +45" -28" =11" +11" =0 (mod 17). Deci numirul este
divizibil cu 2 - 5 - 17 =170. 31. si 32. Se considera cazurile n = 3k, n =

=3k + 1, n=3k+2 33 3" +a-4"" =3.9" +4a64" = 3(-2)" +
+a(-2)" =(-2)"(3+4a)= 11 | 4a+3 = a =11k + 2. 34. Se dezvolti

p(p—l}..(p—k+l).cum
1-2..k
k<p=estepimcul-2-.-k=p| C:.36.2°-2=(1+1) <2=

dupi binomul lui Newton, (n+1)". 35. C} =

=C, +C2+..+CF" sise foloseste 35.37. a* —1=(a- 1)(a*" +a" 4+
+)=a=2. Daci k=mn =2™-1=(2") -1=(2" —1)((2'")"’1 P
+1) = 2* —1 nu este prim. Deci, trebuie k si fie un numir par. 38. a im-
par = a" +1este par = nu este numdr prim, contradictie. Scriem
n=2'n"cu n' impar = a" +1= (az’ ),.' +1= (az' +1)((a2')"l—]+...+1) =
=>n'=1=>r=2".39.3nu diviae 3n’ - 1. Pentru a arita ci 5 nu divide

pe 3n® - 1 se scrie ci n este de forma 5k, 5k + 1, 5k + 2 si se calculeaza
oy oy

372 - ‘1. Analog, pentru 7. 40. Se scrie a=pMp®..p;
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b=plpl.. pPundea; >0, B;205ip, p,, ...,p, suntnumere prime.
Se obtine . o; < 2P, < 3a; <4f; <..oricare ar fi 1 < i < n. Din aceste ine-
galititi se deduce ca o, =P, (1 <i<n)= a=b. 41. Orice numir de

forma 4k - 1, in descompunerea sa in factori primi contine un factor
prim de forma 4/ - 1. Presupunem cé existd un numdr finit de numere
prime p,, p,, ...,p, de forma 4k - 1. Fie N = 4 p/p,... p, -1. Existd un
numir prim p de forma 4z - 1 care divide pe N = existd 1 < k < n astfel
incit p = p, = p, | N= Dy | -1, contradictie. 42. Acelasi rationament

ca la problema 41. 43. E = (n* + 3n + 1)°. 4. Jm +n =£€Q =
q

2
ﬁa/;:-e—\/;zm:p—zfn—2£\[;:>\/;eQ :JZEQA Fie n =
q q q

2
. . r r
=p,p2...p,.p,.pnme§1J;=—2p1p2 P=—F=p |r(V)t 1<i<t=>
s

=pls=> 1 nuesteireductibilﬁ.45.p25:>p=6k'il:>p2=36k2t

12k+1—12(3k2+k)+1 46.Dacip=3k + 1 >p =M3+1 =
38[7 + 1 se divide cu 3 deci nu este prim. Deci p = 3 = 8p° + 1 = 73,
8p -1="71.47. (0, 0); (2, 2). 48. (x - 2)(y 2) = 4 si rezultd solutiile:
(3. 6); (4, 4); (6, 3). 49. Se scrie (X - 1)’ - 1) =xy + 1. Dacix>2siy>
>2 =22 1>x+1siy-1>y+1 =@ - DO -D>(x+ Dy +1) >
> xy + 1. Dacd x=2:>3y?-2y-4=0:ynuestenatural.Dacéx:1:>
=y+1=0=y=-1, nu este natural. 50. (285, 5); (180, 10), (5,15). 51.

[ﬁ]:£;—1 Se tine cont ci _J;—l<[J;]SJ—;. Se obtine x = 13 §i x =
=17. 52. Pentru orice n € N, 12 | n* - n - 24. 53. Dacii n = p'm cum>
> 1 i (p, m) = 1, atunci p nu divide pe C?. Acum, daci d =(C: ,C2,..,
C,’,"l) si d > 1; existd un numdr prim q cu q | d.Cumd | Cl =g | n si

putem scrie n =g*m cu (g, m) = 1 si m > 1. Dar g nu divide C,‘,’a si deci
g nu divide d, contradictie. Deci d = 1. 54. Dacid n = p™, atunci se arati

ci (V)k, 1 <k <n- 1, pdivide C:,_. Apoi se arati ci p’ nu divide pe
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c::" . 55. Fie N numirul format din ultimile 2 cifre ale lui 2°”°. Avem

2°° = N (mod 25) = 2" = 2N (mod 25). Dar 2% = 1 (mod 25) = 2=
=1 (mod 25) = 2N = 1 (mod 25) = N = 13 (mod 25) = N = 13 + 25k.
Cum4 | 2 =4 | N>4 | 13+25k =>k=3=>N=88.56. (2% + 1) +
+k+2)+ ... +[2k+Cn-1)]=2nk+n*=n(n+2k).57.n"+n’ +1=
= (n2 -n+ 1)(n2 + n + 1) si fiecare factor este strict mai mare ca 1. 58.

Scriem 2% -1= (22'H - 1)(22'H +1)_ DaciA=2""-1.B=2""+1>
= A si B sunt prime intre ele. Se demonstreaza afirmatia prin inductie

tindndu-se cont de consideratiile facute. 59. Se tine cont cé orice divizor
d al lui n este de forma d = pp2...p"unde 0 < I, < k, ()i, L <i<n.

60. N=a, ...a,=10""a,_ ,+a,,...ay. Dar a,_,a, ;...a, <10-10..10 =

n-1*

=10""'=>N>a, a,,..q,.6l. Fiea, a,, ...,a,,,, n + 1 numere. Pen-

n+l?
tru fiecare g;, existi un numdr natural o, > Oastfel incat n + 1 <2%q, <
< 2n. Rezulti cid existi i, j astfel incat 2%ag,=2% a;. Daci

—o;

o, S0, =a,=2""a,=>a;|a,.62. Avema’ + b+’ =(a + b + o)

-(az+b2+c2-ab-bc-ca)+3abc. Cum 6 | a+b+crezulticia, b
sau c este par rezulti ci 6 | 3 abc. 63. Daci m =n + 2 rezultd (n*+2n+
+2) | n*+4sin’+2n++2 | m*+4.65.1n 50!, 2 are exponentul egal

cu Z{SO] [50}+[2]+[§9}+[§9]+{SO} 25+1246+3+1=47
ax1 4 8 16 32

in 100!, 2 are exponentul egal cu 97. 66. Scriem 7 + k =2% u,, unde u,
este impar (1 < k <m). Fie a, , cel mai mare dintre toti o, . Se arati ci

a, este unic. In continuare:

N= i o i S Suma de numere pare + un numar impar

U, q

o, ‘u

unde u este impar. Deci N = g, unde p este impar si g este par => N ¢ Z.
q

67. Se observicin'+2n°-n*-2n+5=(n- Dn(n+2) +5 =8k + 5.
Dar orice pitrat perfect este de forma 8k + 1. 68. Dintre numerele a, a,

a,, 5 sunt impare si 4 pare, de aceea trebuie si avem un factor de for-
ma a, —k, cua, impar si k tot impar. 69. Cubul unui numir fntreg nedi-
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vizibil cu 9 este de forma 9k + 1. Daci nici unul din numerele a, b sau ¢
nu este divizibil cu 9 inseamni ci a® + b° + c este de forma %' + 1 + 1 + 1,
care nu este multiplu de 9 pentru nici o combinatie de semne. 70. Nu-
merele n = 65k + 4, cu k € Z, satisfac conditiile. 71. A se vedea 61. 72.
Se demonstreazi prin inductie dupi n. Pentru n = 1 obtinem ci din orice
3 numere se pot alege doui cu suma pari. Daci avem 2"*' —1 numere le
impirtim fn 2" -1 grupe de céte doui iar cel de-al (2"*' —1)-lea numir
il punem in prima grupa. Din aceste trei numere extragem doud cu suma
numir par. Numarul rimas il asezam in grupa a doua apoi repetim ratio-
namentul s.a.m.d. 73. Se tine cont de formula care di numérul tuturor
divizorilor unui numir (vezi problema 59). 74. Daci n = p* p;*...p";
P> Py ---» p,numere prime rezultd numirul divizorilor pozitivi ai lui n
este T(n) = (o, + 1)(a, + 1)...(a, + 1) = 2(a; + 1)(o, + 1)...(c, + 1) =
= numdrul tuturor divizorilor. Acest numir este de forma 4m + 2 <
&> a; + 1 este impar (V)i,1 <i<r< o;este par (V)i, 1 <i<r < |n|
este un pitrat perfect. 75. Fie n prim si n=10* +10*"+. . +10+1=
B ]0k+1 -1
9

=k+1=r-S,cur>154iS>1= nnoueste prim. 76. De exemplu, (n +
+I)!+2, (n+ D! +3,...,(n+ 1)+ (n+1). 77. Dacd m = n scriem m =

. Suma cifrelor lui n este k + 1. Daci k + 1 nu este prim =

;nq1+r1cu05rl<n.Dacéd=(a"’—1,a"—l):dla”’—a":

=d

am —I:d’ (a™-1)-(a"-1) = d|a™* -1 samd. rezults
dl a™m™ —l:>d’ a" 1. Scriem acum n =r,g,+ r,, 0<r,<r, La fel ca
mai sus obtinem d ‘ (a® -1). Aplicand algoritmul lui Euclid obtinem
d| al™" -1 . Este clar ci a™" -1 divide pea” - 1sipea"-1sideci

d=a™" -1.78.FieN=n!-1.Searatici (N, k)= 1, (V)k, 1 <k <n.
Deci N are in descompunerea sa un numér prim mai mare ca n. 79. Daci

Ya+¥b eQ, rezultia + b + 3%(%/5+%/E) €Q, rezultd Yab eQ =

= %/;—%ﬂ; eQ = %/EGQ si % €Q = a, b sunt cuburi perfecte. 80.
2 =0(mod 8). 2° =47 = (5- 1)"* = M5°~C25% + C5-1=M5" + 74.
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Deci 2% = 824 (mod 1000). 81. 39 = (40 - 1) = M10* - 40°CZ +
+40Cy, -1 = M10° + 199; 38 = (40 - 2)° = M10’ - 40°C52% +
+40CL 2% —2%° = M10° + 200 - 2% - 2%° = M10° +99 - 2* = M10° +

+ 99824 = M10® + 576; 39% - 38% = M1000 + 199 - 576 = M1000 +
+ 623. Deci ultimele 3 cifre sunt 6, 2, 3.”

Capitolul XIII .
POLINOAME CU COEFICIENTI COMPLECSI
ECUATI ALGEBRICE

1.g=X-X-4,r=8b)g=X+6,r=9%+5X-5c)g=X"+
+2C+2X+11,9=2X-8;d)q=X"+X°- X’ +9X - 5, r = 35X* - 29X + 6;
2.9=2X"-X"+4X-3,r=6;b)3X* + 2X° + 11X° + 22X +45, r=93;
) -2X° + 14X* - 47X° + 141X - 423X + 1272, r = -3809; d) g = 2X* +

7
+4X-9,r=—2——.3.a0=-1.a1=1,a2=2.4.Pentrum¢-1 sim#2
2

(rddécinile ecuatiei m +3m+2=0) gradul polinomului este 4; pentru
m = -1 gradul polinomului este zero; pentru m = -2 gradul polinomului

este doi. 5. f(%/7+\/ﬁ +37-441)=20. 6. Se aplici binomul lui
Newton si se obtine f(%/3—2J§ +33+242)=5. 7. f(%/z-ﬁ +
#2443 = 9.8 f(3f4-242 +3/4+242) =16. 9. ) Folosind bino-

mul lui Newton se calculeazi fla + fla)) si se obtine: fla)[1 + a, + 2a,a +
+afla)+.; ) a=kay,keZ 10. f=kX, k € R. 11. f(2) = 4 i se

giseste m = —%. 12. (1) =5, m, = 2, m, = -1. 13. Polinomul de grad

minim este f = aX + b, f(-1) =2, (1) = -3 si se giseste
a:—-g R b:—%. 14. Scriem f = (X- a)(X - b)g + r unde r = oX + .
Avem f(a) = aa + P si f{b) = b + P. Apoi se rezolvi sistemul de ecuatii
oa+f = f(a) . 2 .
. 15. Scriem f= (X" + 1)g + runde r = oX + B. Avem fi) =

ab+p = f(b)
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=o+Pundefii)=(a,-a,+a,-ag+...)+i(a -a;+a,-a,+a,- ....).
16.-2)=0,m=-32.17. 1) =0, g = X* - 3X> -2X + 3. 18. a) f(-1) =
= (2 -2'=0: b)(x-1)" ~(x+3)" =[(x+1)-2] -[(x+1)+2]" =
=00+ 1. [+ 24 Q) 2 X2+
+ C:"~i""],pentmn=2k. 19.fi)=G+i+ D*"'-i=i*""-i=0,
i) = 0. 20. Seriem f = n X™'(X 1) - X(X" -1) = (X - D)(nX"" -

- X"'- . -X). 21. Scriem f= X" -X"?-3X+3=(X-1) [(X"- 1) +

1

2n-
+ (- 1) 4 (X - 1). 22. Metoda 1. Scriem (2X*+X+2)" +
n—. 7 2n+3
+(2x2 - x+2)" [ (x*+1) +X] [2(}(2 +1)—X] . Dezvoltind
dupi binomul lui Newton este suficient si aritim ci X' — X** se divi-
de prin X* + 1. f =X - X = X (1- X*) = X (14 X*)(1- X?).
Metoda a 1l-a. Se aplicé teorema lui Bézout; se calculeazi f(i) si f(-i);
A =" +i% =i*(1+i*)=0. La fel, pentru fi-i). 23. Fie € o ridi-

. g . . 2 < w - <
cind oarecare a polinomului X° + X + 1. Se aplica teorema lui Bézout

f(e)=e°"’1+s+l=i+e+l=ﬁ:0. 24. Metoda I: Scriem
. € €
(=X -1 (x4 X1 = [(x-1)- X]M +[(x*-1) +X]2" ”

Aplicand binomul lui Newton rezulti ci este suficient si aritim ci:
(=X)**" + X*™* se divide prin X* + 1. Dar —X*™! + X = _x> (1 -

- X, Metoda IL fi) =(1-i—- 1" +(1+i-1)"" = (=i} +i = 0.
25. Meroda I (X*+X-1)"" - X =((x* —1)+X]‘"” ~X . Dezvoltand

dupi binomul lui Newton se constati ci este suficient ca X*"*' — X si se
divida prin X’ - 1. Se observi ca X**' - X = X(x*" -1) = x(x* -1)-

'(in +1) . Metoda 1. Se calculeazi f(1) =1 ~1=0, f(-1) = 0. 26. Se

noteazi cu o, ridicina polinomului X* + X° +AX2 +X+1 care verifici o’ - 1 =
=0>a=lgsa'+’+ad’+a+1=0. Aplicand teorema lui Bézout fla) =
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=0 4o 4o oM o = (ots)a1 +(0L5)a1 -0 +(0L5)a3 o+
(o) o (@) ot =1+atal +o +at =0. 27 (X2 + X +1)" -
-X= [(X 2 +1)+ erl — X . Dezvoltand dupi ])inomul lui Newton este
suficient si aritim ci X**' - X se divide cu X* + 1. Dar X*'-X =
=x(x*-1) = X[(X*)" —1] sedivide cuX* - 1= (¢ + DX - 1) = (¢ +
+ 1)(X2;+ 1)(X2 - 1). 28. Se foloseste teorema lui Bézout:

flo)=(a- l)’l+3 ol = (ocz)m3 +oal=a? o’ +a? o’ =aal-

~(0,3 + 1) =0 (o este radiciné a polinomului X-X + 1 deci care verificd
relatiile o’ = -1 5i o’ - o+ 1 = 0). 29. f= (X + 1)’ ( X2+ZX 1)+1

30. Fie f =(X-1)" -X" +1. Daci a este o radicind a lui X* - X + 1
trebuie ca flo) = 0. Cum o - o + 1 = 0. atunci flo) =o*™ —a™ +1.
Dacid: m = 6k = flo) = a'“—a“+1=1¢o,m=6k+ 1 = Ao)=ao -
ma+1=0,m=6k+2= flo) = ol -a+1%0,m= 6k+3:>f(a)-
=3#0,m= 6k+4:>f(a)—a +oa+120,m=6k+5=>fa)=o’-
- o+ 1 =0. Valorile lui m cautate sunt m = 6k + 1 sim =6k + 5, k € N.
31. Se procedeazi la fel ca la problema precedenti. Se giseste m = 6k + 2 si
m = 6k + 4. 33. Daci o este ridicini a polinomului X+ X+ 1, rezulta
o + a0+ 1 =0, deci X* + X + 1 divide X"*” + X* + 1. Catul este X'**' -
XXXy L+ X -X+X-X+1. 36 Pentru x = 0
egalitatea devine: 0 -P(-1) = -26P(0) = P(0) = 0. Pentru x = 1 egalitated
devine: P(0) = -25P(1) = P(1) = 0. Pentru x = 26 avem 26P(75) =

P(26) = P(25) = 0. Rezulta ca P(X) = X(X - 1)(X - 25)0(X). Inlocumd
gasim o noua relatie (X - 2)Q(X - 1) = (X - 25)Q(X). Procedand ca mai
sus gisim cd Q(X) = (X - 2)(X - 24)R,(X). Continuadnd calculele se
giseste cd R /(X) = (X - 3)(X - 23)R,(X) rezultd P(X) = X(X - 1)(X - 2)(X -
- 3)...(X - 24)(X - 25)R(X). fnlocuind in egalitatea din enunt rezulta ca
R(X - 1) = R(X) si polinomul fiind de grad n care indeplineste conditiile
R(0) = R(1) = R(2) =...=R(n) = k avem P(X) = kX(X - 1)(X - 2)...(X - 25).
37. Pentru x = 0 egalitatea devine (-3)A1) = 0 deci AX) se divide cu X -
- 1. Pentru x = 3 vom avea 3f(3) = 0, deci (X) se divide cu X - 3. Rezulta
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ci f(X) = (X- 1)(X - 3) - Q(X) si inlocuindu-se in relatia dati f(X) si (X +
+ 1) se obtine (X - NQ(X) = (X - 2)Q(X + 1). Pentru x = 2, Q(2) = 0 deci
Q(X) se divide cu X - 2 deci fix) = (X - 1)(X - 2)(X - 3)R(X) si inlocuind
in egalitatea din enunt obtinem: X(X - 1)(X - 2)(X - )R(X) = (X - 3)X(X -
- 1)(X - 2)R(X + 1) deci R(X) = R(X + 1), adicd R(0) = R(1) = R(2) =..=
= R(n) = k. Rezulti ci polinomul de gradul n, R(X) = k. Deci AX) = k(X -

-~ 1)(X - 2)(X - 3). 41. P(X) = X. 42. Daci iX) = %[cx2 +(2b-c)X +2a] ,

a,b,cel, :f(n):%[cnz +(2b—c)n +2a] =% [Cn(n—l)-@»Z(bn+a)];

n(n - 1) se divide la 2, (V)n € Z. Deci fin) €Z. Reciproc, fie fiX)= ax’ +
+bX+c;a,b,ceQ.Dacifin) e Z(¥)n eZ,atunci §i {0) € Z, f(1) €
€eZ,f(-1)eZ.Darf(0)=c,()=a+b+c,(-1)=a-b+c Decice
€Z a+b+c=K e€Z a-b+c=K,eZ Rezultd cd existi:

a:K1+K2_ZC ‘b:Kl—Kz,C:C.TntreK1+K2'2C§iK1-Kzrela-
2 2

tiaK +K,-2c=m;K -K,=2n-m; f(x):%[mx2+(2n—m)X+ZC],

unde m, n, c € Z. 43. a) cm.m.d.c = 2X°-3X +2; b)cmmdc=X-2;
¢)cmm.d.c = X+ 2X + 2; d) cmmdc=X +2X+2e) cmmdc=
= 2X> + 5x + 3. 44. Se arati ci cmm.d.c = 1. 45. Daci f(X) este un
c.m.m.d.c al polinoamelor X" —1si X™ —1atunci orice ridicind a lui

f(X) este o ridicini a lui X? -1 unde d = (m, n) este un c.m.m.d.c.
Invers, aplicind teorema: fie f si g doud polinoame. Dacd d este
c.m.m.d.c al lui fsi g, atunci existd polinoamele u si v astfel incat d = uf +

+ vg, orice ridicini a lui X? -1 este ridicini a lui fX). Deci AX) =
= X?-1. 46. Fie d = (m, n). Proceddnd ca la exercitiul precedent se

. « m .n . .
obtine: dacd numerele 7 si — sunt impare, atunci un c.m.m.d.c al po-
linoamelor date este X¢+a“, daci cel putin unul dintré numerele
m .n . .
7 si 7 este par un c.m.m.d.c al polinoamelor este 1. 47. a) X* - 1 = O +

+DX-DEA+ 1B XC-1=X+ DX -X+ DX - 1D+ X +1); ¢)
X-1=00+ DG+ DX + DX - 1) = (x2 +\/§X+1)(X2 -\/EX+1).
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.(x2 +1)(X+1)(X—1).48.Da.49.f=(X— X + 1)ﬁ(x2 —2Xcos1‘;"i+1) )

. . 1
50. a) Folosind formulele lui Vigte se obtine: x, = 1, x, = 5 VX, =3, x,=

5 -
=-2;b)m=-20,x1=5,x2=5,x3=-3;c)m=47,x1=2,x2=6,x3

=—%;d)m=-228,x,=-3,x2=9,x3=3- 2V5,x,=3+ 2/5: ) x,

. 1
=1,x=2x=3x=40x=7x=4x= —E;g)x1=2,x2='5,

x=3,x,=-h)m=35x=-1,x,=-2,x;=-3, x,=-4; iym=24, x,
=3, x5,=4x=2j)x= %,x2=5,x3=-7;k)x1=-2,x2=1,x3=ﬁ etc.

51. a) Daci x,, x,, x, sunt ridicinile ecuatiei ©+ px + q = 0, atunci
X +px,+q=0,x;+px,+9=0, x} +px;+g=0. Se adunid aceste
relatii membru cu membru si se obtine: S; = X 4+x+x=-3g+ pS, =
=-3g - p - 0 = -3g. Pentru a obtine pe S, =x; +x; +x;, se inmultesc
ecuatiile de mai sus cu X,, X, respectiv x, si se obtine S, ==-pS, - ¢S, (am
notat S, = x, + x, + x;, S, =x} +x; +x; gam.d.). Se procedeazi ca la
punctul a). 52. a) desfacem parantezele si regrupim termenii dand factor
pe m si se obtine (x - 2)(x2 + (2m - 3)x + 3 - m) = 0; b) Tinand cont ca

lx,- x| = "(x2 - x3)2 si de relatiile dintre ridicini si coeficienti pentru
ecuatia de gradul doi se obtine: m, =4, m, = ——;—. 53. a) Ecuatia se mai

poate scrie az(-2.x3 +x +8x- 4) - 2(1x(-2.x:3 +x°+8x- 1+ (-Zx:' +x 4+

’

+ 8x - 4) = 0; riddcinile independente de a sunt x, = 2, x, = -2, 5\:3 =

N |-

2
"b)Rédicina care depinde de a, x, = a2_+1; se giseste a = 0. 54. a) Pentru
a

ca ecuatia si aiba o rddicind in intervalul [-1, 1] trebuie ca A-1) - A1) <
< 0 i f(-1) - A1) = -(m + 1)*; b) Folosind formulele lui Vigte se obtine
m= -1, x, = -1, x, = -1, x; = 1; c) Relatia se mai poate scrie

2.2, .22 22 222, 2.2, 2.2 22_ 2
XyXy +x7x3 +x7xy <OXTXyx3 5 XXy + X7 X5 + XX, = (0 + XXy + xx) -
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. .. P . 2 '
- 2xxx,(x, + x, + x,). Din relatiile lui Viéte se obtine m” - 4<0,me
€ (-2, 2). 55. Demonstrim prin reducere la absurd. Presupunem c toate
v oaw e 2 2 . 2
ridicinile sunt reale. Dar (x, + x, + x; + x,)° = XP X +xix, +

+2 Z X X; @(a+1) -Z(a +— a+1) Zx =>-a’+a- I—Z:xl ,

Isisj<4

contradictie, deoarece a+a-1<0 (V)a € R. 56. La fel ca la exerci-

tiul de mai sus, se observi ci Zx m*-2.57. Scriem AX - 1) = X* -

i=1
-2X* + (a + 1)X - a + b. Aplicim teorema Iui Bezout si f-1) = -4 = -2a +
+ b = 0. Din relatiile lui Viete, la fel ca la exercitiul 51, se obtine
x> +x3 +x2=3a-3bdeunde a - b = 3. Se obtine a = -3, b = -6. 58. Se

1117
procedeazd ca la exercitiul de mai sus si se obtine:a= VR
b= % 59. Scriem ¢’ <1, XTIl L 0 ) 03 b0k 1< 0;

(x2 - 1)(x - 1)2 < 0; x € [-1, 1]. 61. Dacé o este o ridacind dubld, atunci

o este radicind a lui f- D(f) = X| . Deci a = 0. Dar f{0) = 1, contradic-
n

tie. 63. Se calculeazi x} +x) +x, ca in exercitiul 47 si se obtine
x; +x3 +x; = 5m; Sm=10; m = 2. 64. Se face transformarea y = x + 1
deci x = y - 1 si se inlocuieste in prima ecuatie; se obtine y3 - y2(3 -a)+
+y(3-2a+b)+a-b+c-1=0. De unde se gaseste sistemula - b - ¢ =
=3;3a-b+c=3,2b-c=-1.Seobtinea=1, b=-1, c =-1. 65. Se
calculeazi fi-1) - {1) si se arati ci f-1) - 1) = -(n” - m + 1)(m” + m + 5).
Deci f(-1) - (1) < 0. 66. Considerdm ridicinile x, = gx,, x, = ¢'x,, x, =
= qzx]. Aplicand relatiile lui Viete se gdseste g = -2, x, =-1; x, = 2, x; =
=4,x,=8sim=64.67.2) x +x; +x3=-m" +3m + 3 din relatiile lui
Vidte; b) - m’ - 3m+323m+ 1)Y= -m’-3m’ - 3m 20 = m e (-, 0);
c) Se calculeazd f(1) si se gdseste m = -1, ridicinile ecuatiei sunt x, = 1,
X, =21, x,=- J2i.68. Se aplici relatiile lui Viéte si se obtine ecuatia:
SP +20S? —~144 = 0 (unde S . = X, + x,). Se rezolvi ecuatia si se gisesc
solutiile: 2 si -2. Réadicinile ecuatiei sunt: x, = 1 + 2i, x, = 1- 2i, x, = -1 +
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2,x,=-1-42 saux, =-1+2i,x,=-1-2i, x, =1+ 42 ,x,=1-
-42.69.Scriema) X* - 2 + X+ nX +p= X+ DX -2X) + (n +
+2)X+pdeundeseob§mecan--2§1p 0. b)g(l)+g(2)+ +g(n)
=(1-2)+@2-22)+3-3-D+..+(M-n-2)=1"+2"+ ... +7n)-
(n+1)2n+1)_2nn+1)_ n(n+1)(2n-5)
* 6 2 6 ’
T0.AD)+ A +fB) + ... +fim)=a(l® + 2+ . +n)+b(1*+ 22+ .. +
+n) +c(l+2+...+n)+nd Din 1) + A2) + f3) + ... + fin) = n" se
giseste a =4, b=-6, c = 4, d = -1. 1. Se verifica ridicina x,= Yv2 +1 -
- \/3 V2 -1. Se formeazi relagiile Vitte si se gdseste ci x, + x; = -x, =

1 = —2_—_ = 33+ -
Vﬁ— —Vﬁ+1 sioxx, = m_m \[3 2\/_

-33-22 + 1. Se formeazi ecuatia de gradul doi si se constati ci A < 0.
72.73. Se procedeazi analog ca la exercitiul 71. 74. Rédicina reali este
2=2.Scriem 2° - 3+ 202" + (5 + Ti)z- 6(1 +i) = (z - 2)[Z* - (1 + 2i)z +
+ 3(1 +1)] = 0. 75. a) Se aplici teorema lui Bézout si se obtine sistemul
de ecuatiic=0;1+a+b=0;1-a-b=0, sistem care nu are solutii,

-2 +2+43+...+n)=

b) Ecuatia admite ca riddcini si pe x, = —( 1-iV3 ) se obtine a = -2;
b =1, c = -2. Ridicinile reale ale ecuatiei sunt x, = 2, x, = -1. 76. Apli-
cand relatiile lui Viéte se obtine ";1 =2,x,=2,x= —% sim=-7.77. Se

aplici relatiile lui Viete. 78. a = 3. 79. Se folosesc relatiile lui Viete si
se gasesc sistemele de solutii: (@a=1,b=-1,¢ = 1), (a=\b=0,c=0),
A € R. 80. Avem urmitoarea teoremi: orice polinom f=a, +a X + ... +
+a X" de grad n > 1 cu coeficienti reali este un produs de polinoame de
gradul I sau II cu coeficienti reali, adicd poate fi scris sub forma: f =

=a,(X-a,)" (X -o,)" (X +5X+¢) (X +b,X +c,)" unde o,
&y, 0, € Rogi b} —4c, <0,...,bF —4c, <0. Aplicand aceasti teoremi

si tinand cont de ipotezi, f se scrie sub forma f = g*- h vude k nu are nici
o rddicina reald. Vom fmpirti ridicinile complexe ale lui 4 in doud
grupe: ridicinile complexe conjugate fac parte din grupe distincte.
Ficand produsul factorilor liniari care corespund ridicinilor fiecirei
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grupe obtinem polinoamele k, + ih, si h, - ih, si h = (h +ih,)(h, - ih) =
= hf + hf . Deci f= (gh])2 + (ghz)z. 81. Daci o este o ridiciné intreaga a’
lui favem f= (X - a)g. Deci fia) = (a - 0)g(0) sifla + 1) = (@ + 1 -a)g(1), de
unde a - o | f0) si a + 1 - o | (1), contradictie. 82. Conform ipotezei
existd a,, a,, a,, a, numerele intregi distincte astfel incat f- 1 = (X - a,)-
(X - a,)(X - a,)(X - a,)g, unde g € Z[X]. Dar oricare ar fi a € Z
numirul (a - a)) (@ - a,) (a - a,) (a - a,) nu poate fi egal cu -2. Deci fla) -
-1 # -2, oricare ar fi a € Z. Pentru ultima afirmatie din problem ris-
punsul este negativ. 83. Din teorema lui Bézout obtinem f- 12 = (X - a)-
(X -b)(X - c)X - d)g, unde g € Z[X]. Daca flk) =17 = (k- a)(k - b) -
“(k - c)(k - d)g(k) = 29. 29 fiind prim = cel putin 2 factori dintre k - a,
k-b,k-c, k-d, sunt egali cu +1 sau -1. De exemplu dacik-a=k-b-1 =
= a = b, contradictic. 84. Se aplici acelasi procedeu ca in problema 83.
86. Se desfiinteazi parantezele si se face o noui grupare de termeni: (x° +
+ 3)(x” + mx + 2m) = 0; b) La fel ca la exercitiul 84 se obtine x* + 2x” +
+ (m - 1))c2 -2x-m= (Jc2 - 1)(Jc2 + 2x + m) = 0. 87. Se face schimbarea

de variabild y = 3ox si se obtine ecuatia y* + 18y + 60y + 16 = 0.
o .

2.2 2.2 2.2
+ +
b) Se calculeazi y, +y, + y, = —{M} +3=-16;

2
(x1x2x3)
2, .2, 2

X; +x5 + x5 —2_(xlzx22 +x}x} +x12):32)+3x]x2x3

y1y2+ y1y3+ yﬂ] = ] =—16;
(x1x2x3)
2 2 2 2.2 2
Xy +x; x5 —xx; —x22132 —x12x§ +(x1x2x3) -1 .
YiVoys = 5 =0; deci ecu-
(x1x2x3)

atia este y° + 16y° - 16y = 0. ¢) Se procedeazd ca la punctul b) si se
gseste y, +y, + y; =22, y,y, + y,y, + y,y, = 60; y,y,y, = 40; deci ecuatia
este y’ - 22y° + 60y - 40 = 0. d) Se face schimbarea de variabili x = -3 - y
si se obtine ecuatia y* + 6y’ + 4y - 13 = 0. e) Se face schimbarea de

A 1 . . .
variabili x = —— si se obtine ecuatia y’ + 5y° + 3y- 1 =0. f) Se face schim-
y

1+ 3y

barea de variabild x = si se obtine ecuatia 16y - 4y° - 6y-1=0.
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88. a) Facem schimbarea de variabila x = k—y—l si se obtine Y -3k-11y+
+ (k - 1)’ = 0. b) Se aplici relatiile lui Viste si se obtine ecuatia y’ - 9y’ +
+18y+24=0.c)y, =6- xlz,y2=6- x22,y3=6- x;;y1+y2+y3= 12;
Yo+ Yy + Yy, =45y y,y, =53 = ecuatia: y3 - 12y2 +45y-53 =0.

2
00, E = x,2+x§+2x§—x32 N x12+x§+2x§—x,z N xf+x§+2x§—x2 _
x5 X x,
2 2 2 2p° -3¢’ b-4
=—!;—1+ —f—1+—f—1=p—2q. 91. Deducem a= si
X X2 X3 q -2b

tnlocuind obtinem b” - 4b° + 95 -11 = 0. Un polinom de tipul cerut este
X -4ax*+9X-11. 92. Daci x,, x,, x,, x, sunt ridécinile ecuatiei, atunci
avem: x; —2x, +3x? —4x, +1=0; xj —2x) +3xZ —4x, +1=0; x5 -
- 2x) # 3xl—dx,+1=0; x} -2x) +3x? ~4x, +1=0. Se impart ega-
litdtile cu x,, x,, x; respectiv x, si se adund acestea, membru cu membru,
. ’ 1 o
deci: S;-25, +35, —16+L+-—1—+-1—+— =0; S, =x;+x,+x5+x,.
Xy Xy X3 X,

Se fac calcule si se obtine S, = 2. 93. a) x, = 3W2,x,=-32, X, = %

x,=-1;b)x =3i,x,=-3i,x,= =, x, = —% ; ©) x, = 6i, x, = -6i,

1
2

1
xaz—g, x4=——;1.d)x1=1+2i,x2=1-2i,x3=1,x4=2,m=23,n=

=10;e) x =v2+i, x,=V2-i,x,= 1, x, = —%;0 x,=V5-42,
x2=\/§+\/§, x3=—w/§+ﬁ, x4:—\/—5_—\/§.x5=56; g x, =1+
+ 3,x2=1,x3=-1,x4=-64;h)xl=-i,x2=1,x3= é;i) X1=1+J5,

xZ=l—ﬁ,x3=0;n=-1,p=0;j)xl=1+2i,x;=l-2i,x3=2,x4=

3+45

2

=3,a=-37,b=30; k) x,=2-v3, x,=2+3, x,=

3-45

> m = -10, n = 1. 94. Se aplicé teorema lui Bézout, m = 1,

X, =
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n=p=-2,x =-1+i,%,=-1-i,x,=1,x,=-1. 96. a) Se face substitutia

¥ = y si se obfine x,=v2m?*-3, x,=-v2m*-3, x,=+2,

x4=—J§;b)xl=3,x2=-3,x3=2,14=-2;c) x1=2s/§,x2:—2~/§,
-3+3iv3 3 .

X% =202, x,=-2J2;d) x, = 3, x2=——3+2—“/_, x3=—-2—(1+1\/§),

x, =2 x=1-iM3, x,=1+iV3; e) x,=Vm+1, x,=—ym+1,

x3=\/;, x“:—&;f) x,=fr;, xzz—\/r;.x3=l.x4=-l.97.a)

_Lif3 0 1-i3 34T 37

X = —3 b)x, =-1,
1 2 2 2 3 4 4 4 ) 1
3+iv55 3-iv55 ,

x, =-1, x3= P , Xy = s ;0 x, =1, x, = -, x; = -1,
—I+iV3 —1-iV3 1+iV3

X, = 3 , X5 = 5 i) x =-1,x,=-1,x,=-1, x, = 7
1-i3 1 ~7+3V5

X5 = > ie)x, =-1,x,=-2, x3=—5;f)xl=-1, x2=T,

x3=———z—t2£.98. Se noteazi x° = y si se obtine ecuatia y° - (m - 1)y’ +

+(m- mz)y +2m - m* = 0. Aceastd ecuatie se scrie (y + 1)(y2 -my + 2m -

- mz) = 0. Se obtine ridicina y = -1 si ridicinile y,, y, ale ecuatiei y2 -

- my + 2m - m> = 0. 99. Se fmparte cu x° i se noteazi x+ 2= vy, se
x

obtine ecuatia y* + y + 1 - 2m = 0. 100. Scriem (&> + 1)(x - 1)’ - ax’ = x* -

2+ (2-a)-2x+1=0] ecuatie reciproci. 101. Se imparte cu x si

. c . o2
se noteazi x +— =y ; se obtine ecuatia y’ + ay + b - 2¢ = 0.
x

" 2" " kn .. kn
102. (x+z) =(x+z) = (x+f) =1; Jc+f=cos—+ism— =
. x+z x+2z n n

2kn .. 2
1+cos — +isin——

x+a+bi kn .. kn x+a n n
————=cos— +isin— = — = =

x+a-bi n n -bi 2kn . . 2knm

; 1-cos — —isin—

n n
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2(:0S2E+2'lsinﬁcosE ) 2cosE ’

xX+a _ n n n xX+a _ n -
~bi 2sin® E—Zisin—cos— —bi —2isinE
n n n n
"‘;“ =208 %% 103, (1- X)f = a, + (@, - a)X + (a - a)X* + .. + (a, -
- n

-a, )X"-a X" Dacilof>1 = o)l - a)| 2 a o™ - |a, + (a, - a;) +

n+1

+.+(@,-a )| >alaf" - ol (@, +a -ay+a,-a, +..+a -a )=

=a, |of (jou| - 1) > 0. Deci fla) > 0, contradictie. 104. Fie f = Za,.X‘ ,
i20
2= Zb,.Xi ; presupunem ci p |a, p | a,, ..., p|a,,, poudivide q, si p | by,
i20
p by, .. p| b, pnudivide b, Scriem fg=Y aX', c¢,= > ab,.
izo *j=n
Avem c,,,=ab,, +ab,, +..+ab+a, b +.. +a, b =>plc, 6 =
= p nu divide fg, contradictie. 105. f= c(f)f ', g = c(g)g" f ', &' € Z[X] si
=.c(f ) = c(g") =1. Folosind problema 104 rezulti c(f'g") = 1 = c(fg) =
"= c(f) ~c(g). 106. Presupunem ci f=gh,g=b,+bX + .. +bX' h
=co+cX+..+cX, g hel[X]. Avem a, = by, a, = b,c, + b, a,=
=b,cy+ bic, +byc,, ....a,=bec,+ b c,+ ...+ bc-Cump|asi r l'a,
rezultd p | byc, = p | b, i p nu divide ¢, Dinp |a, = p|bc, = p|b;

pla,=>plbc,=p|b, Continvdnddinp |a (r <n-1)= p|b =
X7 -1

. Se
X-1

= p|a, contradictie. 107. f=X""'+ X"* + .+ X + 1, f=

aratd ci polinomul g = AX + 1) = =X+ C:,X‘”2 +

(x+1)" -1
X
+ C2XP? + .. +C?™" este ireductibil, cu criteriul lui Eisenstein (p | C} ;

1 <k <p-1)sideci rezulti ci f este ireductibil. 108. Se aplicd problema
107. 109. Se aplica criteriul lui Eisenstein pentru p = 3 sau p = 5.

110. Se aplici criteriul lui Eisenstein. 111. f:XZ' 1. Se arata ca
polinomul g = fiX + 1) este ireductibil, cu criteriul lui Eisenstein,

o

2"-1
g=X"+Y Cl +2 Searatici2| C,, (V)1 <k<2"- 1. 112. Poli-
k=1
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nomul este un produs dintre un polinom de gradul I si unul de gradul III
= poliliomul are o ridicind intreagd o < o = 1 este o ridicind < a +
+b+2=0saua-b+2=0Avem X' +aX* +bX + 1= + aX +
+ P +X+Pp) o P o, peZoPp=1,ap +aB=b,on +p+
+P=aa+a=0Dacip=p=1=>b=0sia=2-k, keZcu
k#+2 Dacip=p =-1=>b=0sia=-2-k cuk=0.113. Presupu-
nem f = ghcu g, h € Z[X]. Cum fla,) = -1, atunci g(a) h(a,) = -1. Deci
g(a) = -1si h(a) = 1 sau g(a) = 1 si h(a) = -1 de unde (g + h)(a) = 0
(i=1,2, ..., n). Cum grad (g + h) < n avem g + h = 0. Deci f = -g°, con-
tradictie deoarece coeficientul de grad maxim al lui f este 1. 114. Daci
f=X-o)gcuaeZsige ZIX] > fle) =0 = o | c. Cum (a + b)c =
= impar = a + b = impar si ¢ = impar = « = impar. Din egalitatea o +
+ao’ + bo + ¢ = 0 = o(ao. + b) par = ao+ b par = a + b = par,
contradictie. 116. Avem 2(a, + a, +...+ a,g) = (1) + f(-1) = 3% 4 1.

117. Se verifica prin calcul direct. 118. a) Se determinid mai intai A ;
apoi din egalitatea f- A f = A f) + ...+ A .f, | se determind A _, si in final
se determind A ; b) rezultd din a). 119. Se fnlocuieste X cu a, si obtinem
a,, apoi se inlocuieste X cu a, si se obtine o ; apoi se inlocuieste X cu a,
si se obtine o, s.a.m.d. 120. a > 1. 121. a € (-, -1). 123. Daci Ax) =

=X+ X+ L= (X)X - x) (X - x, ), avem: ;ﬁsz((—ll))
124. Folosim problema 118 si vom lua in consideratie polinoamele
(X)X =2) (X k) £=hfy # Afy + oo + A f, Cum 0)

! ’ 0 1o n »
f(l),'....,f(n) sunt numere intregi se obtin A, A,, ..., A, € Z. Daci m > n

avem f,(m) = C,',‘, = fim) € Z. Daci 0 < m < n avem f,(m) = 0 pentru k > m
si fi(m) = C,: pentru k < m. Deci fim) € Z. Analog in cazul cind m < 0
obtinem f,(m) € Z si deci f(m) € Z.

Capitolul )51V N
PERMUTARI

+1

% el % 2% % %41 a*
2.a)c =e, 6 =0;b)c" =e¢,0° =0,¢)0 =e, 0 =o,d)o" =
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214 3 3421

1 2 3 4 2w (12 3 4
(permutarea identici). 4. ¢'® , 67 =

4 31 2 21 4 3)°
1 2 3 4 :
¢ = (3 4 2 l) . 5.6%=¢,6" =6 =06;6. a) m(c) =2, £(c) =

=1; b) m(c) = 4, €(c) = 1; ¢) m(c) = 4, €(c) = 1; d) m(c) = 7, (o) = -1;
€) m(c) = 6, &(0) =1;f)m(c) =9, e(0) =-1; gy m(c) = 9, &(c) = -1. 7. Cum
e(xz) =1 sig(u) = -1 nu existd nici, o permutare. 8. e(xz) =1, eu) =-1;

. . 1 2 3 1 2 3 4 |
nu existd nici o permutare. 9. x = ;0 10, x= si
2 31 2 41 3

=e, O_4k+l = o, 0_4k+2 - (1 2 3 4) , 0_4k+3 =(1 2 3 4) . 3- x=e

—(1234)11'-5‘—212'5'613 1) si
X = 31 4 2)° .0=5,j=2.12.i=5,j=6.13. m(c) =n(n - 1) si

o este intotdeauna pa;ﬁ; 14. e, o, o, 0'3, 04, o 15. 4! 1+2+4+5+

+6)(10° +10° + 10+ 10 + 1) = 4799952 16. al 112-lea. 17. Obtinem
1

%— 60 numere distincte, suma lor este —(1 +2+4+54+5)(10% 10’ +

+10% + 10 + 1) = 2266644. 18. Fie 6 S pentru care P_ este maxim.
Fiei,j e {1, 2, .., n} cu i< j. Fie transpozitia T = (ij) si permutarea

o . 1
T=1e° 71 Avem P < P. Cum P, = H[ak+;_J.

k=1 o(k
ki, j (k)

1 s S .
.[a‘r ++] [a]’. +— ] atunci, din P_< P_ prin simplificare se obtine
a(J) o(i)

, 1 , 1 P 1 , 1 .
al +— aj +— <|a+— aj +— de unde obtinem
) o)) o) i) ()

(al.’—a;)(a;(j)—a;(i )<0 = al, >al, = o() <o(). Cum i i j au

fost arbitrar alesi, c = e (permutarea identicd). 19. si 20. Acelasi
rationament ca la problema 18. Se arati cd: a) c = permutarea identicé;
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1 2 .. n 1 2 .. n
b) o=[ 1].2]. a) Pentru permutarea o=[

n n-1 .. n n-1 .. 1

b) o = permutarea identici. 22. Vom dovedi cd c este permutarea
identici. Prin absurd 6 # ¢ = (3i); 1 <i < n, o(i) = j cuj # i. Notdm
o(j) =k = k # j. Fie k = i; presupunem i < j = ag,, < aa,, = aa; <
< ag, contradictie. Analog in cazul j < i obtinem o contradictie. Deci
k#i= ke {ij} Notdim o(k) = l. Se observd cia |l # jsi l # k.
Presupunem ci ! = i; dacd i < j = ag,, <ag,, = i<k =ag, <
<@, >ag,<aa >ag<aa>j<k>aag,<aa, =ag <ag
= j <l = j<i, contradictie. Analog daci j < ne duce la o contradlcpe.
Deci | #isidecil ¢ {i, j, k}. Daca notdim m = (), ca mai sus, se arati
cim ¢ {i, ], k, I}. Continuand procedeul obtinem o infinitate de numere
{i,j, k, I, m, ...}, contradictie. 23. Sunt permutirile de forma: a) exista
1<ij<i+1lastfelincito()=i+l,0(+1)=i,0()=j+2,0(G+1)=
= j si o(k) = k in toate celelalte cazuri; b) existd un 1 < i < n astfel incat
c()=i+1,0(+1)=i+2,0(+2)=1igsiok) =k in toate celelalte
cazuri; c) existd 1 <i<n astfel-incit c(}) =i +2,0(+1)=i,0( +2) =
=i+ 1 si o(k) = k in toate celelalte cazuri. Numarul tuturor permutirilor

“(n-2)(n+1)

cu doui inversiuni este - 24. Orice permutare G € S, este

un produs de transpozitii (i), iar (ij) = (ll) (1)) (1i). 25. Se aplicé acelasi
procedeu ca la problema 18.

Capitolul XV -
MATRICE
3 4 4 1 -9
1. flA) = |6 12 10]. 2ﬂA)+ﬂB)-(815) f(A+ B =
4 16 1

4 15 .
=(0 —ZJ .3.A"= a"IZ, daci n = 4k; A" = a"A, daci n = 4k + 1; A"
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=-a"l,dacin=4k+2;A" =

A"=0,daci n>3.5.

a"c +(n- 1)a"?

0 0 ac
-a"A,dacin=4k+3.4.A’={0 0 0];
00 O
a" 0 0
na"'b a" 0].

ab 0

1
1 +=n(n-1
n na 2n(n )

6.0 1 n
1

(=]
(=]

10 O

=|{0 1 & dacénestepar.S.A":(

00 o

9.’ A" =(-a)"| (-
(-1 -2"

'n(n - l)

. 7.A" = A, daci n este impar §i A" =

a" (a+b) —a"J.

0 (a+b)
)7 +2m ()" -2" (D)
-2 (<) 42" (-1)"-2" [ 10, A" =
(=)"-2" ()" +2"
1 n nb+1 a
22 " ——(a" -1 0
=alo 1 * % .II.ZA":"_I( ) b
00 1 1~ 0 m(b"'l)
1-(2x)" 0 1-(2x)
1-2x 1-2x i
12 A= o -y 0 |.13.x=2y=3saux=
k=1~ . I-y
1-(2x)" 1-(2x)"
i Gl P id
1-2x 1-2x

=2, y=-3.14.u=5v=asa e C.15. A" = (2a)"'A, deci 22)"' =1,

' 1( 2kn
a=—| cos
2 n-— n-

+1sm—1), kK = 0 1, 2,...,

n - 2. 16
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A= i[VZ—ﬁ V2442 it 2442 _‘/__\/—5].
2242 W] W \oovn iz

18. Luim b=a+ r;c=a + 2r, d = a + 3r i, din ipotezi, rezulti m - [ =
=2ar+ 7, p-m=2ar+3r, p-q=2ar+ 5r i se observi ci 2(p - m) =

a b 1 2 -1 1 -1 2
= m-l+p-q. 19.{(0 a) a, beC} 20.X={0 1 2|;Y=|1 0 1].
30 1 2 -1 1
110 112 31 2
2l.a=-1.22. A=|1 0 1|sau A=|1 0 Ofsau A=|0 0 O].
0 0 0O 0 0 O 0 0 O

23.FelL, L, L,, L, liniile matricei ciutate L,=(0,6,0),saul =(1,1,0)
L,=(1,0,1)saul,=(0,12,0)sau L, = (2,2,0); L, = (0,0, 1) sau L, =

a

b
=(1,2,0);L,=(0,1, 1)sau L, = (1, 3, 0). 24. Daci A:( d) , avem

C

A’-(a+ d)A + (ad - bo)l, = 0. Se deduce ci be = -(@® + a + 1) si deci
a b

b # 0 si ¢ # 0. Matricea A esté de forma _a2 +a+1. —a-1 cua,b e
b

eR b20,A" = -(A + L). 27. Relatiile se verifici prin calcul direct.

b

a b
)‘B:( ).DaciD:[A,B]:AB-BA@

a
28. Fie A=
e (C d c d

punem D = (a g) ,atunci o = bc' - b'c, d = b'c - bc' i deci o + 8 = 0.
Y
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Cum D verifici egalitatea D” - (o + 8) + (o5 - L, =0 = D’ = By -
- ad) I, = [[A, B, C] = [D’, C] = [(By - &) I, C] = (By - aB)C - (By -
- ad)C = 0. 29. Notam E, matricea de ordinul n care are la intersectia
liniei i cu coloana j elementul 1 si in rest zero. Cum AE; = EA, oricare
i,j=1,2, ..n, rezulti usor ci A este o matrice de forma al.30.card M =

10 01
= 2" " -1 31 Avem matricele E,, =( ) E,2=( j
0 0 0 0

00 00 a,, a,
E, = , E,= . Daci A= > A=aqaE, +
1 0 0 1 a,, a,,

+ a,E, + a,E, + a,E,, Deci este suficient si verificim egalitatea

E,, Ey, E;, 32.3) A=(a;)cicn .

cind A, A,, A,, A, sunt matricele E
1<j<n

11° 12

B=(by), ane Te48)= 3 S 1, ) 5 1505 ($ 00,

Isjsl i=1 \ j=1 j=1\i=1

deci Tr(AB) = Tr(BA); 4) rezulti din 3).

Capitolul XVI
DETERMINANTI

1. a) minus; b) minus; ¢) minus; d) plus. 2. i = 3, j = 5. 3. Nici unul.
4. Coeficientul lui x* este -6, coeficientul lui x° este 1. 5. det A =

"Z()lwzu(z) ~~~~~ ey =123+ .. - n=nl6 det A=
= Z ( ) o(1)320(2)"+*+ Fsa(s) - Fiecare termen contine un factor care este
@eSs

egal cu zero, deci det A = 0. 7. a) Adunand toate liniile la linia intai, se
obtin la linia intdi numai elementele zero si deci determinantul este nul.
b) Dam factor comun pe a dupa prima coloani si b dupa coloana a doua.
8. a) Cel putin 2 linii au toate elementele egale cu acelasi numir si deci
determinantul este egal cu zero; b) de exemplu, determinantul
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1 11 ... 1

1 2 1 ... 1
1 1 3 .. 1] #0siaren’-n+ 1 clemente egale. 9. Detérminan-
1 1 1 .. n

tul are o linie (coloan#) nuli si deci este nul. 10. Se obtine ecuatia (x -
- 1)(4x2 + 4x + Sa - 4(12) = 0 care are 3 radicini reale. 11. -cos’® 2x.
12. Se obtine ecuatia x* - 4x° - 2x + 5 = 0 care are o radicini x = 1.
13. Determinantul din membrul sténg se poate scrie ca suma a doi deter-

minanti. 14. Avem Jl+cosx=2cos%, J1+sinx=vsin%+cos%,

Jl-sinx = —sin§+ cos% , pentru x G[O, %:I . Adunim la coloana a

treia coloana a doua, ddm factor comun pe 2ﬁ . 1a coloana a doua adu-
nam coloana ntai inmultita cu (-1), rezulta ci, coloana a doua este egala
cu coloana a treia i deci determinantul este nul. 15. -4(a - b) (b - ©) (¢ - a).
16. Linia (n - 1) - a se scade din linia n - a; linia (n - 2) - a se scade din
linia (n - 1) - a; linia 1ntdi se scade din linia a doua. Se dezvolta dupi
linia fntdi. 17. Se inmulteste coloana 2 cu 10, coloana 3 cu 10° s.a.m.d.
coloana n cu 10" §i se aduni toate elementele la coloana 1. 18.
Rédicinile sunt x, = a,, x, = a,, ... , X, = a, . 19. Se scade linia p din
linia p + 1, linia p - 1 din linia p s.am.d., linia 1 din linia 2 si se
dezvoltd dupi coloana 1; se obtine un determinant de aceasi formé cu
cel initial in care p se inlocuieste cu p - 1 (aici se foloseste identitatea

Ct—Ct, =C*)). 20. Se aduni liniile 2, 3, ...., n la prima linie si se tine
cont ¢d x; + x, + .... + x, = 0. 21. Dezvoltand dupi ultima linie avem
,-beD, ,,n=3,4, ... 22 Se poate folosi
relatia de recurenti de la problema precedentd. 24.a - h,=b - h, =c - h.

25. AB =1 = det(AB) = det A - det B = 1 = A, B inversabile si B
inversa lui A = BA = I . 27. Rezulti imediat din formula Binet-Cauchy.

relatia de recurentd D, = aD,

aa,...a,
bb,...b,

2 2
unde c,,=a,"+..+a
'n

st 4t ‘u 2
si B = A (transpusa), atunci A'A = ,

Ca Cp

28. Daca A = (

) Cpp = bl2 + ...+ bnz, cp=Ccy=ab +.+ap.
Se aplicd apoi formula Binet-Cauchy. 29. Se aplicd formula Binet-
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Cauchy. 30. Se ' pomeste de la definitia determinantului
det B= 3 €(0)by,b2002) - Buo(m) = ;5(")‘71«(1)‘720(:) ..... By =

aé

n

=detA = Z €(0) 151y B2002): +++ ng(m) = 2LE(0)15(1)Baga):+++ By = dEL A
aeS,

31. det (A® +B)=det [(A +iB) (A - iB)] = det (A + iB) det (A - iB) =
=d-d 20,unded= det (A +iB). 32. 1) Se vcxiﬁc:‘ipn'n calcul; H)A*—Os
=>detA=0=ad-bc=0. Dmegahtatea D, A’ —(a+d)A:>A (a+
+d)" A DacaA¢0:>(a+d) '=0=>a+d=0=A"=0.DaciA =

=0=A"=0.34. Daca A (respectiv B) este matricea patratici de tip
(m, n) care se obtine din A (respectiv B) prin addugarea a m - n coloane
(respectiv linii) care au' toate elementele egale cu 0, avem AB= AB.
Atunci det (AB) = det (AB) =det(A)det (B)=0.35.Fie E= A, UA, U
U..UA siE={e,e, .. e} Considerim matricca B € M(n, p, R),
B=(b)cul<i<nsil<j de b ={ LA A o
=, <1< <j< = . ta ca
(U)cu i<nsi J £ punde b; 0 dach e, ¢A Se arati ci
A = B'B si se aplici problemele 29 si 34. }6. det N = k. 37. det A = n(-
-1)" . 38.det A=1.39.det A=(- 1 ' 2" *n - 1). 40. a) Paritatea
rezulti din faptul ca toti termenii determinantului sunt numerele 1 si -1
si ei eventual se reduc doi cite doi; b) Valoarea maximi este 4, de

1 1 -1
exemplu, pentru matricca A=|1 1 1 |. Valoarea minimi este -4.
1 -1 1

41. Valoarea maximi pe care o poate lua det A este 2, de exemplu pen-

110
tru matricea A=|0 1 1].42. Adunind prima linie la toate celelalte
1 01

linii obtinem o matrice care are pe liniile de rang: 2, 3, ..., n elementele
0, 2, sau -2. 43. Se aplica problema 40 si cea precedentd. Se giseste ca
valoarea maximai este 16, iar cea minimi -16.
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Capitolul XVII
RANGUL UNEI MATRICE. MATRICE INVERSABILE.

1. a) 3; b) 4; ¢) 4; d) 4. 2. a) Pentru o = -3 sau o. = 3 rangul este 3, iar
daca o # -3 §i o # 3 rangul este 4; b) 4; ¢) Pentru o = % si p =1 rangul

este 2, iar in rest rangul este 3; d) Pentru § = 1 sau = 3 si o = 0, rangul
este 2, iar n rest rangul este 3. 3. a) Rangul matricei ori nu se schimba,
ori se schimbi cu o unitate; b) Rangul matricei se schimba cu cel mult o
unitate. ¢) Rangul matricei se schimbi cu cel mult k. 4. Daci a 2 0, A" = aA”.
Daci a = 0, pentru n > 2 toti membrii egalititilor sunt nuli. 5. AA' = (a’+
+h++d)det A= (@ + b+ +dY Dacia® + b+ +d %0,
S S
a’ + b+ +d’

2:+4 6 4-o

Al = A’. 6. a) Pentru o # -8 matricea este inversa-

bila, inversa fiind -6 3 6 . b) Pentru o # 0 matri-
+
T 4ca 6 20-4
300 e 0
cea este inversabili, inversa fiind —1— —iov 3o 0]; c¢) Nu; d) Da. In-
‘ 0 0 8
0 ¢ —-i i
- l =1
versa este L . P 7. a) Daci o, # 0, pentru orice i (1 <i<n),
i - i
i i - 0
L 0 .. O)
oy
1 0
matricea este inversabild, inversa fiind o, ; b) Daca
o o .. L
o

o, # 0, pentru orice i, matricea este inversabild, inversa sa fiind
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0 o0 0 1
% 11 .. 1
1
0o 1 ... 1
00 (o 0 ;  c)Da. Inversa este .
L 0 0 0 0 0 1
O
d) Da. Inversa este
1 0 0 0 0
o 1 0 0 o
a? - 1 0 0
-’ o? —o 1 0
O ()0 () ()t 1

9. Avem (I-A)I+A+ A+ .. +A")=1-A"=110. Avem I=1'= (AA") =
O 31 2 0 1 2
=A(A"). 11. Nu, de exemplu, A= , B= , C= .
6 2 3 - 3 2
Daci A este nesingulari, atunci AB = AC = A'AB=A'AC=>B=_C.
12. Coloanele matricei AB sunt combinatii liniare de coloanele matricei
A, iar liniile matricei AB sunt combinatii liniare de liniile matricei B. In
continuare se aplici Kronecker de caracterizare a rangului unei matrici.

. 2
13. a) 2B - I’ = 48> - 4B + I = I; b) [%(A+I,,)} =

n

- %(A2 +2A+Iﬂ)=%(A +1).14.b) Avem (I, - E,) (I,, - lE,,j -

n—
1 1
=l -E -———E, + E =1-E - =1 .
n-1 n- n-1 n-1

15. a) Rezulti direct din proportionalitatea oricéror linii ale unei matrice
b,
b,

derang 1. ) A= |..|(c, ¢ . .. ¢c,).16.Fie A=XYcala
b,

m
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exercitiul precedent, componentele lui X fiind x,, x,, ...., x,, iar ale lui ¥

fimd y, y, ..y, Atwnci o = xy, + xy, + .. + xy. b)

(1, +4) (1n L ) =(1ﬂ -LA) (L,+A)=1,+A RELEYC 1.
o+l o+l a+l

in particular, pentru A = -E, din problema 13, obtinem A’ = -nA, deci

(I—E,,)_1 =1, —IIZTE" . 17. A"B are rangul 1 si dupa problema 16 re-

zultici (I, + A'B)' =1 - LIA"B, unde o = YA'X. inmultind cu A"
o+
la dreapta relatia de mai inainte, se obtine (I + A'By'AT=A"- —%
o+
A'B A" Daci efectuiim calculele in ordinea urmitoare: A'X —» Y A" —
a = Ya'x) > B S G NS YS
a+1 o+1 o+1

(—-i—lA"X) (YA") - (A + B)", sunt necesare 3n° + 2n + 1 inmultini si
o

impirtiri. 18. Daci a}, este elementul matricei A" de pe locul @, i), c;

coloana a i-a, iar ll. linia a j-a a matricei A‘l, atunci se araticd A" = A" -
*
’ 1

1
¢l;.19.FeAdeordinngie=| 1| € M, (C). Punem f= Alesi

1+oa i
1
a

g=¢ A" Atunciavem A7 =A" -
1+as

fg cul +as =0, unde s este

7 -1 10
suma elementelor matricei A™. 20. a) X = %( 3 1) ;b)) X= (0 1] H

0 1 1]
)x—(11 IJ'd x=|° 7 '5-'N Iutii; ) X = (1 1 1);
C =4 1 -)° ) X = 0 -1 0 ; €) Nu are solutii; f) X = ( );

0 -3 -
g) X = (-3 11i 3+9i -1+7i); h) Rezulta:
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111 " 1 ~(n-1) —(n-2) -1
-1 1.0 0 0 11 (-2 -1
1
0 -1 1 0 = =1 1 2 1 s
n
0 0 O -1 1 1 1 2 n-1
folosind faptul ci (A')' = (A") (problema 10) determinim si inversa
1 -1 0 .. O
1 1 -1 ... 0
matricei (1 0 1 .. O|. Se obtine iu final X = I - n_zl-
n
1 0 0 1
1 1 .. 1
1 1 1
1 1 ....1
Capitolul XVIII
SISTEME DE ECUATII LINIARE
" 9l -39a
l.a)x, =0,x,= F,x3= T;b)xl=a,x2=2a,x3=3ot,x4=

= So. 2. a) Sistemul are solutii nenule pentru orice A € R. Daca A # 0 si
A#-1,x=-a,y=2=0, tr=o; o fiind un numar oarecare. Daca A = 0,
x=B,y=-(B+7y),2=0,1=1; B, y fiind numere oarecare. Dacd A = -1,
x=u,y=0,z=-(u+v),t=v,u, v fiind numere oarecare; b) Pentru A #
# 1 §i A # -2, sistemul are solutii nenule. Pentru A = 1, x =-(at + B), y =
= o, z = B; o, P fiind numere oarecare. Pentru A = -2, x =y=z=1y;y

. o - . o 2 .
fiind un numir oarecare; c) Sistemul are solutii nenule daca A = 3 In

acest caz, x = 340, y = -18a, z = 400, t = o; o fiind un numair oarecare.
3. a) Sistemul este incompatibil; b Sistemul este compatibil, solutiile
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So 4-a 8-«
sale sunt: xz?, y= L z=

2
compatibil nedeterminat: x, = -2\, y = A + 1, z = A, A fiind un numar

, unde oo € R; ¢) Sistemul este

oarecare; «d) Sistemul este compatibil nedeterminat; x = -\ + % +1.y=

=Xz=9- %p., t = p, unde A si p sunt numere oarecare. 4. Sistemul

este compatibil < 2a°h’ - 3a°b+a’ -b+2=0.5.a) Dacio = 1 5i B 20,
2p-1 1 20 -4p+1

sistemul are solutie unicid x, =

-

Boa-1)" 2" BT T ha-1)

Daci o= 1, f = —, sistemul este compatibil, solutia fiind x, =2 - A, x, = 2,

| =

. . o | B .
x, = A, A fiind numdr arbitrar. Dacd o = 1, B # 5 sistemul este in-

compatibil. Daci § = O sistemul este incompatibil; b) Daca f # 0, o # |

_ . . . o—p
si o =# -2; sistemul are solutie unicd; x, =-———.
(=1 (o +2)
oaf+p-2 o - .
X, = p+p Xy = P . Dacd o = B = 1, sistemul este

2 Bo-1)(a+2)” P (a-1)(a+2)

compatibil: x, =1 - A - u, x, = A, x; = p fiind numere arbitrare. Dacd o =
= B = -2, sistemul este compatibil. x, =y, x, = ~%(1 +v), x, = fiind un

numdr arbitrar. In rest, sistemul este incompatibil; d) Dacd o # 1 §i o0 # -22,

-7 +8 +1
sistemul are solutia unica: x, = p , Xy = (a, )6 , X3 = (o + DB .
o+22 o +22 o+22
(o +1)B o . I, -
X, = w122 Daca o = 1, sistemul este compatibil, solutia fiind: x, =
o+2

=P -2u-3v-3w, X, = U, X, = v, x, = w, unde 4, v, w sunt numere
arbitrare. Dacd oo = -22 §i P # O sistemul este incompatibil, iar dacd o. =
= -22 si B = O sistemul este compatibil. 6. In ambele cazuri o conditie

necesard si suficientd este ca sistemul si fie omogen. 7. O conditie
necesara si suficienta este ca suma coeficientilor combinatiei liniare date
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a, b a b ¢

sd fie egald cu 1. 8. a) rang |a, b,| = rang |a, b, c,|; b)
a; by a; by ¢
a, b (& b o
a, b a, b, c
rang| ° | =rang| > * ?|.o. Conditii analoage celor din pro-
a, b, a, b c,

blema precedentd. 10. Cel putin doud dintre numerele a, b, c, d, e sunt
b c

+—+ +
a+l b+1 c+1

egale cu -1; daci nici unul nu este egal cu -1, atunci

+ - i1l o=be+cf+ad=0 12 a)Daca m = 1,
d+1 e+1
~1+ — —
m# 1£V5 sistemul are solutie unicd: x= (4m = 3)(2m - 1)

2(m - 1)(m2 +m-— 1) ’
4m-3 6m® —12m +5 -1-45 1
=— » 2= 3 ; b) > S|V
2(m '+m—1) 2(m—l)(m +m—l) 2 3
U[1, +c0). 13. Avem Ax = Ax <> (Al - A)x = 0. Se observi ci ecuatia
(A - A)x = 0 are solutii nenule <> det (Al - A)x = 0 <> A este ridécini a

polinomului P(x). 14. a) A, = -ai, A, = ai. Vectorii proprii pentru A, = -ai
sunt de forma (a, i)', o # 0; pentru A, = ai nu are vectori proprii. b) A =
=\, = 3; A, = 6. Vectorii proprii pentru A = 3 sunt: (-7c + 6B; 5o - 3B
-60. + 3B)', unde o # 0 sau B # 0. Pentru A = 6, vectorii proprii sunt (o;
a; -3a)’, unde o # 0; €) A, = A, = 3, A, = 6. Vectorii proprii pentru A =3
sunt de forma (0; o; -o), o # O; pentru A = 6 sunt de forma (3o; 4or; -201)’,
o#0;d) A, =L, =0,A, =%, =2. Vectorii proprii pentru A = 0 sunt de
forma (2o + 3pB; -a; 0; -B)’, unde o # 0 sau B # 0. Vectorii proprii pentru
A = 2 sunt de forma (o; -ot; B; o), unde o = O sau p = 0; e) M=h=A=
=), = 3. Vectorii proprii sunt de forma (o; 0; f8; -o)', unde o # 0 sau B #

0. 15.P,(X) = det (XI - A) = (-1 det (A - XI,) = [[(X-2,). Fie

i=1
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k
fiX) = aOH(X—x,.) unde x,, x,, ..., x, sunt ridicinile polinomului.

i=1

Rezulti f(A) = aOIL[(A—x,.I,,) si deci det(f(A)) = ao(-1)""ﬁ f(x,) =
_ 1

=1 aOHH(x -2) = f[f(x,.). 16. a) Avem P,(X) = (-1)" det (A-

Jj=1 i=1
- XI), iar P (X)=(-1)"det (A '- X1 ) Daci A este o valoare proprie

a lui A si cum A este inversabila rezultd imediat cd A # 0. Mai mult, se
aratd ci ridicinile lui P _(X) sunt inversele ridicinilor polinomului

P,(X); b) Fie P,(¥) = [](X-1,), atunci P,y = [ [(A-2,) §i P-) =

= (1" [I(r-%,), oricare ar fi A € C. De aici rezulta P,(\)P,(-1) =

i=1

= (1" 1‘[(73 ~22), oricare ar fi A € C. Dar A*- A’ = (A- AL) (A +
i=1

+ A1) si deci . P, ( ) " P,(M)P,(-}), oricare ar fi A € C. Asa-

2
dar,P (}.2 f) oricare ar fi A € C, de unde PA,(X) =

= H(X 7»2) Deci valorile proprii ale matricei A sunt LA, A
c) Analé)g cu rationamentul de la punctul precedent. Se foloseste
k
identitatea A" - X"In = H(A - Xsil,,) , unde €, €,, ..., €, sunt radicinile
i=1
de ordinul k ale unititii. Rezulti ci valorile proprii ale lui A" sunt
ML, )»';; d) Fie fiX) = aOXk +a,X"'1 +..+a, X+ a, Se poate
aplica exercitiul 15; rezultd ci valorile proprii ale lui f{A) sunt f(})),
fAy), ..., X)), unde A, A,, ..., A, sunt valorile proprii ale lui A. 17. c) Fie x
vectorul propriu al matricei A corespunzitor valorii proprii A. Se aratid
ugor cid, dacd f(X) = aOX* + alXH + e +a, X + a, avem flA)x = f(A)x,
adici este vector propriu al matricei f{A) care corespunde valorii proprii f{A).
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Capitolul XIX
LEGI DE COMPOZITIE. GRUPURI

1. Elementul neutru ¢ = 0. E]lementele x # 1 sunt simetrizabile; si-

metricul lui x este x' =

. 2. Elementul neutru e = -1. Elementele x #
x—

. L. . . . , x+3
# 1 sunt simetrizabile; simetricul lui x este x' =

. 3. a) Nu este co-
x—1

mutativa, nu este asociativi, nu are element neutru; b) az-’= 3a; a, =Ta.
in continuare se arati prin inductie. 4. a) Este comutativa, asociativa,
elementul neutru este zero, 0 este singurul element simetrizabil; b) se
aratd prin calcul; c) x=s/§ . 5. Este comutativd, asociativd, 0 este
elementul neutru, orice element este simetrizabil. 6. Se observd cid x T y =
max {x, y}. T este comutativéd, asociativd, O este elementul neutru; 0
este singurul element simetrizabil. 7. Se aratd mai ntdi cix, y € A =
x+y  y+z

1+x§ 1+yz
a .

x oy € A 1) Se arati prin calcul, II)

5

2

:>(x—y)(l—zz)=04Cumz¢0:>x-y=O:>x=y.8.a)
a

* 1 2 3 4
11 1 1 1
2 |2 4 3 1
3 13 4 2 1
4 14 1 4 1

b) Nu este comutativé, nu este asociativd (de exemplu (4 * 2) * 3 = 4 *
* (2 * 3); nu are element neutru. 9. a) ax = b = are solutia x = ab: «aci
ax=ay=b=ab=xsiab=y=>x=y,b)Fieae AsiA={a, q,. ...
a }. Functia 6, : A > A, c,(x) = ax este bijectiva si c,(a) = a. In plus,
dacid o,(v) = x. Din ipotezi rezultd ci x # a = o,(x) # x. Mul{imea A -
- {a} se imparte in perechi disjuncte = A - {a} are un numir par de
elemente = A are un numar impar de elemente. 10. ,** este comutativi
siasociativi<>a=b=0sice Rsana=b=1sice R 1l.a)x*(y*2) =
=(x*y)*zSaxz+cz+ax+ac+bz=bxz+cx+ax+ bz + be o
<:>a=b,b+c=b2,C+a=a2.ac=b0c>a=b=l,_r=},2—},,cu7\, €
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€ R; b) Daci e € R este element neutru = xe + ax + be + c=x, (V)x €
eRsiex+tae+bx+c=x=>d=1-¢,b=1-esic=e(e-1). Dacd
notimA=1-e=a=b=Asic=A>- A= legea este asociativi. Invers
daci legea este asociativi, din a) rezultd ci elementul neutru e = 1 - A;
c) Dacd e € R este element neutru, atunci ¢ - 1 nu este simetrizabil.
12. T si L sunt comutative, asociative si au element neutru (0, respectiv 1).

o,

Pentru a arita ultimele 2 egalititi se scrie: m=p;' py....py",
n= p,p' p;h p, , c=p{'py*...p)", unde p(1 <i <) sunt numere prime si

20,820 752 0. Inconunuaresepnecomcaan- I_Ip (4: ) si

mTn=[]p" “(mm) 13, T si L sunt comutative si asociative, nu au
i=1
element neutru. 14. a) Legea * este comutativa si asocxauva 0 este
element neutru; fiecare x € R are simetricul -x. Legea o este comutativi,
asociativi -1 este element neutru, orice element este simetrizabil
(simetricul lui x este x' = -x - 2); b) Solutiile sistemului sunt (0, -1), (-1, 0).
) ) n(n+1)

16. Sunt n" legi de compozitic dintre care n 2  sunt comutative si

2 N . .
n'""*! au element neutru. 17. In (C‘, T) elementul neutru este -i, daca

- 1 . . - .
z€ C = —— esteinversul lui z. 18. Searaticix#lsiy#z1 > x*y#
Z

# 1. Se aratd prin calcul cd * este asociativd, comutativd. Elementul

neutru este -1. Dacd x € R, x' = este inversul lui x (Se vede ca

x-1
x' e R)). 19. Operatia ,,o* este comutativi, asociativd, O este element

% ' Z . 2 %
neutru. Dacd z € C, = z' = —— este inversul sdu. Se vede cid 7' € C,
-z
iticioioi=5-4i,icicicicioioi=-(7+8i) 20.Legea L
este comutativi, asociativd, 0 este elementul neutru. Daci x € A = x' =
1
= e este inversul lui x. Se observd ca x' € A. 21. Legea o este

comutativd, asociativa, 0 este elementul neutru. Dacd x € R, = x' =
x

= l—este inversul lui x. Se vede ci x € R,. 22. Legea * este
-x

comutativd, asociativda, 1 este elementul neutru. Dacd x € R, = x' =
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X . . e
= este inversul lui x. Se verificd cd x' € R,. 23. Legea ° este
—x - :

comutativi, asociativi, 0 este elementul neutru. Dacd x € 0, =>x =

2
= x2 este inversul lui x. Se verifici: x' € Q,. 25. Fiex,ye H=>x =
x—

a+ b2, y=d+c+2 . Daci H este parte stabila atunci xy € H. Cum

xy = (ad + 2bc) + (ac + bd)s/z = (ad + 2bc)’ - k(ac + bd)’ = 1. Cum

@ -kb’=14ic"-kd =1 = k = 2. 27. Elementul neutru este matricea
10 +4 2 -4 -2

( ) . Inversul elementului (x Y Y ) este (x Y Y )
0 1 -2y x-4y, 2y x+4y,

28. Se verifici prin calcul ci produsul a 2 elemente din G se giseste in
G. operatia din G este asociativi deoarece inmultirea matricelor este
asociativi. Fiecare element din G este inversabil. 29. Consideram grupul
G din exercitiul 28. Daci A € G, se arati prin calcul: A” este matricea

1]

10 -1 0
unitate (0 1) sau matricea (0 1) , V) A € G. Deci,daci A, B €

€ G = A’B’ = B’A’. Deci existi grupuri necomutative avind proprieta-
tea x’y’ = y’x*. 30. Din b'ab = a"' = ab = ba" = a’b’ = aba’'b. Tinand
contcia'ba=b' =a'b=b'a' >a’b’*=abb'a' =e.Dina'ba=b"'=
Sba=ab' > ba =bab'a. Cum b'ab=a' = b'a=a' b’ g ded b'a’=
=ba,a'b'=e.Cuma'ba=b"'=b=a'b'a=b'abb'a=b'a’ = b’ =d’.
Dinadb’ =esiad=b*=a'=b'=e. 31. (ab)’ = a’’ = abab = a(ab)a =
"= ba = ab. Existi grupuri necomutative cu proprietatea (a * )’ = a’ * b° (a
se vedea problema 39, cap. XX). 32. a) Operatiile T si 1 sunt
comutative, asociative, au element neutru: (0, 1) este element neutru
pentru prima, si (1, 0) pentru a doua; b) Elementele simetrizabile fata de
legea ,,T “ sunt de forma (a, b) cua € Z si b € Q - {0}; elementele
simetrizabile fatd de legea L sunt de forma (a, b)) cua € {-1,1} si b €
€ Q; c¢) Legea L nu este distributivd fatd de T. 33. Legea * este
comutativi, asociativi dar nu are element neutru. 36. Functia f: Z — M,

1
f(n)= (0 rll) este un izomorfism. 37. Avem S, = {e, T,,, T,5, T,5, O}, O,}

T, T,, sunt transpozitiile: (12),

unde e este permutarea identicd; T 3 T

12’
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13), (23), i (o} —_A (1 ' 3) G, = (1 3) Definim fu; ia:
= . mm funciia:
( )’ ( ), far o 2 31 T2 31 2 ! ;

) (1 0 0 010
f:8, - Gin felul urmitor: f(e)=0 1 0f, f(t,,)=[1 0 0},
00 1 001
(0 01 100 001
flzu)=[0 1 0f, f(xy)=|0 0 1], f(c;l)=[1 0 of,
100 010 010

0
f (0'2) =0 . Se arati ci f este un izomorfism de grupuri. 38. a) Se
1

(=R
e = O

arati cz'lASk:lS,As“l=A,A5k+2=A2, A5k+3=A3’A5k+4=A4 MkeN;
b) Inversa lui A este A%, c) Se defineste f : G — H, faH =

-cos%ﬂsiﬂszn (V)k, 1 < k <5; feste un izomorfism de grupuri.

39. In grupul (R, *), 0 este element neutru, inversul lui x fagé de operatia

1 0 -1 0
* este -x. 40. Definim f: G, - G, astfel: f(o l) =1, f( 0 J =i,

01 0 -
f(l 0) =-1, f( 1 0) =—i este un izomorfism de grupuri. Definim
' 123 4)

g : G, > G,, astfel; g(1) = permutarea identicd, g(-1) = [2 1 4 3)°

(.)_(1234J (,)_(1234)_ e
8W=1, 1 3 4'8YT 2 4 3.geseun1zom0r1sm e

grupuri. 44. Presupunem ci existd un izomorfism f: (Z, +) - (Q, +)
Daci notim f1) = a € Q, atunci rezulti.ci f(n) = na, (V)n € Z. Deci.

Q={nalneZ} Cumf1)#0=>a=Lcup=0si(p,g) = 1. Putem
q

.1
presupune g > 0. Atunci —=ma= mEog=@g+imp=g+1 | 9,
q+ q . !

contradictie. 45. Presupunem ci existd un izomorfism f: (Q, +) > (R, +).
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Fie 2,1 € R.Existd g, b € Q, astfel incat +2 = f(a) si 1 = f(b). Cum
a#0gib+#0 existdi m, n € Z, nenule astfel incit ma = nb. Atunci f{ma) =

=ﬂnb):>mf(a)=nf(b):mﬁ=n-1:>,ﬁ=£:> 2 €Q,
m

contradictie. 46. Presupunem ci exista un izomorfism f: Q° — R’. Fie
f2)=a,a#0 Existi b € R, b# 0 cu b’ = a. Cum feste surjectiva,
existd x € Q astfel fncit b= fix) = b’ = fix)) = i) =A2) = x* = 2.
Deci ¥2 € Q, contradictie. 47. Daca G este grup, ecuatiile ax = b si
ya = b au solutiile x = a’'b, respectiv y = ba”. Invers, cum ecuatiile ax =
= a §i xa = a au solutii = existd element neutru e. Ecuatiile ax = e si
ya = e avand solutii = exista invers pentru orice a € G. 49. si 50. Se
verifici prin calcul. 51. b) Fie f: Z — Z un izomorfism de grupuri.
Notdm f(1) = n,. Se aratd cd f= ¢, . c) Cele doud izomorfisme sunt:

[ZZ,f(x)=x(Vxelsig:Z —>Z, g(x)=-x,(V)x € Z. 52. Daci
f:Z — G este un omomorfism si punem f(1) = g, atunci f(n) = ng =
= g+g+g...+g . Deci f este perfect determinat de valoarea f{(1). Rezultd

T

de aici cd @ este o bijectie. 53. a) Se verifica prin calcul; b) Fie f: Q —»
— Q un omomorfism de grupuri. Notim g = f(1). Dacin € Z = fin) =

=nq. Dacid x = % € Q = m = nx = fim) = finx) = nq = nfix) = fin) =

= 1n—q = fin)=xq = =y, 54. Fie f: Q > Z un omomorfism de
n

grupuri, nenul. Existd x € Q astfel incat fix)=a € Z,a=0. Fien>0un
numar natural; existi y € Q astfel incat ny = x = f(ny) = fix) = nf(y) =
=fix)=a=>n|a Cuqn n este arbitrar = a = 0, contradictie. 55. Fie

. AL
:Z — Z un omomorfism si x= k € Z . Cum nx = nk=0 = f(nx) =

f(no) =0 = nfix) =0 = fix) = 0 = f= 0. 56. a) mf(/l\) = f(m ?) =

f(;) ( ) 0;b) Fie f, g € A astfel incét ¢(f) = p(g) = f( )

: A
g( 1) .Dacd x= a € Z_ este un element oarecarecu 0 <a<m-1=

268



N

=>x=a- /1\ :f(x):f(a-?):af(/l\) =gg(l)=g(a~ /1\)=g(x):>

— A
= f=g > ¢injectivi. iey=a e B=>ma = 0.Dacix=n €Z,
atunci definim f: Z_— Z , f(x) = na . f este un omomorfism de grupuri

A .
sio(f) = f ( 1) = a = ¢ este surjectivd; c) card A = card B. §7. Ordinul

!
lui A, este % 58.Fie H={x, x,, ... x,} six € H= H= (xx,, Xx,, ....,

xx) = x = xx, = x, = e (clementul neutru) = ¢ € H = existd un x, cu
xx,= ¢ = x' =x = x' € H= H subgrup. 59. Se verifici prin calcul.
60. Daci Hz ksiKeH=>@)xe Hxe¢ Ksi(@yeK,yeH,dar
cumx,ye HUK=xy e HU K = xy € Hsauxy € K. In primul caz
obtinem cd y = x'(xy) € H, contradictie. in al doilea caz x = (xy)y'1 ek,
contradictie. 61. Se verifici prin calcul. 62. Dacéd xy = zeZ(G) => y = Xz
= yx = (x’lz) = yx = (x’lz)x = x'](z,x) =x'(xz) = (X' )z =z = yx = xy.
63. A se vedea problema 28 cap. III. 64. Fie o € Z(A)) si presupunem
cio#e=existia € {1, 2, ..., n} astfel incit 6(a) = b cu b # a. Cum
n 2 4, exista c, d astfel incét a, b, ¢, d sunt distincte. Definim permutarea
0 astfel: 6(a) =a, 6(b) = ¢, 6(c) =d, 6(d) = b 5i 6(x) = x, (V)x ¢ {a, b, c,
d}. Esteclarci 0 o0 € A sidecic o (0 °0)=(0 °6) o c = c(6(6(a) =
= 6(6(c(a))) = d = b, contradictie. Deci Z(A) = {e}. 65.b) Fie H c (Z, +)
un subgrup. Daca H={0} > H=0:-Z.Daca H# {0} > (A)a e H,a #
# 0. Dacd a < 0 = -aeH si -a > 0. Deci putem presupune cid H contine
un numdr strict pozitiv. Fie n; cel mai mic numdr strict pozitiv care

apartine lui H.-Avem clarcin,-Zc H Fiexe H=> Q)g,re Zcux=
=ngq + r,unde 0 < r<n,. Avem r = x - nig € H. Dacd r # 0,
contrazicem alegerea lui ny.Decir=0=>x=ngq=>HcnZ =>H=
= n,Z. 66. Se arati prin calcul direct, tinindu-se cont de definitia
cm.m.d.c. §i c.m.m.m.c. a dou numere. 67. I) Fiex € aH N bH = x =
=ah he Hsix=bh'cuh' € H=>ah=bh' = b'a=hh"=h e H. Fie
zeaH=>z=ak ke H Cumb'a=h =a=bh =z=ak=bhk) =z €
€ bH = aH c bH. Analog se aratd ci bH c aH, II) Se arati ci functia
¢ : H— aH, ¢(h) = ah, este o bijectie. 68. Din multimea de submultimi
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de forma {aH) alegem pe cele distincte. Fie acestea alH, aH, ...,

aeG

aH. avem clarci G = Ua,-H sial N aH = pentru i # j. Deci ord G =

i=1
=card G= Y carda,H =r-card H=r-ord H= ord H | ord G. 69. I)
i=1
Fie multimea {e, a, a,.., d, .. A}. Cuin G este finit, existd k, j cu k <j
astfel inct a* = &' Rezulti ci & * = ¢; 1) Fie ord(a) = n; scriem m =
=ng+rcu0<r<n Decie=a"=a"=@") -a=a =>a =e, ceea
ce contrazice alegerea lui n; III) Se arati prin calcul direct; IV) Se aplica
A A A A

teorema lui Lagrange. 70. ord 25 =24; ord 30 =4, ord 45 =24, ord 45 =

=8, ord 80 =3.71. A () ze>xy=e>xy=y'x . Cumx =e=
= x =x"si deci xy = yx; b) Exista grupuri necomutative cu proprietatea
din enunt (a se vedea problema 38, cap. XX). 72. Notim A= {x € G | X’ =
=e}siB={xeG|x'#e¢}.AvemG=AUBs§iANRBR=0. Daci B=
=@ = G = A= A contine cel putin 2 elemente = existi x # x . Deci B
contine cel putin 2 elemente. Daca B # {x, x"} existiye Bcuyeg
¢ {x, x'}. Se aratd usor ca y' ¢ {x, x'} si y #y". Deci B contine 4
elemente. Daci B # {x, x, bA y']} se continud procedeul. Dupéd un numér
finit de pasi obtinem ci B contine un numir par de elemente. Deci A are
un numir par de elemente si deci existix € Gcux # e gi x° =e.73. Da-
cixeGsix’#e= (x') # e si deci in produsul Hx se simplifica 2

xeG
cite 2, elementele x € G pentru care x° # e. Deci Hx = H y. 74. Con-
xeG G
e
siderdim.grupul G = Z_ - {0} cu operatia de inmultire. in acest grup

A A
singurul element de ordinul 2 este --1. Deci Hx = -1 =
xeG

AAA A A

=1:2-3-......p-1 = =1 = (p - 1)! =-1 (mod p). 75. Se consideri
grupul G =Z, - {0} cu operaia de inmultire. 76. Clar (ab)™ = e. Presu-
punem 3) k, 0 <k <mn,cu(ab) =e > db =e=a" =b* = (@) =
=)' = (") =e=d"=e=m|kn = m|k (deoarece (m, n) = 1).
Analog se aratd ci n | k. Deci mn | k = mn < k, contradictie. 77. Prin
calcul se aratd cd (Z,, x Z , +) este un grup comutativ. Fie¢:Z, —>Z _xZ,
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A

(p(x) = (E x) (am notat cu x, clasa lui x in Z_ . Se aratd cid ¢ este un

. . N -— /\ -_— -—
omomorfism de grupuri. Daci ¢(x) = ¢(y) = (f, x) = (y, y) >x=y

AA ..

si x=y=>m|x-ysin|x-y Decimn|x-yadici x=y = ¢ este
injectivi. Cum Z__ si Z_x Z , au acelasi numir de elemente, ¢ este si
surjectiv. Deci @ este un izomorfism. 78. Fie a € G, a # e. Din teorema
lui Lagrange obtinem ci ord(a) |ord G = ord(@) | p = p=ord (@) = G =

A
={e, a, d’, ....,a”'l}.Dcﬁnimcp:Zp—)G, (p(k)=a' unde 0<k<p-1.

Se arati ci ¢ este un izomorfism. 79. Daci n = ord(xy) = (xy)" = e =
Se=xy-xy...axyDe=x(x) 'y ) T=xy = (x) =)' =
nor

= ¢ = ord(yx) < n. Invers, se arati ca dacid m = ord(xy), atunci ord(xy) < m.
Deci ord(xy) = ord(yx). 80. I) Se verifica prin calcul. IIy Fie a € G. Daci
ord(a) =4 = (a) =G=>G={e,a, az, aj}. Se vede usor céd G este izo-
morf in acest caz cu (Z,, +). Presupunem ci (V)a € G, ord(a) < 4. Cum
ord(a) | 4, atunci ord(a) < 2. Daci G = {e, a, b, c} deci ad=b=c=e
De aici rezulta ugor ci ab = ba = ¢, ac = ca = b, bc = cb = a i deci 1n
acest caz G este izomorf cu grupul lui Klein.

Capitolul XX
INELE SI CORPURI

1. Se verificd cu ugurintd axiomele inelului. Elementul unitate este
(1,0).2. Fien= pl, pt*,...p}, descompunerea in factOri primi
alui n, astfel incat k, 21 (1 <i <) si (p, p].) =1, pentru i # j. Avem ci
A N N N
xe€N & p, | x, oricare ar fi i, 1 <i < r. Fie acum, x* =0 §i x"=x.
. A' N . . | A' A
Atunci x™ = x, pentru oricare i > 1. Daca ludm m >k, a;unci x" =0

AN
si deci x = 0. 3. M este elementul unitate. Daca M este formati dintr-un
element, (P(M), +, -) este un corp cu doui elemente. Daca M = {a, b}
are doui elemente, atunci inelul P(M) este {@, {a}, {b}, M}, unde 0 =
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= Jsi | = M. Operatiile sunt definite prin tabele:

+ ] 0 {a} (b} 1 \ -l o e} by 1
o]l o f(a} (b} 1 olo o o o0
fa}]{a} 0 1 (b} {a}}] 0 fa} 0 {a}
by tby 1 0 ({a) {b}y] 0 O {b} {b}
1 1 (b} {a} O 1] 0 f{a} (B} 1

Daci M are 3 elemente, inelul P(M) are 8 elemente. Tabelele adunirii si
inmultirii se fac analog celor precedente. 4. Dacd b € M, atunci fib)a =
=(ab + b, - 1)a = (ab)a + bya - a = 1: deci f(b) € M. Daci f(b) = f(b"),
atunci ab + b, - 1 = ab' + b, - 1, de unde ab = ab'. inmul;ind aceasti
inegalitate la stinga, cu a' obtinem b = &' si deci f este injectivd. Functia
f nu este surjectivi, cici de exemplu b, ¢ AM). intr-adevir, si presupu-
‘nem prin absurd ci b, = f(b), b € M; atunci ab + b, - 1 = by, adici ab =
= 1, contradictie. 5. Fie un element a € A, a #0si b € A cu ba = 1.
Avem ca b#0sifieb' € A cu b'b = 1. Atunci (b'b)a = a, adica b' = a.
Deci ab = ba =1, adica"l a este inversabil. 6. Fien e Z, n 20, f(1) =

=o(nL) g0 (L) Later g) = g0y -5 2) - com 1) = g0 s

f(n) = g(n) obtinem f(%j =g[£) . De aici rezultd ca f(%) =g(-’3),

m R ) ) A AN A
(V)—e€ Q.7.Dacé a € Z este inversabil, existi b € Zcu ab=1.
n

Deci ab = 1 (mod n), adici existd k € Z cu ab - 1 = kn, sau ab + (-k)n =
= 1. Aceasta relatie spune ci (a, n) = 1. Reciproc, este clar deoarece
toate implicatiile de mai sus sunt echivalente. 8. Elementul neutru al
legii L este 0. Dacd y € A este inversul lui 1 - x in inelul A, atunci 1 - y
este simetricul lui x fatd de legea 1. 9. Daci se considerd A = M,(C) si

t = , V= , 2= , at * X 7 £ X *
matricele x 10 y 0 0 Z 00 atunci (x * y) * z # x

* (y * z). Deci, In general, legea * nu este asociativa. 12. a) Se verifica
ugor axiomele inelului; b) Se verifici usor axiomele inelului; c) Aplica-

tiile ¢ : Z[Vd]—> I definita prin ¢(m + nd ) = (;"
: n

morfism de inele; d) Fie d # 4’ si sa presupunem ci ar exista un izomor-

n .
este un 1zo-
m
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fism de inele f: Z[JE] N Z[J(T]. Se arati mai intai c din A0) = O si
A1) =1, rezultd fla) = a. oricare ar fi a € Z. Apoi, dacd x = a +bd
€ Z[JE] atunci f(x) =a + bf(ﬁ). Fief(ﬁ) =m+ ndd' si decid =
=fld) = f(w/_ Jd)=(m+ nda' Y 5 m* + dn® + 2mnyd’ . De aici, se
obtine d = m* + d'n® §i 2mn = 0, relagu care conduc la o contradlcue

13. Fie x, y elemente oarecare dintr-un inel boolean. C onsiderand (x +
+YV)(x+y)=x+ysi(x-y)(x- y) x -y, rezulta y = -y si xy = yx. Pentru

n

Xpo Xy oo, X, elementul = x;+ D XX+ D XXX F o +
i=1 l<<jen Isi< jek<n

+ XX,....x, ate proprietatea,ca x, = ux, | <i < n. 14. Se verificd cu

usurintd axiomele inelului. Elementul neutru la adunare este 0 = (0, 0),
iar elementul unitate este 1 = (1, 1). Are divizorii lui zero, de exemplu
(1,0) (0, 1) = (0, 0) = 0. Avem ci (x,, x,) € A, X A, sunt inversabile.

15. a) Daca x =; , atunci mn | (x - y) si cum (m, n) = 1, rezultd m | (x -

AN - -
-y)sin|(x-y),deci x=ysi x=y; b) Conform pct. a), ¢ este bine
L]
definitad. Din definitie rezultd ca ¢ este omomorfism de inele. S ardtim
= = A - A -
ca ¢ 'este injectiv. Daca (p(xl) = <p(x:), atunci (xl, xl) = (xz, Xz) , de
AA - -
unde x1=x2 §i x1=x2,s5aum|(x;-x,)sin|(x -x) Cum(m, n)=1,
avem cd mn | (x, - x,) si deci X1 = x2 . Mai mult, cum Z siZ X1Z au
acelasi numir de elemente, rezultd cd ¢ esté si surjectiva. 16.- Fie Z —
— Z un omomorfism de inele. In particular, f este un omomorfism de
grupuri si deci conform problemei 47, cap. XIX, f= ¢, n € Z. Mai
mult, n =@, (1) =¢,(1 - 1) = ¢,(1) @,(1) = n’, de unde deducem n = 0 si
n = 1. Astfel sunt doar-doui omomorfisme de inele de la Z la Z si
anume @, si @,, adicd cel nul si cel identic. 17. Fie f: Z — Z_ un
omomorfism de inele. In particular, f este un omomorfism de grupuri si

. A
deci conform problemei 52, cap. XIX, existd -a € Z_ astfel incit fim) =
A . A A
=ma pentru Vm € Z. Mai mult a = f(1) = f(1-1) = ADAL) =" a".
A N A
Reciproc, dacd ludm un element a € Z, cu a’ = a, atunci aplicatia
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¢,:Z—>Z, ¢,(y)= xa este un omomorfism de inele. 18. Fie f: Z_ — Z_
un omomorfism de inele. Dupi problema 56. cap. XIX, daci a € z,
E:f(i), atunci ma = 0. Mai mult a*= a. Reciproc, daca a e z,
cuma = 0 si a’= a, atunci aplicatia p; L, >Z, ¢;(x) =xa este
un omomorfism de inele. 19. I) D;cﬁ (a, n) = 1, exista u, v € Z, astfel
incit au + vn = 1. Solutia ecuatiei este x = 1;27; II) Se poate demonstra
prin reducere la absurd; III) Dacd d = (@, n) sid | b, fien=ndsi b=
= b,d. Fie, de asemenea, u, v € Z astfel incit au + nv = d. Atunci x; =

= u/I;, , este o solutie a ecuatiei. Atunci x, = x, + k;z\1 ,k=0,1,2,..;d-1,
sunt d solutii distincte ale ecuatiei. 20. Observam céd ux . uy = u(x - y) si
(ux)(uy) = u’xy = uxy pentru orice x, y € A, deci A, este subinel al lui A.
Pentru partea adoua fie A,=(1-wA={(1-ux|x e A}. Deoarece 1 -
~ug{0,1)si(1-u)1-uy=1-2u+u =1 - urezulti conform celor
mai de sus ci A, este un subinel al lui A; c) si d) imediat acum din faptul
ciu(l - u)=u-u’=0.Din d),rezulti ci scrierea lui x € A sub forma x =
=x, +x,cux, €A,x, €A, este unici, deci f(x) = (x,, x,) pentru x = x, +
+ x, este bine definitd. Faptul cd f: A - A, X A,, fix) = (x,, x,) pentru
x = x, + x, (operatiile in A se efectueazi pe ,.componente®) este un
izomorfism rezultd imediat din c), d) si din unicitatea scrierii x = x, + x,
(omomorfismul invers este g : A, X A, = A, g(x,, X;) = X, + X,). 21. a)
Se verifici cu usuringi axiomele inelului; b) f: A — A, fla) = (0, a) este
izomorfismul céutat (se vede usor ci A' = {(0, a) | a € A} este un subinel
al lui A)). Operatia x o y = x + y - xy este asociativi si 0 este element
neutru, deci (A, ©) este un monoid. Acum x € A este simetrizabil in
(A, o)< existiy € Aastfel incit x c y=y o x =0 <> existi y € A astfel
fncitx+y-xy=y+x-yx=0cexistiy e Aai (1 -x)(‘l -y=1-
-1 -x)=1<¢(0,1-x) € A, este simetrizabil in A,. 22. a) Observim
ci sistemul nu poate fi rezolvat prin metoda substitutiei, deoarece nici
unul din coeficientii sii nu este inversabil in Z ,. Scizand prima ecuatie

. , 3x
din a doua obtinem:
x+y=



A
rece 7 este inversabil in Z,,, putem aplica si metoda substituiei, scotind pe
o 10
x din prima ecuatie. Sistemul este incompatibil. 23. a) [6 AJ R (

(‘)ij.
o’
(i i).[i 6] b (i 6) (i 6) (ib (i 6] [6 ij
o0 U 1) o0 1)7W32 w2y Wi o’

63D EDEDC3 6D
20 WY WY Uy By W2 2

[f 9], (f 9) .24.Dacia, be A avemciad -a b’ -b, (@+b)-(a+
1 2 2 2
+ b) € Z(A) i rezulti ab + ba € Z(A). Apoi, a’ € Z(A) si deci a = a-
- (@ - a) e LA, pentru orice a. 25. Existd doud astfel de structuri
neizomorfe. Avem inelul nul in care produsul oricdror doud elemente
este nul si inelul Z. 26. a) Fie z = m + ni. Avem ¢(x) =0 < m +n’=
=0om=n=0&2z=0;b)Fiez=m+ni, 7 =m' + ni. Avem @(zz') =
= @((m + ni)(m' + n'i)) = @((mm' - nn') + (mn' + m'n)i) = (mm' - nn')2 +
+ (mn' + mn)’ = (m” + 1)’ + ™) = e@eE); ) Fie z, 7 € Z[il, z= m + ni,
. . 2 m+ni mm'+nn' -mn'+m'n. .
Z=m+n'1#0. Atunci — = = + = i=o+ Pi,

'

Z m'+ni m?+n? m?+n

(=}

unde o, B € Q. Alegem u, v € Z, astfel incét |o - 4| < % si|p-v|< %

si punem g = u + vi. Se verifici cd r = z - g7/, are proprietatea ci ¢(r) <

< @(Z'); d) Avem z € {-1, 1, -i, i} = z este inversabil = existi 7' € Z[i]

cuzz=1=0)=90@p)=1=0@)=1=>m’+n"=1=>m" =05

n=lsaum=15in=0=>z¢ ({1, 1,-,i}.27.c)Fiez 7z €

€ ZliN2], z = m + nid2, 7 = m + nid2 # 0. Atunci
m+ni\/§ mm'+2nn' -mn'+m'n .

L. + 1\/§=ot+[3i\/§,undeot,ﬁe‘

Z m'+niv2 m?2n? m?2n?

<

N | =

€ Q. Alegem g = u + viy2 , astfel fncat lu - of < —;— sifv-Bl<

&

2
<7. Luand r = z - gz, obtinem ci ¢(r) < ¢(z'). 28. a), b), c). Analog
cu problemele precedente; d) Fie z = m + ny2 € Z[+/2 ] un element
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inversabil. Existd deci 7' = x + yﬁ € Z[ﬁ] ali. zz' = 1, ceea ce
conduce la sistemul mx + 2ny = 1, nx + my = 0. Conditia necesara si
suficientd ca pentru m, n € Z, dati, sistemul precedent 33 aibd o solutie
unicd cu x, y € Z este mz -2 =+l (conditia este evident suficientd)
necesitatea rezultd deoarece conform primei ecuatii (m, n) = 1 si se tine

seama de forma termenului liber. Deci ¢(z) = 1 < z inversabil. Definim
acum recurent urmatorul sir de numere intregi: x, =y, =1, x_  , +y, ., \/5 =
= (x, + ynﬁ ) +42 ). Numerele de forma x, + ynﬁ sunt toate
distincte, deoarece deducem de mai sus cd x, + ynﬁ =1 +2 ) si
evident 1 ++/2 # +1. Conform punctului b) al problemei (sau prin
inductie dupd n) rezultd ci ¢(z,) = @(x, + y"ﬁ ) = 1, deci numerele
distincte x_ + ynﬁ eZ[ NG ] sunt inversabile. 29. Rezulti din problema
7 din acest capitol. 30. Fie A un inel integru finit 5i a € A, a # 0.
Definim ¢, : A — A prin @ (x) = ax. Deoarece A este integru rezultd ca
@, este injectivd si cum A este finit este §i surjectivd. Existd deci a' € A

cu aa' = 1. Aplicim acum problema 5. Mai trebuie verificat ci orice
element nenul din X are inversul (in raport cu inmultirea numerelor

reale) tot in K. Fie deci x=a + b2 + c¥4 20, cua, b, c € Q. Daci
cel putin unul din numerele a, b, ¢ este nul (nu toate !) se verifica

imediat cd 1 € K prin amplificare cu conjugata numitorului. Dacé abc # 0
x

1
avem succesiv: - -1 = a -
: 3 34 2 2 -
a+b¥2 +4 1+§3\/§+§?;/Z+[5__2Jg/;
a a a a
R
_ a a _ a a
- 3 2 - 2 :
R (N s R N (A
a a a a a a a

Amplificind incd o dati cu conjugata numitorului obtinem cia
1

1
— =————=——= € K. Observatie. Exact ca si mai inainte se arati ca
x a+b¥2+Y4

276



daci o € Q nu este cubul unui numir rational atunci K, = {a + b%/&- +

+c %/a_z | a, b, c € Q} este un corp. 33. Fie f: Q - Q un omomorfism
de corpuri. In particular, f este un omomorfism al grupului aditiv (Q, +)
in el insugi. Conform problemei 53. cap XIX rezultd ci existdi g € Q
astfel incat f{x) = gx, oricare ar fi x € Q. Mai mult fxy) = OAY)
oricare x, y € Q si deci gxy = g *xy, de unde g = 0 i q = 1. Rezulta ci
singurul automorfism al corpului Q este cel identic. 34. Fie f: R > R
un automorfism al corpului R. Din problema precedenta rezultd ci f(r) =
= r pentru r € Q. Fie acum x > 0. Existd deci y > 0 cu y* = x si prin
urmare f{x) = fy°) = (f(y))2 > 0. Rezultid ci pentru orice x < y avem -f(x) +
+ f(y) = fix - y) > 0, adici f este strict crescitoare. Vom arita ci f este
omomorfismul identic al lui R. Presupunem prin absurd, ci f nu este
omomorfismul identic si fie x € R\ Q cu f{x) # x. Dacd f(x) < x alegem
r € Q cu f{x) < r < x si obtinem f(r) = r > f(x), contrar monotoniei lui f.
Analog, se ajunge la o contradictie pentru f{x) > x. 35. Fie f: C — C un
morfism de corpuri cu f(x) = x pentru x € R. daci f(i) = o, atunci -1 =
=f-1)=fi’) = (f(x)) = o, deci o € {i, -i}. Pentru f(i) = i ob;memf(L) =
= fix+1iy) = x + fi)y = x + iy = z iar pentru f(i) = -i obtinem f(z) =

Deci singurele morfisme de corpuri f: C — C care invariaza R sunt
identitatea si conjugarea, care sunt evident chiar automorfisme.

36. c) Aplicatia f: Q(Jd) > K, fla + bd) = (

d]
L
b a este un

izomorfism de corpuri. 37. Fie K un corp comutativ. Si presupunem prin
absurd ci f: (K. +) = (K. -) este un izomorfism de grupuri. Atunci {0) = 1
si existi x € K, x # 0, cu f{x) = -1. Avem f(-x) = f(0 - x) = &: 1.
fix) -1
= - 1. Cum f este injectivi rezulti x = -x, adica 2x = 0. Deci (2- 1,)x=0
(1 fiind unitatea corpului K), de unde 2 - 1, = 0. Este clar ci 2y = 0,
oricare y € K. Avem 1 = {0) = A2 - 1) = (A1))>. Dar (1))’ - 1 = (A1) -
-1)*=0. Deci 1) - 1 = 0, adica f1) = 1. Cum feste injectiva, rezulti 1 = 0,
contradictie. 38. Elementul unitate este (1, 0). Daci (a, b) = (0, 0),
. . -b
atunci (a, b)] = (% —2—-—,) ‘K, ={(x,0)|x € K} c K X Keste
a”+b° a"+b”
un subcorp al lui K X K si aplicatia f: K — K, definita prin f(x) = (x, 0)
este un izomorfism de corpuri. Ecuatia x° + 1 = 0 are in corpypl K X K

277



solutia x = (0, 1). Fie K = Z, p numdr prim de forma 4k + 3, k € N. Sa
prcsupunem cd x € K, are proprictatea F+1=0. Aumcn dupé teorema

Iui Fermat (prob]. 75. cap XIX.), rezulti 1 = ' = (x 2) 2 = (1)** =

contradictie. 39. Daci o = i , rangul matricei este 2. Daca o # 1 , Tan-

gul este 3. 40. Matricea este inversabild numai pentru o = 0, inversa, in
200

acest caz, fiind {1 1 O0].41. G are 27 elemente. 42. a) Sistemul este
001

nedeterminat: x = 4 + 3\, y = 31 + 1, A € Z; b) Sistemul are solutie

unicd: x = 1, y = 2, z = 3. 43. Sistemul este compatibil nedeterminat,

pentru orice o € Z5- Pentru o € {0, 2, 3}, un minor principal este dat

de coeficientii necunoscutelor x,, x,, x,. Pentru a € { i :1 }, un minor
principal este dat de coeficientii necunoscutelor x,, X,, x,. 46.2) X’ + X +
+1 € Z,[X] este ireductibil; b) X* + X* + 1 € Z,[X] este ireductibil; c) X* +
F1=X+ DX +2X+ X +2X+ 1), ) X -1=X- 1) X+ DA+ 1).
47. Polinomul este ireductibil pentru a = 2. 48. Conform teoremei lui
Fermat, x° = 1 pentru x € Z, Daci a # 0, atunci pentru x = a’,
obtinem: @"h +aa' + 5= 1+1+5 = 0. Deci pentru a # 6 poli-
nomul este ireductibil. Daci a = 0, atunci X° + 5= (> - 3)(X + 3).
49. Daca A este un astfel de inel, iar e este elemenlul unitate al siu, se
aratd ci ord(e) = n si deci orice element din A se scrie sub forma ke, 0 <
<k<n,iarne = 0. Asocierea k —> ke d un izomorfism de inele z —
— A. Cum pentru fiecare alegere a lui e de ordin » existd un astfel de
izomorfism, rezultd cd sunt @(n) structuri de inel unitar pe (Z, +).
51.Dacix e A, x"=0,avem (1 - x)(1 +x+ X +xX +..+x" )=1-x"=1.
De aici rezulta imediat, cerintele problemei. 52. Pentru o implicatie se
aplicdi problema precedenti. Reciproc, fie f inversabil §i g =

=Y bX' astfel incat fg = 1. Avemajb,=1,a,b,=0,ab,

n m-1
i=0

. . Ao . £ .
Deci a. este inversabil si rationand inductiv, avem a**'b . = 0 pentru
0 n m-k

+a, b, =0etc.

orice k =,0, 1, ..., m. Obtinem_a7"'b, si deci a, este nilpotent. Avem ci
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f, =f-aX" este de asemenea inversabil si, ca mai fnainte, rezultd ci a, |

este nilpotent s.a.m.d. 53. Dacid f = Zai X' este divizor al lui zero in
i=0

A[X], fie g= ib,.Xi un polinom de grad minim incat gf = 0. Atunci
i=0

a b, =0 si deocarece g g este un polinom de grad < m, astfel incit (a,g)f = 0,

rezultd ci a,g = 0. Succesiv se aratd ci a, ,g = 0 pentru k=0,1,..,nsi

deci ab, = 0 pentru orice i, j. Cum g # 0, existd b, # 0 si avem b,f = 0.

55. Se aplica problema precedentd, luand p = 2, demonstrindu-se ca

polinomul X* + X° + 1 este ireductibil in Z[X]. 56. b) O matrice

pitratica cu coeficienti din K este inversabild < orice combinatie liniara
cu coeficienti din K, care nu sunt toti nuli, a liniilor (respectiv
coloanelor) sale este nenuld. Deci pentru a gisi numirul matricelor din
GL (K) procedim astfel: Consideraim mai intéi o linie arbitrard, nenula,

@ -G -9 G -9)... (" -q" ") matrice cu proprietatea ci nu existi
o combinatie liniard cu coeficienti nu toti nuli a liniilor sale. Aceste
matrice sunt toate elementele lui GL (K).

Capitolul XXI
PROBLEME PENTRU CONCURSURI DE MATEMATICA

1. Daci toate aplicatiile f(n > 1) sunt surjective, afinmatia este
evidentd. Pentru cazul general, se noteazi pentru fiecare k > 0 multimile
B ,=(f1°8 ., ° fi. J(A,, ) oricare t > 1. Avem sirul descendent
A2 Bk.1 o Bk. s TR o BM D ... . Cum A, este finit, existd un ¢, astfel
incdt B, , = B, =...Notdim B,= B, . Avem B, # &. fn continuare
se araid cd restrictia aplicatiilor f, la B, este o functie surjectiva de la B,
la B, |. 2. Fie f(0) = o. Dacd o = 0, din conditia problemei, rezultd
pentru v = 0, f(f(x)) = f(x), oricare x € [0, 1]. Dacé presupunem ci o # 0,
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se aratd prin inductie matematici ci ( fofo..of )(a) = (n + 1)a. Pentru
° - )

non

n suficient de mare avem (n + 1) > 1, ceea ce contrazice faptul ci.fix) < 1,
oricare x € [0, 1]. Deci o = 0, caz analizat mai inainte. Functia g : [0, 1) —
0,0<x<P

L, B<x<1’
conditia problemei. 3. Se inlocuieste x cu b - a - x si se obtine egalitatea
of(b - x) + Bfia + x) = g(b - a - x). impreuni cu relatia din enunt se
obtine un sistem liniar din care se deduce f{a + x); din aceasta se obtine

imediat f(x). 4. Avem' a, = ,,a§+n. dacid a, = O se obtine sirul
ﬁ.»ﬁ, sy 1/;, ... care contine subsirul infinit {\/E} , unde p este

numar prim si in care toate elementele sunt numere irationale. Daci a, #

— [0, 1], definita prin g(x)={ unde B € (0, 1) satisface

# 0, considerim subsirul dat de n = (p - 1)aZ, unde p este numir prim si
in care toate elementele sale sunt numere irationale. 5. Se aratid mai intai

ci vdn+l <\/;+\/n+1 < «4n+2, .de unde rezulti imediat ci

[ Jn+n+ 1}"} =4n+1. 6. Multimea ceruti este {0, 1}. 7. Pentru k €
€ (-0, 0] U (I, +0). 8. Avem (#+ b- )’ 20 d + b + ¢ + 2(ab - ac -

-bc)20=> §+2(ab-ac—bc)_>_0:2(ac+b(t-ab)s —2- =ac+ be -

5 o o .
- ab < €< 1. 9. Sa presupunem cd x < y < z. Atunci z - x <

S%sz +y?+27° —xy—xz—.yz =3z-0"<2Ax-y +@-x +
+(y-x)7]sau2{(x- yy + (v- x)°] 2 [(x - y) + (v - ©I, inegalitate adevi-
ratd fn mod evident. 10. 7 - % >0=7> ’:—; sau 7n° > m". Avem ci
7 nu divide m* + 1 si 7 nu divide m*+ 2. Deci 7n° > m” + 3, de unde 7 >

m*+3_ 1

1)’ m n .
> 5—2 — | m+—| sau ¥72—+— . Egalitatea‘are loc pentru m =
n n m 1 mn

N . 2 a,+a,+..+a
1, dar in acest caz se vede cd ¥7>2>=.11. Avem %ﬁ <
n
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a, +,a,+..+a, +a : | I - a
L2 vk Ml @ ta o+ ak)(———) < X1 sau
k+1 k k+1/ k+1
a,ta,+..+a - Co.
%< a, , ,. Daci considerim functia S : N* - R, s(k) =
a, +a,+..+a L
= l—zk—"— aceasta este crescitoare si deci pentru k < n avem S(k)

< S(n), adica inegalitatea din_stinga. Pentru cealalti inegalitate considerim
(—an)+ ..... +(—a,m) < (—an)+ ..... +(—a,)
n—k n ’
12. Inegalitatea se scrie 0 < (n - 3)(x* + y* + ) + (- y))' + -+
+ (z2 - x2)2. Rezulta n = 3. 13. Pentru m < n, scriem suma

s:i(imax(i, k)+imax(i, k)) = i(ZH ik): :Zl(i2+(i+1)+

i=1 Nk=1 k=i+1 i=1 Nk=1 k=i+1

sirul-a , -a_ |, ..., -a, §i avem

+ (i +2) + ... + n), care calculati ne di S = :”—7(m2 -1+ 3n° + 3n).

P_enlru m = n, scriem S='mz_1imax(i. k) +imax(m, k). Dar, de mai
k=1

i=1 k=1

m-1m — 4 -
inainte, se obtine. ZZmax(i, k) = ﬂ(m_]l)(zm_+l) Este clar cia
=1 k=1
o 2 ) -1)(4
> max(m, k) = m’; deci S = m’ + "’(Ll)g_'ffﬂ 14. Observdam ci
k=1

’2> -
pentru m* < k < (m + 1)’ avem [‘/I:]= m. Scriem S = ZI[‘/E]+
k=1

P n?-1
+ Z[\/I?]+ et Z [-\/]:]4- n si tindnd seama de observatia de mai

k=2% k=(n-1¢

. 15. Se

n(n-1) N n(n-1)(2n-1)

sus se obtine, dupa calcule, S =n +

face schimbarea y = x - 2 si se obtine inegalitatea (m - 1)y* + B3m - 1)y +
+2m - 6 > 0, care trebuie sa fie adevératd pentru orice y.> 0. 16. Scriem

1-x 1+x. 17. 0=

x-bx+a=c(-1)+@+b+c) +(@-b-0)

2

=2c,b=c",¢c>018.a#0,b=0sia#0,b=1.19. (Ja ,va, ...,
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Ja),(-va,-va, .. -Ja) 20.Se logaritmeazi ambii membri si gru-
pand termenii se obtine (a,-a )(ga,-1ga)+ ..+ (a, -a)(ga, |-
-lga)=0. Dara, ,
rezulti. 21. Daci x > 1, atunci x = 2 2% k € N, 0 < o < 1. De aici logx =
=k + o si deci [logx] = k. Din [x] < x rezultd k < log,[x] < k + o si
[log,x] = k. Deci 0 < logrx - log,[x] < o, de unde [log.x - log,[x]] = 0.
1

-a, silg a,_,-lga, au acelasi semn si deci totul

Celilalt membru este de asemenea zero. 22. Fie s = + + ...+
aa, aa,
2 2 2 2
+ . Avem 2s = + + . + + <
3,182, a,6, 434, 3p2835-1 2182
B | 1 1 1 1
< + + Foveeet + =
apa, aya, Qa,a, A3p202n1 - 2,18,
- 1 (al—aﬂ P T WP = B = +a2n_a2n—lJ _
d aya, a,a, A3n-1825-2 A3p-182,
1 (1 1 1 1 1 1 1 (1 1 2n
= | ———t———+.+ —— | == —-—]= .
d\a, a a a, Gp1 Gy d \a, a,, Ayay,
. n o . .
Deci s < . Analog, se demonstreazi cealalti inegalitate. 23. Pentru

Qa0a,,

m=1,n=2=f(2) = ADA2) = 1) = 1, f4) = (2-2) = (2):(2) = 2:2
=4.2<3<4=>f2)<fB)<fd)>2<f3)<4=f3)-=

Presupunem ci pentru k <navem fik) = k. Fien=2p = f(n)=f(2 - p) =
=2fp)=2-p=>finy=n.Dacin=2p-1=>fin+1)=f2p)=2p.n-1<
<n<n+l=>f(n-)<finy)<fin+1)=>n-1<finy<n+1=f(n)=n.
Deci f = 1. 25. Se poate demonstra prin inductie matematici. Fie n
numirul maxim de cititori aflati la un moment dat in sala de lectura.
Dacia n = 1, atunci toti cititorii au intrat in mod succesiv. Pentru a trece
de la pasul n la pasul n + 1, observim ca problema riméane evident
aceeagi daca i adaugdm presupunerea suplimentara ci de fiecare dati al
(n + 1)-lea cititor intrat in sald iese primul dintre cei n + 1. Fiecare astfel
de cititor va scrie de fiecare datd numerele (n, n), problema revenind la

pasul precedent. 26. Fie E=C22:—l —C;f . Se aratd prin calcul ca

[l |
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n— n-2 1 1 X 1 P
E+22 1(;22”_l (1(2"" —l) + 2(2"_1 _2) +..+ (2’._2 _1)(2'.‘2 +1)J se divi

- : 1
de cu 2. Dar se arati ci sz,z [1(2”‘1‘ —-1) = +(2"_2 —1)(2"’2 N I)J este

multiplu de 2. (Se fine cont ci 2| €2, )27. 5% <6% =5 < 6 <

& 52 <6 . Dar 5 <5". Se arati c& 5" < 6. Intr-adevir, 6" =
=G+ 1)=5"+Ch -5+ CL-5F+CLT +.4Cpp s 5+Chp > 5 +

101
+10-5°+5.9-5°+120-5 >5". 28 Fiea = (V26 +5) . Avem

o= (J—%+5)IOI— (‘/%_5)1014. (J2_6_5)]0] —a+ (J2—6_5)101=a +

1 1

+ <a+ = a+—— = a,000..01 (@ € Z)
(vzs-5)" (29" 10" Wi

29. Daci notim S, = Cy +Cyp+..+ Cp, observim c& S, + S, ,=S, +

+S, ,=..=8 ,+S5,=2" 30. Se poate demonstra folosind varianta a

doua a metodei inductiei matematice, dupi numirul b al baietilor.
31. Numerele de forma n, = 3", k € N, au proprietatea cerutd. 32. p = 3.

33. Presupunem prin absurd, ci existd n | 2 - 1. Fie p cel mai mic numar
prim care divide pe 7, iar k cel mai mic numdr natural astfel incat p | (2* - 1).
Avem p | (2'- 1) si p| (2° - 1) (conform micii teoreme a lui Fermat).
Deci k| (p-1). Darn| (2" - 1) si p | n implici k | n. Asadar k este un di-
vizor al lui » mai mic decat p, contradictie. 34. Numerele de forma n, =
=(p- 1)(pk + 1), k € N, au proprietatea cerutd. 35. Avem 5 | (2" -.3) <
< 4|(n-3)5i13]|(2"-3)< 12| (n - 4). Se aratid ci nu existi nici un
numdr natural n care si satisfaca in acelasi timp conditiile 4 | (n - 3) si
12| (n - 4). 36. Observam mai intdi ci daci 3 nu divide a, atunci 3 | (a +
+ 1) sau 3| (a- 1), de unde 9 | (@ +1)sau 9 | (@ - 1). Asadar, daci 3 nu
divide nici unul dintre numerele a, b, ¢, d, e, atunci @’ + b’ + & + & + €' =
=9%+1+1+1=+1 =1, care nu este multiplu de 9, contradictie. 37. a) Nu-
merele n, =1 - a + k(a - b), k € N, au proprietatea ceruti. b) Se foloseste
punctul a). 39. (7,7,7,7,7,7,7,7.7); 8, 8,7, 6, 6, 6, 6, 6, 6); (8, 8, 7,
7,6,6,6,6,6),(8,7,7,7,7,7, 6, 6, 6) si permutirile acestora. 40. Se
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arati ci 22 +3 este multiplu de 7. 43. Solutiile ecuatiei sunt: x, = 2,
¥, =5 x,=2,y,=-5 44. p(q(x)) = x. 45. Se aratd mai intdi ci gradul n
al acestor polinoame este < 3. Se gasesc 12 polinoame: - D(x £ 1),
@ +x-1), £ -1), £ (x+1). 47. Fie u,=qgm+r,0<r<m Obser-
vim cd X" - 1 = (X - 1)P(X). Apoi, X“ = X%™" = X"(X"'"‘ -1) +X".
Cum X" = (X - 1)P(X) + 1, obtinem X*"= AXPX) + 1, unde A(X)
este un polinom in X. Deci Q(X) = G(X)P(X) + (X’l +X* +...+X'").
Asadar P(X) | Q(X) @ PX) | X" + X* +...+X" (= H(X)). Dar cum H(X) =
=n+nX+..+n_ IX""I are gradul mai mic sau egal decat grad P(X),
rezultd cid P(X) | HX) < existd o € R, astfel incat . H(X) = oP(X). De

aici rezultd ny = n, = ... = n_ . 48. Se poate demonstra prin inductie
dupi n = grad P. 49. Z(—l)m(u)m(a) = Z(—l)"'r(u)m(cs) =
. GeS, 5es,
Sm<o(@)
= YE)""mo) = T(-D)"m(c) + T (-)""(m(c)+1) =.
GES, GE€S, GES,
%@y M=) m<°(2)
= Z(—l)"’ww =- Z(—l)m(q) . Daca n > 4, existd pentru orice per-
ceS, GeR,
°(1)<°(2) om<°@)

mutare pard (impara) cu conditia 6(1) < (2) o permutare impara (para)
cu aceeasi conditie 6(1) < o(2). Deci ultima sumd este zero. Deci

> (~1)™""m(c) = 0 pentru n > 4. Se verifici usor ci pentru n =2 §i n =
ceS,

bb(n+1)}

=3 sumaeste egalicu-1.51. T, , = C'a"*b* unde k :l:
a+

13-102+1  13-111 13-223
52. Avem detA=| 13-331 13-32141  13-123 |. Folosind propri-
13-132 13-104  13-131+1
1 0 )
etitile determinantilor, acesta rezultd egal cu 13k + |0 1 =13k + 1,
0 0 1

unde k € Z. Deci det A # 0. 53. Inversa este /| - AB. 54. Cum e € H
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rezultd a = ae € bk, k € K si deci b'a € K. De aici rezulti H c K. 55. Se
poate observa ci ecuatia x* - 1 = 0 are trei solutii in C i doar una in R.
57. Avem H N Z # {0} si deci H N Z = nZ, n > 0. De aici rezulti nQ c
cH DarnQ=Q §i deciQ=H.58.Dina’=b*=a=a'b’,a=ba"si
ab’ = a'b. Din a® = abab = a = bab si ab” = ba. Deci a'b = ba, de
unde (ab)’ = abab = (a b bba 1)b =a W (a 'b) = a'b’(ba) = a’ (a ®a
(deoarece a’ = b*). Deci a* = (ab)’ = a =4d'= e De asemenea b =e.
59. b™ = (b°) = (aba)(aba™) = ab’a’ Analog, = (") = ab’a’’. Mai

mult, (b")" = b" = ab'a’ = a(aba™ya’ = a’ba® = b (decarece a’ = e).

Deci 6" = b, de unde b™ " = e. 60. b™ = (V") = (aba™) (aba’) = ab’a’.
29\ k

Mai mult, b* = () = ab'a” = a(aba™)a" = a®ba”. Apoi (b @ ) = (@®ba?)'=

= a'b'a® = a¥(abaYa® = a'ba® = b*’ = a’ba’. In general, b*" =a"ba" = b
(deoarece a™ = e). Deci b= ¢. 64. Se foloseste egalitatea (1 + 1)(a +
+b)=(1+1)a+ (1 + 1)b. 65. Daci u € A este inversul lui 1 - ab, atunci
inversul lui 1- ba este 1 + bua. 68. Se foloseste identitatea (x + y)* = x* +

FXy+ Y+ Y precum si problema 65. 69. Pentru a arita ci este corp se
foloseste problema 5, cap. XVII. Solutiile ecuatiei sunt matricele A (a,

a b
b, ¢, dy astfel incit a = 0 si b* + ¢ + d = 1. 70. Daca A = ( d) ,
C

notim Tr A = a + b; A verifici ecuatia x* - (@ + d)x + (ad - bo)l, = 0.
Daci Tr A = 0, -atunci Al= (bc - ad)l2 si deci A® comuta cu orice matrice
din M,(C). Se arati ca Tr [(A, B)] = Tr (AB - BA) = 0, de unde rezulta
afirmatia i). Din afirmatia i) rezulti afirmatia ii). 71. Din x° = x §i (-x)° =
=-x rezultd (-x) = x, adic3, 2x = 0 oricare ar fi x € A. Din (x + 1)6 =x+1,
dezvoltand termenul stang, se obtine: (x° - x) + 2(3%° + 7x* + 100° + 7x" +
+3x) + (* + %) = 0, de unde x* + x* = 0, adicd x* = -x* = x*. Tnmultind
ambii membri ai cgalitaii x* = x* cu x* se obtine x* = x. 73. i) Din x° = x,
=2 se deduce (x y)c2 - xzy)2 = (xzy.wcz - y)cz)2 =0, oricare y € A;1i)
Avem Pyx’ -xy) = x’yx’ - 2’y = 0. La fel, xX’yx* - yx* =0, adici Xyx’ =
= yx’; atunci x’y = yx°, oricare x, y € A. Dar, xy = x°y* si tinand cont de
cele precedente rezulta ci xy = yx.
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