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Dedic aceastd carte sofiei mele Faye, ca
un umil act de recunoslinfd peniru voia
bund cu care a acceptat de-a lungul anilor
rolul de ,cvasi-vdduvd matemalicd*.

Cuvint inainte

In aceastd culegere accentul se pune pe me-
toda de rezolvare. Astfel, culegerea il pune pe
cititor in fata unei duble provocéri: nu numai
de a rezolva problemele, ci si de a gési solutii
mai elegante decit cele propuse.

Colectia mea de ,ingeniozitdti matematice” a
luat fiintd in martie 1950, cind, in calitate de
redactor al rubricii Probleme si intrebdri a re-
vistei ,Mathematics Magazine“ am creat o sub-
rubricd intitulatd Ingeniozitdti. In articolul inau-
gural precizam: ,Aceastd rubricd va publica pro-
bleme a cdror rezolvare cere adesea multa truda,
dar pe care inspiratia te poate ajuta si le so-
lutionezi rapid si cu un efort minim. Cititorii
sint solicitati sd ne trimitd problemele lor fa-
vorite — ne referim la probleme de aceastd natura
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— insotite de o solutie elegantd si eventual de
indicatia sursei din care provin“. Rubrica a avut
succes din capul locului §i si-a péastrat si mai
departe popularitatea sub condicerea actualului
ei redactor, R. T. Horton.

O solutie este consideratd, in general, elegantd
dacd ea se distinge prin claritate, concizie, logica
si printr-un element de surprizid. Concizia nu se
realizeazd omitind pasi esentiali pentru o clara
intelegere a problemei si nici recurgind la evazi-
unea matematicd (,este evident ca...“). Bine-
inteles, elementul surprizd dispare daci cititorul
este dinainte familiarizat cu calea de rezolvare a
problemei respective.

Ingeniozitatea si eleganta sint notiuni relative,
pentru care nu existd un criteriu de apreciere
absolut. Adesea ,efectul magic* rezultd fie din
aplicarea unei teoreme mai putln cunoscute sau
neelementare, fie din conexiunea cu o altd dis-
ciplina. Alteorl, dimpotrivd, simplitatea provine
din aplicarea unor metode matematice mai ele-
mentare. Un ,artificiu“ neobignuit sau aparent
fard legdturd cu problema poate de asemenea
sd ne conducd la o solutié ingenioasd, eleganta.

Problemele bune au tendinta de a deveni cu
timpul anonime, cu atit mai mult cu cit unii
autori modificd enunturile, in scopul de a ascunde
yimprumuturile“ nemarturisite. Pentru a nu con-
tinua aceastd nedoritd situatie, dar totodaté fiind
constienti cd e practic imposibil de a preciza
cu certitudine prima aparitie a unei probleme,
in aceastd carte se indicd autorii §i sursa solutii-
lor. Astfel, indicatia ,Leo Moser, M. M., 25
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(mai 1952), 290“ pe care o gdsim la sfirgitul
solutiei problemei 15 inseamnd cd solutia apar-
tine lui Leo Moser si cd ea a fost extrasd din
revista ,Mathematics Magazine“, din mai 1952,
pagina 290, volumul 25. Dacd nu existd indicatii
cu privire la autori, aceasta inseamnd cd solutia
ne apartine.

Prescurtarile folosite sint: A.M.M. (,,American
Mathematical Monthly“); M.M. (,Mathematics
Magazine“); P.M.E.J. (,Pi Mu Epsilon Journal®);
§:5.M. (School, Science and Mathematics®“). Con-
ducatorii acestor reviste, ca si cei ai revistei
»The Pentagon®“ au binevoit sd-mi ofere permi-
siunea de a reproduce din publicatiile lor. Atit
lor cit §i altor surse care au contribuit la ga-
sirea solutiilor respective le exprimdm recunostin-
ta noastra.

In unele cazuri solutia originald a fost altfel
formulatd, fard a modifica insd metoda folosita.
Citeodatd, atunci cind simboluri binecunoscute
care permit o compactificare a solutiei nu sint
utilizabile, expunerea solutiei poate si fie mai
lungi, cu toate cd ideile fundamentale si etapele
folosite sint relativ putine.

Deoarece o parte esentiald a rezolvidrii pro-
blemei este incadrarea ei in disciplina matema-
ticd din care face parte, am evitat constient orice
clasificare a problemelor pe domenii ale mate-
maticii. In aceastd dezordine intentionata, difi-
cultatea problemelor este si ea variabild, in tot
cuprinsul cartii problemele relativ usoare fiind
repartizate la intimplare.
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Toate ideile care intervin in rezolvari pot [i
intelese de un elev de liceu bine pregitit si, in
foarte multe cazuri, §i de elevi din ultimele cla-
se ale gcolii generale. Unele probleme pot inte-
resa si pe studenti. Orice cititor care descoperd o
solutie mai elegantd decit cea datd in carte este
rugat sd mi-o comunice.

2404 Loring Street
San Diego
California 92109

CHARLES W. TRIGG



Probleme

Gasitt in paginile urmdtoare un numdr de 270
probleme de diferite grade de dificultate si din
variate domenii ale matematicii, culese din di-
verse surse si- selectate astfel incit sd supund unei
solicitdrt cit mat vit interesul si perspicacitatea ci-
titorului. Ele vd adreseazd o dubld provocare — aceea
de a le rezolva si, totodatd, de a descopert solutii
mai simple, mai ingenioase si mai elegante decit
cele oferite in a doua parte a cdrii.

Problemele sint asezate intr-o ordine intimpla-
toare; nu existd o impdrtire a lor pe domenii ale
matematicit saw pe grade de dificultate. Oricare

dintre probleme poate fi foarte grea sau foarte
ugoard.



1. Funetionarul neglijent

Dupé ce dactilografa a bétut la masind zece
scrisori §i a scris adresele pe plicurile corespunza-
toare, un functionar neglijent a introdus, la in-
timplare, fiecare scrisoare in cite un plic. Care
este probabilitatea ca exact noud scrisori sd fi
fost introduse in plicurile care le erau destinate?

2. Teorema lui Pitagora

S4 se demonstreze cd patratul ipotenuzei unui
triunghi dreptunghic este egal cu suma patrate-
lor celor doud catete.
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3. Patru ecuatii cu patru necunoscute

Se se giiseascd toate solutiile sistemului urméator:
z +y +2z2 +w = 10
2+ y2 422+ w= 30
23+ y® + 22 + w3 = 100
xyzw = 24

4. Un test notat cu zero

Un test alcdtuit din 26 de intrebari a fost
notat in modul urmétor: pentru fiecare réspuns
corect s-au dat in plus opt puncte si pentru fie-
care raspuns gresit s-au scdzut cinci puncte. Care
este numdrul de rdspunsuri corecte, dacd au
fost abordate toate intrebdrile i nota finald a
fost zero?

5. Teorema lui Ptolemeu

S& se demonstreze cd in orice patrulater
inscriptibil convex produsul diagonalelor este egal
cu suma produselor laturilor opuse.
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6. O descompunere in factori usor de efectuat

Sa se descompuna in factori, fira a grupa ter-
menii, polinomul:

2® — 27y + 2%y — 2P + 2yt — Y+
+ 2%y — zy" + o

7. Un caleul mintal

Ridicati la patrat fara hirtie si creion numérul
85.

8. 0 ecuatie de gradul patru

Cite radacini negative are ecuatia:
2 —513 — 42 — Tz + 4= 0.

9. Un milion de fiecare parte

O multime de doud milioane de puncte este
inclusd in interiorul unui cerc cu diametrul de
1 cm. Existd oare o dreaptd care si aibd de
fiecare parte a ei exact un milion de puncte?
Daca existd, de ce?

10. O infinitate de numere prime

S4 se demonstreze ci existi o infinitate de
numere prime.
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11. Numere complexe

S& se simplifice fractia (27 4 8i)/(3 4 2i").

12. Arii suprapuse

Un cerc cu raza de 15 unitdti intersecteazd
un alt cerc cu raza de 20 de unititi sub un unghi
drept. Care este diferenta ariilor portiunilor ne-
suprapuse?

13. Turneul de tenis

La un turneu de tenis de tip eliminator par-
ticipd nr jucatori. Cite meciuri trebuie jucate (sau
cistigate prin neprezentare) pentru a sti cine este
cigtigdtorul ?

14. 0 sumd de factoriale

Sa se calculeze suma

1(11) + 2(21) + 331) + ... + n(nl).
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15. Intersectia a doi cilindri

Axele de simetrie a doi cilindri circulari drepti
cu diametrele bazelor de 2 cm se intersecteaza
sub un unghi drept. Care este volumul comun
celor doi cilindri?

16. Reprezentirile numerelor intregi

Numiérul 3 poate fi scris ca un singur numaér
sau ca sumd de numere naturale in urmditoarele
patru moduri: 3, 142, 241, 14+141. Sa se de-
monstreze cd orice intreg pozitiv n poate fi scris
in acelasi fel in 2*-! moduri.

17. O ecuatie cuadratici cu ridicini rationale

Si se arate cd ecuatia
O+ + )22+ ()z+()=0

in care parantezele vor fi inlocuite cu o permu-
tare arbitrard a numerelor 1, —2, 3, 4, —6
admite intotdeauna cel putin o rddacind ratio-
nala.
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18. Rezistenta electrici a unui cub

/,/
4

'—————————— R? —»]

Fiecare muchie a unui cub este o rezistentd
electricd de 1 ohm. Care este in acest caz rezistenta
totald dintre doud virfuri diagonal opuse ale
cubului?

19. Cind impirtitorul este ... o glumi *

Fiecare literd din criptograma AHHAAH:
JOKE=HA reprezintd in mod unic o cifrd in
sistemul de numeratie cu baza zece. Si se recon-
stituie aceastd impartire.

20. Vinzitorul de ciorapi
Intrind intr-un magazin, o fatd a vrut si cum-
pere z perechi de ciorapi pentru y sutare (z si

y fiind numere intregi). Vinzdtorul i-a propus

* Joke inscamnd in limba englezi glumai. Celelalte litere
redau risul pe care-1 stirneste o glumia: ah! ha! ah! ha!
(N.T.).
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urmadtorul tirg: — Dacd mai cumperi zece perechi
de ciorapi, ti le voi da pe toate pe 2 sutare si
deci vei economisi 80 de lei la o duzind. Si se
afle z g1 y.

21. Raportul unor arii poligonale

Un triunghi echilateral i un hexagon regulat
au perimetrele egale. Care este raportul ariilor
lor?

22, Paharele riasturnate

Sa considerdm o multime de n pahare asezate
cu gura in sus. Se cere sd rasturnam toate paha-
rele printr-o serie de operatii, astfel incit la fie-
care operatie si fie intoarse n—1 pahare. Sa se
arate cd acest lucru este posibil pentru n par
si cd nu este posibil pentru n impar.

23. Sfirgitul lumii

In ziua de 1 aprilie 1946, ziarul , Erewhon
Daily Howler* a publicat urmétorul articol: , Re-
numitul astrolog si numerolog din Guayazuela,
Profesorul Euclide Parcelso Bombast Umbugio,
prezice sfirsitul lumii pentru anul 2141. La baza
acestei predictii se afla profundele sale cercetdri
cu caracter istorico-matematic. Profesorul Um-
bugio a calculat valoarea expresiei

1492" — 1770 — 1863" 4 2141

16



pentru n =0, 1, 2, 3,...,1945 si a demonstrat
cd toate numerele pe care le-a obtinut, de-a
lungul multor luni de calcule laborioase, sint
divizibile prin 1946. Sa observdm cd numerele
1492, 1770, 1863 reprezintd date memorabile ale
istoriei americane: descoperirea Lumii Noi, masa-
crul de la Boston* si sfirsitul razboiului de se-
cesiune: Ce datd remarcabild ar mai putea fi in
acest caz 2141? Firda indoiald, numai aceea a
sfirgitului lumii.“

Dati-i o lectie Profesorului! Obtineti rezultatul
lui cu mult mai putine calculel

24. Sase intregi distineti

Sd se giseascd multimea formatd din cei mai
mici sase intregi pozitivi distincti -eare satisfac
conditia ca produsul oriciror cinci dintre ei si
fie egal cu perioada inversului celui de-al saselea
numir scris ca fractie zecimald, luatd o data
sau de mai multe ori. De exemplu 1/41 =
= 0,0243902439..., deci 02439 este perioada inver-
sului lui 41.

* LEveniment memorabil al istoriei S.U.A., care a premers
rdzboiului pentru independentd (1775—1883). La 5 martie
1770, in cursul unor ciocniri cu populatia orasului Boston,
care sprijinea miscarea pentru independenti, trupele colo-
niale engleze au tras in mul{ime: au cdzut morti si raniti.
Masacrul de la Boston a stirnit indignare, intetind spiritul
de revoltd al poporului american (N.T.).
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25. Lungimea unei elice

FATTET

In jurul unei tevi cilindrice cu circumferinta
exterioard de 4 cm §i cu lungimea de 9 cm sint
infagurate in mod elicoidal zece spire de sirma.
Lapetele sirmei coincid cu capetele cilindrului.
Sa se gaseascd lungimea sirmei.

26. 0 problemid de minim

Aratati cd pentru orice valori pozitive ale lui
D, g, r si s, expresia

P+p+ D@+ g+ DEE+r+0(*+s+1)
pgrs
nu poate lua valori mai mici decit 81.

27. O proprietate a pitratelor perfecte

S se demonstreze cd orice péatrat perfect scris
in sistemul zecimal cu doud sau mai multe cifre
are cel putin doud cifre distincte.

28. O problemd de conducere

Consiliul de conducere al unei mari intreprin-
deri este format din 15 membri. Sub conducerea
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acestui consiliu lucreazd 20 de comisii. Cum ii
vom repartiza pe membrii consiliului astfel incit:
(1) fiecare membru al consiliului de conducere
sd lucreze in patru comisii; (2) fiecare comisie
sd inglobeze trei membri ai consiliului de condu-
cere; (3) oricare doud comisii sd aibd cel mult
un membru al consiliului de conducere in comun.

29, Mozaicul

S& considerdm un carton desenat, pe care il
divizim prin tdieturi in cartonase de diferite
forme. Jocul numit ,Mozaic“ constd in imbinarea
acestor cartonase astfel incit sd reconstituim de-
senul initial. Vom numi ,mutare* imbinarea corec-
td a doud piese sau doud grupuri de piese gata
imbinate. Ce procedurd va reduce la minimum
numdrul de mutéri necesare pentru a reconstitui
un mozaic cu n piese? Care este numarul minim
de mutari?

30. Aflarea restului unei Tmpartiri

Dindu-se f(z) = 2% 4+ z* + 28 + 2% + z+1 sd

se calculeze restul impartirii lui f(z%) prin f(z).

31. Scheletul unei impirtiri -
Bunul nostru prieten si eminentul numerolog,

Profesorul Euclide Parcelso Bombast Umbugio,
are din nou necazuri. El isi petrece pretiosul
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siu timp fncercind si regisesacd, cu ajutorul
calculatorului, printre cele 81-10° solutii posibile,
forma initiald a urmaitoarei impar{iri fard rest,
in care cifrele necunoscute au fost inlocuite cu z.
rrrrrr2xx |T2x2
T T zzx8x 2

rTr rx
rxT x

rrrx
rrTrx

Dati-i o lectie Profesorului! Reduceti numérul
solutiilor posibile la (81-10%)°!

32. Triunghiuri in ecere

Un numir de n puncte situate pe circumferinta
unui cerc sint unite doud cite doud in toate mo-
durile posibile, prin drepte. Si se gidseascd numai-
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rul tuturor triunghiurilor formate cu aceste drep-
te—triunghiuri care au virfurile situate in interio-
rul cercului —, stiind cé cele » puncte au fost alese
astfel incit sa nu existe trei drepte concurente.

33. Inmulfire usor de efectuat

Sa se inmulteascd 5 746 320 819 cu 125.

34. Un gir alternant

Sa se giseascd o expresie pentru termenul ge-
neral al sirului:

& 4T, —b 4T, —b, 4T, —....

35. 0 expresie cu radicali
Sa se simplifice

72 +y5472 —75.

36. Comoara ingropata

Un pirat a hotarit sa ingroape o comoard pe
tdrmul unei insule; pe tirm erau doud stinci
asemdndtoare A §i B gi, ceva mai departe de
mare, trei cocotieri C,, C, §i C; Stind in C,,
piratul a mésurat segmentul C,4, perpendicular
pe C;A si egal cu acesta si indreptat, fatd de
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C,A, in regiunea opusi perimetrului triunghiului
AC,B. In acelasi mod el a méisurat segmentul
C,B,, perpendicular si egal cu C,B si indreptat,
fatd de C,B, in regiunea opusd perimetrului tri-
unghiului AC;B. Apoi piratul a marcat punctul
P,, intersectia segmentului AB; si BA,. Stind
in C, si Cj, el a determinat in mod similar punc-
tele P, si P; si, in cele din urmd, a ingropat
comoara in locul determinat de centrul cercu-
lui circumscris triunghiului P,P,P,. Intorcindu-
se dupd citiva ani, piratul si-a dat seama ca
intre timp o furtund puternica smulsese din padmint
toti cocotierii. Cum a reusit el, in pofida acestui
fapt, sd-si regdseascd comoara?

37. Plata gratificatiilor

O companie a oferit gratificatii celor 350 de
angajati ai ei, in modul urmétor: fiecdrui barbat
10 dolari si fiecdrei femei 8,15 dolari. Toate fe-
meile au acceptat gratificatia, dar un anumit pro-
cent de barbati au refuzat-o. Sa se afle suma
totald platitd femeilor, stiind sd suma platitd atit
barbatilor cit si femeilor nu depinde de numaérul
total al barbatilor.

38. Simplificarea unui produs

S4 se aducd la forma cea mai simpld produsul
@ +1)E*+1)E +1)..6" +1).
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39. Sforile sint incurcate ?
/ |

Trei sfor1 fixate de o scinduré A4 sint incurcate
in modul ardtat in desen. Cum pot fi dispuse
alte trei sfori astfel incit, dupd ce vom lega un
capdt al fiecdreia dintre ele cu cite un capét liber
al sforilor date si vom prinde la celelalte capete
sforile suplimentare de o scindurd B, si obtinem,
prin depértarea celor doud scinduri, trei sfori para-
lele ?

40. Diferenta egali cu citul

Sa se giseascd doud numere cu proprietatea ca
atit diferenta cit si citul lor sint egale cu 5.

41. Elevul somnoros

La sfirgitul unei ore de algebra elevul nostru
s-a trezit din somn si a mai apucat si-l1 audd
pe profesor spunind: ,...s1 vd voi da indicatia
cd toate radicinile sint reale si pozitive“. Uitin-
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du-se la tabld, el a vizut tema pentru acasd —
rezolvarea unei ecuatii de gradul 20 — pe care a
inceput sd gi-o copieze in grabd. Pind cind a
reugit sd copieze primii doi termeni, 2% — 2029,
profesorul a sters toatd tabla si elevul nu a mai
reusit sd vadad decit cd ultimul termen este 1.
Puteti sa-1 ajutati pe eroul nostru sd rezolve
ecuatia?

42. Muchiile unui poliedru

Sa se demostreze cd nici un poliedru nu poate
sd aibd exact sapte muchii, dar poate si aiba
orice alt numdr de muchii mai mare decit cinci.

43. O congruentd simpli

Sad se arate cd 63! =61! (modulo 71)*

44. Triunghiul este echilateral

Sa se arate cd daca laturile unui triunght veri-
ficd relatia:

a% 4 b2 4 ¢ = ab + bc + ca,
triunghiul este echilateral.

a =b (mod m) este echivalent cu ,a — b se divide cu
m*“ (N.T.).
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45. Mai simpli decit pare

Evaluati expresia:

( 1-2:4 4 2-4-8 4 3-6:12 4 ...
1-3-9 + 2.6.18 + 3.9.27 + ... )

46. Acoperirea unei table de sah

M

Dacd elimindm in mod arbitrar doud pétrate
de culori opuse de pe o tabld de sah, poate fi
acoperit restul tablei cu dreptunghiuri de dimen-
siunea 1 X 2°?

47. 0 egalitate numerici
Aritati ca

(1110) (1111) (1112) (1113) = (1235431)2—1

in orice sistem de numeratie cu baza mai mare
decit cineci.
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48. Editoriald

Un numdr de carti au fost publicate periodic,
una la cite sapte ani. Cind a apérut cea de-a
saptea carte, suma anilor de publicare mentio-
nati pe copertele interioare ale celor sapte car-
ti era 13524. In ce an a fost publicatd prima
carte?

49, Trei medii

Demonstrati prin rationamente geometrice ca
media geometricdi G a doud numere a §i b este
medie proportionald intre media aritmeticd A si
media armonicd H a acelorasi numere.

50. Concursul de frumusete

— Ce ar fi dacd mi-ai divulga — se intelege,
confidential — ordinea celor cinci cistigitoare ale
concursului de frumusete organizat de revista
voastrd ? — am sugerat eu directoarei revistei. Ea,
bineinteles, m-a refuzat dar a acceptat sd-mi
pund la incercare gustul, invitindu-ma s& for-
mulez un pronostic. ,Este cumva A — B — C —
— D — E?* am intrebat eu.

— Al un talent extraordinar in a gresi, — mi-a
rispuns ea compdtimitor, — nu numai ca in pro-
nosticul dumitale nici una dintre persoane nu
se afld pe locul respectiv, dar, in plus, nici o
persoand nu e plasatd imediat dup&—predecesoa-
rea ei din ordinea corectd“.
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— Bine, atunci ordinea nu e cumva D — 4 —
— E — C — B? — am intrebat eu.

— Acum ai ghicit ceva mai bine, m-a incurajat
ea prudent. Ai doud persoane plasate pe p0z1tnle
corecte si doud care sint corect plasate in urma
predecesoarelor lor imediate.

Dupa ce m-am gmdlt putm i-am spus ordinea
corectd §i ea m-a pus sd jur cd nu o voi destdinui
niminui. Care e aceastd ordine?

51. O ecuatie in care intervin sume
Sd se determind n, stiind ca:

1343+ ..+ Q-1 199
2B 4434 ..+ (2m)® 242

52. O constructie cu piese de domino

Un numadr de n piese de domino, fiecare avind
forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimen-
siunile de 2, 1 si 1/4 unitéti sint suprapuse ori-
zontal pe o masd, una peste cealalta. Si se ga-
seascd distanta maximi, mdasuratd pe orizontali,
dintre extremitatea piesei de deasupra si piesa de
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bazd, astfel incit constructia si nu se ris-
toarne.

53. Dind cu zarul

Un zar pe ale céarui fete figureazd 0, 1, 2, 3,
4, 5 este aruncat de atitea ori pind cind totalul
cifrelor obtinute depéseste 12. Care este numdirul
pe care-l putem obtine cu o probabilitate mai

mare decit oricare dintre celelalte totaluri posi-
bile?

54. Un sistem de ecuatii liniare

— Acest sistem liniar de n ecuatii cu n necunos-
cute, are o proprietate ciudatd — a spus Marele
Matematician.

— Doamne Dumnezeule! Ce proprietate? — a
exclamat Micul Invaticel.

— Remarca faptul cd numerele constante care
intervin in sistem sint in progresie aritmeticd — a
spus Marele Matematician.

— Cind explicati dumneavoastra, totul mi se
pare asa de clar! — a spus Micul Invaticel. Vreti
sd spuneti cd, de exemplu, in sistemul: 6z 4
+ 9y = 12 si 15z 4 18y = 21?

— Chiar asa — a réspuns Marele Matematician
cu vocea sa de bas. Evident, sistemul are o so-
lutie unicd. Poti s-o gisesti?

— Doamne Dumnezeule | — a strigat Micul Inva-
ticel. Problema aceasta ma depdseste!

Dar pe dumneavoastra?
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55. Teorema bisectoarei

S& se demonstreze ci bisectoarea unghiului unui
triunghi imparte latura opusd in segmente pro-
portionale cu laturile aldturate.

56. Probabilitatea divizibilitatii

S&d se gdseascd probabilitatea ca, inlocuind in-
tr-o ordine arbitrard cu cifrele 0, 1, 2,..., 9 spa-
tille goale din numérul

5__383__8__2_936__5__8__ 203 _
_9__3__76,

rezultatul sd se divida cu 396.

57. 0 ecuatie fird solutii intregi

Sd se demonstreze cd ecuatia 22 — 3y% = 17
nu admite solutii intregi.

58. Fiul profesorului de matematied

Profesorul de matematicd scrie pe tabld un
polinom f(z) cu coeficienti intregi si spune: ,Azi
e ziua de nagtere a fiulul meu. Dacd dim lui z
valoarea A egala cu virsta lui, atunci f( A)=A.
Retineti de asemenea cd f (0) = P si cd P e un
numar prim mai mare decit A“. Care este virsta
fiului profesorulut de matematica?



59. Un loc geometric in spatiu

Se da un plan E si trei puncte A, B, C necoli-
niare, situate de aceeasi parte a planului E; in
plus, planul ABC nu e paralel cu planul E. Fie
A’,B’,C’ trei puncte arbitrare din planul E. Punc-
tele L,M,N sint respectiv mijloacele segmente-
lor AA’) BB’ si CC’, iar S centrul de greutate
al triunghiului LMN. Si se giseascd locul geo-
metric al lui S cind 4’, B’ si C’ se migcd indepen-
dent in planul E.

60. Observatii meteorologice

Facind observatii de-a lungul unei perioade de
citeva zile, s-a constatat cd in nici una din zile
nu a plouat si dimineata si dupd-amiaza. A plouat
in total in 9 zile §i n-a plouat in 7 dimineti si
6 dupé-amieze. Cite zile au durat observatiile?

61. Teorema lui Steiner-Lehmus

S4 se demonstreze cd daca intr-un triunghi doud
bisectoare interioare sint egale, atunci triunghiul
e isoscel.
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62. Dansul Hula-Hoop /

Considerdm o fatd a cdrei talie este un cerc
perfect si care std vertical in repaus. In jurul
mijlocului ei se invirteste un cerc* cu diametrul
egal cu dublul diametrului taliei. S& se arate
cd dupd o rotatie completd punctul de pe cerc
care era initial in contact cu talia fetei a descris
o distantd egald cu perimetrul patratului circum-
scris taliet fetei.

63. Impirtirea cercului in opt pirti egale

S& se arate cd, pentru orice k real, punctele
de intersectie ale curbei

2t 4+ kxdy — 62%y% — kxy® + yt =0

cu cercul 22 + y2=1 determind pe cerc opt arce
egale.

64. O progresie aritmetici speciali

S& se gdseascd o progresie aritmeticd infinita
de numere naturale astfel incit nici un termen
al progresiei sd nu fie o putere de ordinul r (r= 2,
3,..,n) a unui numdir intreg.

* Cercul se roteste intr-un plan orizontal firid si alunece
pe talia fetei (N.T.).
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65. Aria unui poligon

S& se calculeze aria poligonului desenat in a-
ceastd figura:

66. O ecuatie cu faetoriale

Sa se giseascd toate solutiile intregi ale ecuatiei:

n! (n—1)! = m!

67. Doud triunghiuri corelate
Sd se arate cd dacd a, b, ¢ sint lungimele

laturilor unui triunghi, atunci cu segmentele de

lungime }/a, b si |/ ¢ se poate forma, de aseme-
nea, un triunghi.

68. Unghi maxim in cere

Fiind date doud puncte A si B in interiorul
unui cerc, sd se giseascd un punct C pe cerc
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astfel incit unghiul ABC sd aibd cea mai mare
valoare posibild.

39. Determinantul unui pitrat magic

Fic § suma elementelor unui péitrat magic de
yrdinul trei si fie D valoarea pe care o obtinem
considerind acest pdtrat ca un determinant. S&
se demonstreze cd D[S este un numdr intreg.

70. Un numir cu cinei cifre care nu este pitrat
perfect

S4 se demonstreze cd nici un pdtrat perfect
nu poate fi scris in sistemul de numeratie zecimal
cu exact cinci cifre distincte congruente modulo 2.

71. Divizarea unei sfere

Cum poate fi divizatd suprafata unei sfere in-
tr-un numdr maxim de figuri egale, astfel incit
fiecare laturd a unei figuri s fie un arc de cerc
mare, mai mic insd decit un semicerc?

72. Trisectoarea laturii unui triunghi

A

c ] B8

S& se demonstreze cd dacd o dreaptd care
trece prin virful C al unui triunghi intersecteazi
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mediana dusd din A la mijlocul acesteia, ea
imparte latura AB in raportul 1:2.
73. O descompunere in factori

S4 se descompuna in factori polinomul a!541.

74. Un numdr curios
Sa se gdseascd un numdr pozitiv care este egal

cu produsul dintre o cincime §i o septime din
el.

75. Doui hexagoane regulate

Sa se giseascd, fard ajutorul radicalilor, rapor-
tul ariilor hexagoanelor regulate inscrise §i res-
pectiv circumscrise aceluiasi cerc.

76. Termenii generali ai unor giruri

S& se gaseascd expresiile care dau termenul
general al girurilor

(a) 0, 3, 26, 255, 3124,...
) 1, 2, 12, 288, 34560,...
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77. Propagarea ecildurii

Trei muchii ale unui péatrat de tabld omogen
sint mentinute la temperatura de 0°, iar a treia
muchie este inc#lzitd la 100°. Neglijind pierderile
superficiale de cdldurd, si se giseascd tempera-
tura din centrul patratului de tabla.

78. Are sens?

Dacit 1/4 din 20 este 6, atunci cit este 1/5
din 10?
79. Transformarea plicului in tetraedru

CHARLES W. TRICG
BYUTY PUTENANE IS 3
Sa~ Dirco #
CALIFORNIA  g210g L

McGraw-Hill Book Company
330 west 42nd Street
New York

N.Y. 19036

Un plic lipit se taie dupa o linie dreaptﬁ. Cum
trebuie ficuta tdietura astfel incit din cele doua
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bucéti obtinute si se poatd construi prin indoire
doud tetraedre egale?

80. O criptogrami

In urmitoarea criptogrami fiecare litera repre-
zintd in mod unic o cifrd in sistemul de numeratie
cu baza zece:

7 (FRYHAM) = 6 (HAMFRY)

Si se identifice fiecare literd cu cifra cores-
punzitoare.

81. Vinzarea oilor

La moartea sa, un fermier a ldsat mogtenire
fiilor sii citeva oi §i un miel. Fiii au vindut aceste
animale, pretul unei oi fiind de 10 dolari si pretul
mielului fiind ceva mai mic. Pretul mediu (ex-
primat in dolari) pe cap de animal este egal cu
numdrul animalelor vindute. $tiind cd animalele
au fost impdarfite in numir egal intre cei doi
frati pentru a fi vindute, sd se afle ce suma tre-
buie sé-i mai dea fiul care a primit numai oi
celui care a primit si mielul, pentru ca banii
sd fie egal impértiti?

82. Un volum constant

S4 se demonstrez® cd volumul unui tetraedru
ale cdrui virfuri sint capetele a doud segmente
situate pe doud drepte necoplanare nu se modi-
fici dacd. aceste segmente alunecd de-a lungul
dreptelor, mentinindu-§i lungimile constante.
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83. Un numir zecimal periodic

S& se calculeze perioada numirului zecimal
egal cu 1/49.

84. O ecuatie irafionald

Sa se rezolve ecuatia:
(6x 4 28)13 — (6x — 28)17 = 2

85. Conecursul cu premii

Profesorul E.P.B. Umbugio incearcd si-si supli-
menteze modestul sdu salariu de profesor parti-
cipind la concursuri cu premii. Unul din aceste
concursuri cere participantilor si gdseascd nu-
marul de drumuri posibile in cadrul tabelului de
jos, astfel ca fiecare drum s fie marcat de litere

aldturate, care impreund s formeze cuvintul MA-
THEMATICIAN.

M
MAM
MATAM
MATHTAM
MATHEHTAM
MATHEMEHTAM
MATHEMAMEHTAM
MATHEMATAMEHTAM
MATHEMATITAMEHRTAM
MATHEMATICITAMEHTAM
MATHEMATICICITAMEHTAM
MATHEMATICIAICITAMEHTANDM
MATHEMATICTIANA IC'ITAMEIITAM
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Umbugio a numirat 1587 de astfel de drumuri
care pleacd de la o literd din primele cinci rinduri.
Pe urmd insd s§i-a pierdut simtul de orientare
(pentru a fi discreti vom trece sub tdcere cauzele)
si a incurcat liniile si coloanele. Si-1 ajutim pe
Profesor sa giseascd cu un efort minim de calcul
numdrul de drumuri posibile.

86. O sumi constantd

Fie ABC un triunghi echilateral si P un
punct ales arbitrar pe cercul inscris in triunghi.
Si se demonstreze cd suma PA -+ PB 4+ PC nu
depinde de pozitia punctului P.
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87. Doi intregi incompatibili

Si se arate cd oricare ar fi numerele naturale
z §i y astfel incit y>2, 2° 41 nu se divide prin
22 —1.

88. O problemd de alegere

O singurd pereche de valori din cele de mai
jos nu satisface ecuatia 187z — 104y = 41.

1) z=3, y=5; ((2)x=107, y=192;
3) x =211, y=379;
(4) = = 314, y =565; (b) = = 419, y = 753.

Care este aceastd pereche?

89. Concurenta medianelor

Sa se demonstreze cd medianele AA’, BB’ si
CC’ ale unui triunghi sint concurente.
90. Un surprinzitor pitrat perfect

In ce sistem de numeratie numirul 11111 este
un pétrat perfect?

91. Poligon inseris intr-o elipsi ?

Sd se arate cd intr-o elipsi cu axe inegale
nu se poate inscrie nici un poligon regulat cu
mai mult de patru laturi.
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92. Asteptind o convorbire telefonici cu Sinkiang

Un om agteaptd si primeascd legdtura pentru
o convorbire telefonicd cu Sinkiang. In acest timp,

ca si nu se plictiseascd, el scrie maginal sub

. ..o 1 2
formad de numair zecimal suma seriel — 4+ —
10 T 102 T
3 .. . )
+ 1—(); + ..+ 11(1)7; + ... Fiind un tip meticulos, el

urmdreste cu atentie toate cifrele care intervin.
S& se arate cd el va primi legitura telefonicd
inainte de a ajunge sé scrie cifra 8.

93. Ingridirea unui tare

Un fermier a hotérit si ingrddeascd un tarc
dreptunghiular de 200 m2 O stincd verticald
poate fi folositd drept una dintre laturile ingré-
dirii. Ce dimensiuni trebuie si aibd gardul, astfel
incit constructia si fie realizatd la un pret minim?
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94. Un sistem de cinei, ecuatii liniare

Sa se giseascd solutiile sistemului de ecuatii:

r+y+z+u=5
y+ztudv=1
z4+utovdr=2
ut+v+z+y=0
vt+rt+y+z=4

95. 0 teorema aproape universald

Sd se dea o teorema referitoare la numerele
intregi valabild pentru orice intreg n diferit de
5, 17 si 257.

96. Trisectoarele unui unghi

Sa considerdm, in triunghiul ABC, BD si BE,
trisectoarele unghiului B, iar CD si CE, trisec-
toarele unghiului C- E fiind punctul cel mai apro-

piat de latura BC, s& se demonstreze ci unghiu-
rile BDE si EDC sint egale.

97. Cifra unitétilor si girul lui Fibonaeci

Sirul 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., numit girul lui
Fibonacci este dat de formula de recurentaF,,+, =
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=F,+ F,,,F,=F,=1. Sa se studieze daci
cifra unitdtilor termenilor acestui sir formeazd
un sir periodic. (De exemplu, sirul 0, 5, 5, 0,
5, 5, 0, 5, 5, ... este un sir periodic).

98. Doud ecuatii corelate

Dacd a, b, ¢ sint rddacinile ecuatiei 23 + gz +
+ r=20, si se formeze ecuatia care admite ca
radacini (b+c) /a2, (c+a)/b® si (a+b)/c2

99. Scheletul unui produs

Produsul a trei numere intregi pare si conse-
cutive este 87 s#sxx 8. S& se giseascd aceste nu-
mere si sd se inlocuiascd cifrele care lipsesc din
produs.

100. Decagoane inscrise in cerc

Dacéd impartim circumferinta unui cerc in zece
parti egale, atunci corzile care unesc punclele
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consecutive ale diviziunii formeazi un decagon
regulat, iar corzile care unesc punctele din tirei
in trei formeazd un dodecagon echilateral stelat.
Sa se demonstreze cd diferenta dintre lungimile
laturilor celor doud figuri este egald cu raza
cercului.

101. Cei care-si dau mina

Fiecare om de pe pdmint a dat mina cu un
anumit numir de persoane. Sd se demonstreze
cd numdrul celor care au dat mina cu un numar
impar de persoane este par.

102. O operatic cu eirti de joe

Dintr-un pachet de carti de joc numerotate
in ordine de la 1 la 97 se scot la intimplare cinci
cartl, care se amestecd apoi cu griji. Care este
probabilitatea ca cele cinci carti s fi fost extrase
din pachet in ordinea mérimii lor?

103. Mediatoarea

S& se demonstreze cd mediatoarea segmentului
care uneste picioarele a doud indltimi ale unui
triunghi imparte cea de-a treia laturd a triunghiu-
lui in doud parti egale.
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104. O problemi de divizibilitate

Pentru ce valoare intreagd a lui a, polinomul
22 — x + a este un divizor al lui z® 4+ x 4 90?

Dilema achizitorului

Achizitorul unei ferme zootehnice trebuie sd
cumpere 100 de animale cu suma de 10 000 de
lei. Dacd un vitel costd 1000 de lei, un porc
300 de lei si un miel 50 de lei, cite animale din
fiecare fel trebuie sd cumpere achizitorul pentru
a cheltui intreaga suma?

106. O descompunere in factori

Sd se afle toti factorii primi ai numérului
1 000 027.

107. Un earton indeit

Un carton dreptunghiular este indeit in jurul
unui colt astfel incit unul din colturile aldturate
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sd se suprapund peste una dintre laturi. Stiind
cd ariile celor trei triunghiuri dreptunghice care
s-au format sint in progresie aritmeticd si cd aria
celui mai mic triunghi este de 30 cm?, sd se cal-
culeze aria celui mai mare dintre triunghiuri.

108. Un pitrat perfeet unie

Ce péatrat perfect este produsul a patru numere
intregi impare consecutive?

109. 0 inegalitate strictd

Sa se demonstreze ¢d n” >1:3:5-7 .- (2n—1).
110. O sumi de cosinusuri

Sa se calculeze

cos 5° 4 cos 77° 4 cos 149° -+ cos 221° 4 cos 293°.

111. Cantitate divizibild cu 9

Dindu-se f(x) = 21 4 a8 4 2% 4 2% 4+ 22 4 1,
sd se arate cd f(2i) este divizibil cu 9.
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112. Numere triangulare in sistemul de nume-
ratie cu baza 9

Sd se arate cd orice termen al girului 1, 11,

111, 1111, ... seris in sistemul de numeratie cu
baza noud este un numir triangular.*

113. Douii volume poliedrale

Un tetraedru regulat si un octaedru regulat
au muchiile egale. S& se afle raportul volume-
lor lor fard a calcula aceste volume.

114. O acoperire a spatiului
S& se demomstreze cad intreg spatiul poate fi
umplut cu o imbinare de octaedre si tetraedre

regulate.

* Un numdr triangular este egal cu suma primelor n numere
naturale (N.T.).
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115. O simplificare

Si se aducd la forma de fractie ireductibild
fractia 116 690 151/427 863 887.

116. O sumi de sinusuri

S& se demonstreze cii suma sinusurilor unghiuri-
lor unui triunghi este mai micd sau egald decit

3)/3]2, egalitatea avind loc numai in triunghiuri
echilaterale.

117. Douid bacuri

Doud bacuri traverseazd {ird oprire un riu in
ambele sensuri, migcindu-se cu viteze constante
si fard sd cheltuiascd timp pentru manevra
de intoarcere. Ele péardsesc malurile opuse in
acelasi moment, se intilnesc la 700 de metri de
un mal, isi continud drumul si apoi, intorcindu-se,
se reintilnesc la 400 de metri de malul opus. Sa
se determine, fara hirtie i creion, ldtimea riului.

118. La cind

Sotii Albert si Bertha Jones au cinci copii:
Christine, Daniel, Elizabeth, Frederick si Grace.
Tatadl a hotdrit sid stabileascd un ciclu, adicad o
asemenea succesiune a locurilor la masa lor rotund&
la care iau cina, astfel incit fiecare persoand sa
stea la cind lingd fiecare din ceilalti membri ai
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familiei numai o singuri datd in cursul ciclului.
Cum poate fi realizatd aceastd succesiune?

119. O sumi de cifre

Sa se afle suma tuturor cifrelor care apar in
scrierea intregilor 1, 2, 3, 4,..., (10" —1).

120. Gustarea celor trei soferi

Trei soferi au intrat intr-un han si ia niste
gustdri. Primul gofer a cumpérat patru sandvisuri,
0 ceagcd de cafea §i zece gogosi cu 16,90 lei.
Al doilea gofer a cumparat trei sandviguri, o ceagca
de cafea si sapte gogosi cu 12,60 lei. Cit va plati
al treilea gofer pentru un sandvig, o ceagca de
cafea §i o gogoasd?

121. Pitrate intersectate

Q M




Virful A al pitratului ABCD coincide cu cen-
trul patratului MNPQ si latura AB taie latura
MN in raportul 1:2. Stiind ca cele doud pétrate
au laturi egale, sd se calculeze aria comuni.

122. O solutie simpli

Fira a efectua inmultirile, sa se rezolve ecuatia:
(122 — )(6x — 1)(4x — 1)(3z — 1) = b.

123. Problemi cu numere prime

Inmultirea unui numar de trei cifre cu un numér
de doud cifre are forma
ppp
__pp
pppp
pppp
ppppp

Stiind céd toate cifrele care intervin in aceastd
fnmultire (si care au fost notate cu p) sint numere
prime diferite de 1, s se reconstituie inmultirea
sl sd se demonstreze cd solutia gdsitd este unica.

124. Cercuri mari ecare se intersecteazi

In general n cercuri mari ale unei sfere se
intersecteazd doud cite doud in n (n — 1) puncte.
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S4 se gdseascd un mod de a numerota aceste
puncte cu 1, 2,...,n(n — 1), astfel incit suma
numerelor corespunzidtoare punctelor situate pe
un cerc si fie aceeasi pentru fiecare cerc mare.
(Planul determinat de un cerc mare trece prin
centrul sferei).

125. Un ecort

Un grup de zece oameni au hotérir sa cumpere
un cort pe care si-l1 foloseascd pe rind, in ex-
cursii. Dacd din grup ar fi ficut parte incé cinci
oameni, cheltuiala ar fi fost mai micd cu 100
de lei de persoand. Care a fost contributia fie-
ciruia dintre cei zece? .

126. Coeficienti binomiali

Care este cea mai mare valoare a lui y pentru
care existd o dezvoltare binomiald in care coeficien-
tii a y termeni consecutivi sint proportionali res-
pectiv cu 1, 2, 3,...,y? Sa se identifice dezvol-
tarea binomiald corespunzétoare §i termenii res-
pectivi.

127. Numere divizibile en 8 640

Sa se arate cd expresia
2% — 627 + 925 — 42
este divizibild cu 8 640, pentru orice valoare in-
treagd a lui =z.
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128. Pentagomul tiiat

Pentagonul din figurd a fost obtinut prin ali-
pirea unui pdtrat si a unui triunghi dreptunghic
1soscel cu baza egald cu latura patratului. Sa
se impartd pentagonul in trei pérti care sa poata
fi reasamblate astfel incit figura obtinutd sa fie
un triunghi dreptunghic isoscel.

129. Un produs infinit
Sd se calculeze produsul
31/3 . 91/9. 271/27 —
130. Nu poate fi patrat perfect
Sa se demonstreze cd nu existd nici un intreg

pozitiv n pentru care n* -+ 2n® 4 2n% + 2n + 1
sd fie un patrat perfect.

131. Corzile unui cere

Un cerc este impartit in n parti egale. Plecind
apol, pe rind, din fiecare punct de diviziune, se
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numird m puncte consecutive §i se unesc prin
drepte primul cu ultimul punct. $tiind cd punc-
tele care se unesc nu sint diametral opuse, sd
se demonstreze cd nu existd trei drepte care
sd fie concurente in interiorul cercului.

132. Determinanti formati cu noud cifre

- Cele noua cifre diferite de zero pot fi aranjate
intr-o matrice cu trei linii §i trei coloane in 9!
moduri. S& se calculeze suma determinantilor co-
respunzitori acestor matrice.

133. Sase puncte comune

Sa se determind sase puncte comune ale coni-
celor date de ecuatiile:

222 + 32y — 2y — 62+ 3y =0
3a2 +Tay +2y2— Tz +y—6=0.

134. Pachetul de eirti

Sd4 se demonstreze ci dacd printre primele 26
de c#rti dintr-un pachet de cirti de joc bine
amestecate sint mai multe carti rosii decit nu-
mirul de cadrti negre din ultimele 26 de carti,

52



atunci in pachet existd cel putin trei carti de
aceeasi culoare consecutiv*.

135. Unghiuri egale

</

S& considerdm un triunghi ascutitunghic ABC,
AH o iniltime a triunghiului si D un punct ar-
bitrar pe AH. Dreapta BD intersecteazd latura
AC in E. Dreapta CD intersecteaza latura AB

AN AN
in F. Sa se demonstreze cd AHE = AHF.

* Pachetul contine 26 de cir|i negre si 26 rosii (N.T.)-
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136. Un sistem compatibil

Pentru ce valoare a lui £ urmitorul sistem
este compatibil:

" x—}—y =1
kx+y =2
z+ ky=3

137. O ecuatie diofantici

Sd se arate cd oricare ar fi numdirul intreg
pozitiv a, ecuatia 22 — y2 = a3 are totdeauna so-
lutii intregi.

138. Tmpirtirea unui triunghi in doui triunghiuri-
asemenea

Sa se arate cd orice triunghi dat poate fi im-
partit prin tdieturi rectilinii in patru parti care
pot fi aranjate sub forma a doud triunghiuri ase-
menea cu triunghiul dat.

139. Cifrele eare se deplaseazii
Scrierea unul numir de cel mult 30 de cifre

incepe la stinga cu cifrele 15, adici 15 ———;
daca el se inmulteste cu 5, rezultatul este numai
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deplasarea acestor doud cifre la extremitatea din
dreapta a numdrului, prin urmare ——— 15. Sa
se determine numirul.

140. Virful unui tetraedru

Sa se arate cd orice tetraedru are cel putin
un virf astfel incit toate unghiurile formate de
muchii in acest virf sd fie ascutite.

141. Detinutii norocosi

Un gardian, executind prevederile unei am-
nistii partiale, deschide pe rind toate celulele in-
chisorii. Pe urma inchide fiecare a doua celula.
Apoi, luind celulele din trei in trei, rdsuceste
cheia in broasca acestor celule, inchizindu-le pe
cele deschise si deschizindu-le pe cele inchise. El
continud aceastd operatie luind celulele din » in
n si rasucind cheia in broascd lor. Detinutii ale
ciror celule au rdmas deschise dupd efectuarea
tuturor operatiilor posibile de acest fel sint pusi
in libertate. Care sint acesti norocosi?*

* Celulele se consideri asezate la rind, fiecare operatie
incepind din dreplul primei celule. De exemplu: celulele in-
chise la a doua operalie sint acelea al cidror numar este par
(N.T.).
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142. O intersectie vidi

Sase discuri circulare plane sint asezale astfel
incit nici un disc nu contine centrul altuia. Sa se
demonstreze cd nu existd nici un punct comun
tuturor celor gase discuri.

143. O inmultire mintald

Inmultiti 96 cu 104.

144. Un triplet unic

S3 se demonstreze cd existd un sistem unic
de trei numere intregi pozitive, distincte, avind
cel mai mare divizor comun egal cu 1, astfel
cd fiecare dintre aceste numere divide suma celor-
lalte ‘doua.
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145. Coltul inconjurat

Intr-un colt al unei incdperi dreptunghiulare
sint plasate doud paravane de cite patru unitéti,
in aga fel incit, impreuna cu peretn care formeaza
coltul respectlv, ele separi din incipere supra-
fai;a maximd posibild de pardoseald. Si se deter-
mine pozitia acestor paravane.

146. Numere intregi prime intre ele

Dacd a, b si.c sint numere intregi, cel mai
mare divizor comun al lor fiind 1, si 1/a + 1/b =
= 1/c, s& se arate cid (a+b), (a—c) si (b—c) sint
toate patrate perfecte.

147. Un sistem diofantic

Sa se rezolve in numere intregi si pozitive sis-
temul:

a® — b3 — ¢ = 3abc

@ = 2(b + c)

148. Bimedianele unui tetraedru
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Sa se demonstreze cd segmentele care unesc mij-
loacele muchiilor opuse ale unui tetraedru re-
gulat se intersecteazd toate trei intr-un punct
s1 sint perpendiculare doud cite doua.

149. Un produs amestecat

Cind s-a dactilografiat o inmultire de forma
(abc) +(bca) +(cab), cifrele produsului au fost ames-
tecate si s-a bitut 234-235-286. Dindu-se ci

a>b>c si specificindu-se cd unica cifrd corect
plasatd a produsului este 6, si se rearanjeze cifrele
in ordinea lor corecta.

1560. Un numir special

Dacd dintr-un numdr scidem 7 si diferenta
o inmultim cu 7, sau dacd sciddem din acelasi
numdr 11 si diferenta o inmultim cu 11, se obtine

acelagi rezultat. S& se determine acest numdr.

151. Trei la fel

Sa se demonstreze cd intr-un grup de sase per-
soane existd trei persoane care fie cd se cunosc
reciproc, fie ci nu se cunosc deloc intre ele.
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152. O problemi de simplificare
Sa se simplifice:

(4 + VIB)2 4 (4 — |15y
(6 + V/35)%2 — (6 — J/35)*

153. Produsul a trei numere prime

Un numdr este produsul a trei numere prime,
suma pdatratelor cidrora este 2331. Exista 7560
numere (inclusiv unitatea) prime cu numdrul
dat si mai mici ca el. Suma divizorilor numaru-
lui (inclusiv unitatea si numdrul insusi) este 10 560.
Sd se gdseascd acest numdr.

154. Reprezentarea numerelor rationale

Si se demonstreze ci orice numir rational
pozitiv se poate exprima ca o sumd finitd de
termeni distincti ai seriei armonice 1, 1/2, 1/3,
1/4,..1/n,....

155. O conditie ea un triunghi si fie isoscel




Sa se demonstreze cd dacd perpendicularele ridi-
cate pe laturile unui triunghi din picioarele bisec-
toarelor interioare ale triunghiului aflate pe la-
turile respective sint concurente, atunci triunghiul
este isoscel.

156. Intregii clasificati

Impéartiti numerele intregi 1, 2, 3,...16 in dou#
clase de opt numere, astfel ca oricare dintre cele
C% = 28 sume ce se pot forma luind cite doud
numere din aceeasi clasd, sd fie identicd cu o sumé
de doud numere alese din cealaltd clasa.

1567. Buletine de vot economice

Intr-o societate stiintifici se intentioneazi si
se organizeze un scrutin cu scopul de a alege
trei functionari. Pentru cele trei functii candi-
deazd respectiv 3, 4 si 5 persoane. Existd o re-
guld (avind ca scop eliminarea influentei ordinii
in care figureazd numele candidatilor pe bule-
tinele de vot asupra rezultatului scrutinului)
cd pentru toate posturile, numele fiecirui can-
didat la postul respectiv trebuie sd apard in
fiecare pozitie de acelagi numdr de ori ca numele
oricarui alt canditat. Care este numdirul minim
necesar de buletine de vot diferite?
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158. Compararea raporturilor

Daca z §i y sint pozitivi, care dintre urmétoa-
rele rapoarte este mai mare:

(@ + ¥%):(z + y) sau (22 — y?):(z — @)?

159. Un triunghi curbiliniu

S& se determine raza cercului inscris in tri-
unghiul curbiliniu format din cele doud catete
ale unui triunghi dreptunghic dat ABC §i semi-
circumferinta descrisa in partea opusd unghiu-
lui drept avind ipotenuza AB ca diametru.

160. Un patrat antimagic

Definim un pétrat antimagic ca o dispunere
in formd de patrat a primelor n% numere intregi
pozitive, aranjate astfel incit toate sumele nume-
relor de pe linii, coloane si diagonale (care se
pot compune si din doud segmente paralele cu
o diagonald a pitratului pe care sint plasate n
numere) s fie diferite. Existd oare un n pentru
care aceste 4n sume sd fie numere consecutive?

161. Un multiplu al lui 27+!

Sa se demomnstreze cd cel mai mic numdr intreg
mai mare ca (J/3 4 1)*™ se divide cu 2™+,
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162. Intr-un poligon cu noui laturi

Fie AB g1 BC doud laturi adiacente ale unui
poligon regulat cu noud laturi inseris intr-un cerc
de centru 0. Fie M mijlocul lui AB, si N mijlocul
razei perpendiculare pe BC. Sa se arate cd unghiul
OMN = 30°.

163. Banii de buzunar

Pentru a avea bani de buzunar in timpul unei
excursii, un tatd imparte in mod egal copiilor
sdi 240 lei. Apoi alti doi veri se hotérdsc si
ia parte §i ei la excursie; el participd, de asemenea,
in mod egal la impértirea banilor, astfel cd fie-
care copil primeste cu 10 lei mai putin decit
ar fi primit initial. Citi copii au plecat pind la
urmd in excursie? '
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164. Sumarea unei serii

Sa se afle suma seriei:

1422+ 322 + 4a® + ..., pentru z <1.

165. Ingridirea unui teren pitratic

Un teren de forma unui pétrat este inconjurat
de un gard compact de scinduri dreptunghiular
cu lungimea de 10 m, scindurile fiind asezate
cu lungimea pe orizontald, cite patru una peste
alta, pe verticald. Numaérul total al scindurilor
din gard este egal cu numéirul de ari (1 ar =
= 100 m?) ai terenului. Care sint dimensiunile
terenului?

166. Numere triangulare si pitrate impare

S4 se demonstrezécd pétratul oricdrui numéir
impar scris in baza opt se termind cu cifra 1
si cd dacd inldturdm aceastd ultima cifrd, ceea ce
rdmine este un numér triangular.

167. Cercuri insecrise

Care dintre urmaitoarele triunghiuri are cercul
inscris mai mare: cel cu laturile de 17, 25 si 26
sau cel cu laturile 17, 25 gi 28?
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168. Un dodecagon inseris

Un poligon convex cu doudsprezece laturi in-
scris intr-un®cerc are sase laturi de lungime |2

si sase de lungime }/24, ordinea lor fiind absolut
arbitrard. Sd se determine raza cercului,

169. O solutie a unei ecuatii diofantice

'S4 se gdseascd in multimea numerelor intregi
si pozitive o solutie a ecuatiei a® 4 b* = ¢5.

170. Solutie antigel

Un radiator de automobil cu capacitatea de
21 litri este umplut cu o solutie de 189, alcool.
Citi litri trebuie scosi §i apoi inlocuiti cu o solutie
de 909, alcool, pentru-ca solutia rezultantd in
radiator sd aibd concentratia in alcool de 429,?
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171. Maxim gi minim firi derivare

Fird a face uz de calculul diferential, sd se
giseascd maximul si minimul functiei (22 — 2z 4

+2)/2z — 2).
172. Tangente a ciror sumi e egald cu
produsul lor

. Considerdm tangentele unghiurilor de 117°, 118°
si 125°. S& se demonstreze cd suma si produsul
lor sint egale.

173. Cifre sterse

S4 se reconstituie urmatoarea impartire, in care
unele cifre au fost sterse si inlocuite prin stelute*.

* k %k ok () K|k %

% % % ok ok ok

* %k ok

* % 1

* %k

3 *

* Numerele nu sint neapdrat scrise in baza 10 (N.T.).
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174. fmpirtirea in doud parti cu aceeasi
arie

/

Figura numitd monadd sau ,Yin si Yang“
compune dintr-un cerc impdart{it in doud pérti
egale prin doud semicercuri egale, descrise de o
parte si de alta a unui diametru al cercului mare.
Cu o singurd linie curbd sd se impartd ambele
arii egale in cite doud parti egale.

175. Un numair care divide simetricul siu

Care este baza sistemului de numeratie in care
numirul 297 divide pe 792?

176. O virsta patratica

Casdtorit in mod legal in California*, vecinul
meu a implinit o virstd care e un patrat perfect.
Produsul cifrelor numarului care reprezinta virsta
sa e egal cu virsta sotiei sale. Virsta fiicei este
egald cu suma cifrelor numérului care reprezinta

* In California pentru ca o casilorie sa fie legald, fiecare
dintre so{i trebuie sia aiba cel pulin 18 ani (N.T.).
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virsta tatdlui, iar virsta fiului este egald cu suma
cifrelor numérului care reprezintd virsta mamei.
Citi ani are fiecare ?*

177. Un tetraedru trecut printr-un tub
Se dd un cilindru cu peretii subtiri, flexibil
ca un tub de material plastic, avind diametrul

d. S& se determine muchia e a celui mai mare
tetraedru regulat care poate fi trecut prin tub.

178. O divizibilitate cu (a—1)32

S& se arate cd a™! — n(a—1) — ase divide cu
(@ —1)% n find un numdr intreg pozitiv.
179. Determinantul triunghiului lui Paseal

Triunghiul aritmetic al coeficientilor binominali
a fost aranjat de cdtre Pascal sub forma:

11 1 1 1 1.
12 3 4 5 6.
13 610 15 21.
141020 35 56..
151535 70 126...
16 21 56 126 252...

* In problemi se accepts cid virsta tatilui nu depésesile
150 de ani (N.T.).
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Sd se demonstreze cd determinantul oricirei
matrice formate dintr-un pétrat care are o laturd
pe prima linie (sau coloand) este egal cu 1.

180. Coordonate rationale
Sa se arate cd pentru orice x rational se poate

calcula efectiv cel putin o valoare rationald a lui y
satisfacind ecuatia 223 + 2y® — 322 — 3y2 4+ 1 =0.

181. O constructie finitd

A
A R’ R c

Pornind dintr-un punct P de pe latura BC
a triunghiului ABC, se construiesc punctele: O
pe AB astfel ca BO = BP, R pe CA astfel ca
AR = A0, P’ pe BC astfel ca CP' = CR, O’ pe
AB astfel ca BO' = BP’, si asa mai departe.
S4 se demonstreze cd constructia e finitd, adicd
CP = CR’ si cd cele sase puncte P, O, R, P’,
Q’, R’ sint conciclice.
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182. Grupuri de numere intregi, impare

Numerele intregi impare consecutive sint gru-
pate in felul urmitor:

1; (3,5); (7, 9, 11); (13, 15, 17, 19);... Si se
giseascd suma numerelor din gruparea a nr-a.

183. Sfera celor saisprezece puncte

Poate fi raza sferei celor saisprezece puncte
jumdtate din raza sferei circumscrise a unui tetra-
edru ? (Sfera celor saisprezece puncte trece prin cen-
trul cercurilor circumscrise fetelor).

184. Cercuri concurente

Celelalte trei puncte de intersectie a trei cercuri
care trec prin acelagi punct sint coliniare. Sa
se demonstreze cd centrele cercurilor §i punctul
lor de concurentd sint conciclice.

185. Un turneu de golf

Un club de golf intentioneazd sd organizeze
un turneu de golf la care si participe 16 membri
ai clubului. Participantii joacd in grupe de cite
patru, astfel incit fiecare participant se intilneste
in aceeasi grupd cu fiecare dintre ceilalti 15 numai

o singurd data. Sa se arate cum trebuie intocmite
rundele* |

* O runda include patru grupuri de participanti, fiecare
participant figurind o singurd dati in aceste grupe (N.T.).
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186. Numere triangulare pitratice
53 se arate cd existd o infinitate de numere
triangulare care sint patrate perfecte.

187. Un sistem cu trei necunoscute

Si se rezolve sistemul:

r+y+z=06
zy +yz+zx =11
xYz =6

188. Un poliedru aplatizat

Scheletul format din virfurile si muchiile unui
poliedru poate fi turtit, modificindu-se lungimile
muchiilor pind se obtine o figurd pland. S& se
schiteze poliedrul initial, dacd figura pland obti-
nutd este cea indicata.

189. Clasamentul echipelor de baseball

Reproducem aci rezultatele obtinute de echipele
de baseball din Liga Nationald pind la data de
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14 iulie 1965, indicind punctele cistigate si pier-
dute de fiecare echipa:

c P c P
Chicago 41 46 New York 29 56
Cincinnati 49 36 Philadelphia 45 39
Houston 39 45  Pittsburgh 44 43
Los Angeles 51 38 St. Louis 41 45

Milwaukee 42 40 San Francisco 45 38

Aranjati echipele in ordinea descrescatoare a
procentajelor obtinute, fard a calcula aceste pro-
centaje.*

190. Cumparaturi dulei

O gospodind cumpdrd zahdr pentru suma de
2,16 dolari. Dacd zaharul s-ar ieftini cu 1 cent
la livrd** ea ar primi pentru aceeasi sumd cu
3 livre mai mult decit imitial. Cite livre de zahar
a cumpdarat gospodina?

191. Intersectia diagonalelor

Sa se gdseascd numdarul intersectiilor diagonale-
lor unui poligon convex cu r laturi.

* Prin procentaj se intelege procentul de puncte cistigate
din totalul punctelor cistigate (C) si pierdute (P) de o
echipd (N.T.).

** O livra = 453,59 g (N.T.).
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192. Doui triplete cu suma nuli

Sa se demonstreze cd fiind date doud triplete
numerice astfel ca suma numerelor din fiecare
triplet sd fie zero, atunci raportul sumei cuburi-
lor numerelor din aceste triplete este egal cu
raportul produselor acestor numere.

193. O conditie de descompunere in factori

Dacd a si b nu se divid cu 3 si a + b e de forma
3k, si se arate ci 2z 4- z° 4 1 se poate descom-
pune in factori.

194. Rezistente legate in paralel

Rezistenta electricd z echivalentd cu doud rezis-
tente z si y legate in paralel este datd de relatia

1)z=1]z 4+ 1]y x, Yy, 2>0

Sd se determine solutiile intregi si pozitive ale
acestel ecuatil.

195. Curbd de lungime minima

Care este curba de lungime minima care imparte
aria unui triunghi echilateral in doud parti egale?
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196. Un pitrat particular

Sd se giseascd un numdr de noud cifre de
forma
0,0503D,b5b30, 0505

care este produsul patratelor a patru numere
prime distincte, dindu-se a, 5 0, b,b,b; = 2(a,a,a5).

197. O serie de teste

Profesorul Tester* da calificativele pe baza me-
diei obfinute la o serie de teste. Dacd la ultimul
test John ar realiza procentajul 97, atunci in
virtutea acestor note media sa ar fi de 90. Pe de
altd parte, dacd obtine un procentaj mai scidzut,
72, media sa ar fi totusi 87. Din cite teste este
formatd seria de teste a profesorului Tester?

198. Puncte eonfundate intr-un patrulater
Sd se arate cd mijlocul segmentului care uneste
mijloacele diagonalelor unui patrulater coincide

cu punctul de intersectie a segmentelor care unesc
mijloacele laturilor opuse ale patrulaterelor.

199. Fraetii ireduectibile

S4 se arate cd in sirul 1/n, 2/n,..., (n—1)/n,
unde n» e un numir 1ntreg pozitiv mal mare ca

* Tester inseamni in 1b. englezi ,,cel ce pune teste“(N.T.).
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doi, numirul de termeni care sint fractiiireducti-
bile este par.

200. Serviciul de ceai

Un serviciu de ceai din argint expus in vitrina
unui magazin are urmitoarele indicatii de pret:

Zaharnita HKHC 67,2 lei
Tava AMSL 501,6
Cleste de zahdr HBLT 17,2
Vas pentru frigca HCKH 60,0
Ceainic SIAB 910,8
Lingurite HMIT 105,2

Serviciul complet =~ BLCSK 1662,0 lei

Pe a doua coloana sint trecute preturile de cost,
pe a treia preturile de vinzare cu amanuntul;
acestea din urmd sint majorate in raport cu pre-
turile de cost respective cu acelasi procent la
toate articolele. S& se descifreze codul in care
au fost scrise preturile de cost®.

* Preturile sint date cu o singurd zecimald, cici repetarea
cifrei zero ar inlesni prea mult descoperirea literei corespun-
zdtoare (N.T.). )
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201. Segmente care determini un triunghi
echilateral

Dacd unim un punct P din interiorul unui
triunghi echilateral cu virfurile triunghiului, cele
trei segmente au respectiv lungimile de 3, 4 si
5 unitidti. Care este lungimea laturii triunghiului?

202. Restul invariant

Dacd impéartim 1108, 1453, 1844 si 2281 la
un numdr dat se obtine totdeauna acelasi rest.
Care este acest numar?

203. O permutare de noud cifre nenule

Sd se giseascd o permutare a celor noud cifre
nenule care si reprezinte un numdr avind ridai-
cina pétratd de forma ababc, unde ab = c3.
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204. Impirtire in vederea unei suprapuneri

Se considerd doud triunghiuri egale care se pot
suprapune numai dacd scoatem un triunghi din
planul in care se afl§ gi-1 rotim in spatiul tridi-
mensional. S& se arate cum trebuie tdiat unul
dintre triunghiuri astfel ca partile tdiate si poata
fi suprapuse peste celdlalt triunghi prin deplasiri
facute numai intr-un singur plan.

205. In sfirgit Umbugio va primi o lectie

Profesorul E. P. B. Umbugio s-a filit la toata
lumea cid a reusit sd rezolve ecuatia de gradul
patru care se obtine daci se elimina radicalii din
ecuatia:

= (xr—1/x)V? + (1 — 1/z)'2

Dati-i o lectie Profesorului rezolvind aceasta
ecuatie §1 utilizind in acest scop numai ecuatil
de gradul doi.

206. Birbati cu caracteristici comune

709, dintre barbatii maturi care alcdtuiesc o
comunitate au ochii cdprui, 759, au parul saten,
859%, depdgesc indltimea de 1,75 m i 909, au
greutatea mai mare de 65 kg. Care este procen-
tul minim posibil al barbatilor care an toate cele
patru caracteristici ?
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207. Un domeniu de litime constanta

Se dau doud puncte 4 si B intr-un domeniu
de litime constantd egald cu 1. S& se arate cé
existd un drum ducind de la A la B si care atinge
frontiera & a domeniului avind lungimea>1.

(O curbd cu ldtime constantd este curba care
are proprietatea cd distanta dintre doud tangente
paralele, adicd dintre dreptele de suport ale aces-
tor tangente, este constantd)®*.

208. Compararea radicalilor

Care dintre urméatoarele numere este mai mare:
781 sau 912

* Mai riguros, o curbi de lifime constantd (diametru con-
stant) este o curba simpld, inchisd, netedi (cu tangentd in
fiecare punct) astfel cid maximul distantei dintre oricare
punct fixat al ei §i toate celelalte puncte ale curbei este
constant (N.T.).
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209. Tetraedrul lui Fibonacei

S& se gdseascd volumul tetraedrului al cérui
virfuri au respectiv coordonatele (F,, F,,;, Fo2),
(Fassy Fasay Fays)y (Fases Faszy Fasg) §1 (Frsey Friros
F,,11), unde F; este termenul al i-lea din sgirul
lui Fibonacei (1, 1, 2, 3, 5, 8,...).

210. Octaedrul regulat

Un octaedru regulat avind muchia e se sectio-
neazd cu un plan paralel cu una din fetele sale.
S& se determine: a) perimetrul sectiunii; b) aria
sectiunii.

211. Nu poate fi un intreg

S4 se demonstreze cisumal+1/24+1/34-... 4+
-+ 1/n nu poate fi un numér intreg pentru nici
o valoare n > 1.

212. Trei numere fintregi impare consecutive

S4 se arate cd nu existd trei numere intregi
impare consecutive astfel ca fiecare din ele s&
fie suma a doud péatrate perfecte mal mari ca
zero.
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213. 0 sumi vectoriali nuld

S4 se demonstreze cd suma vectorilor avind
originea in centrul unui poligon regulat cu n laturi
si extremitétile in virfuri este nula.

214. O elipsa care aluneca

Se dau doud semidrepte fixe, perpendiculare in
originea lor comund. O elipsd se deplaseazd astfel
incit rdmine tot timpul tangentd la ambele
semidrepte. S3 se gdseascd locul geometric al cen-
trului acestei elipse.

215. Radicali suprapusi

Sé se calculeze
3

. \3
111~4\/14+10\} Wh+8) n+3n \’
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unde expresia scrisd explicit figureazd sub al n-lea
radical*.

216. Un triunghi pitagoreic

S& se giseascd un triunghi pitagoreic ale cérui
laturi sint numere ale lui Fibonacci.

217. Un gol intr-o sferi

O sferd e stripunsd printr-o gaurd cilindricé a
cirei axd coincide cu un diametru al sferei si
avind lungimea de 10 unitéti. Care este volumul
materialului rdmas?

218. Navetistul

Dacd un om se duce pe jos la locul de munca
si se intoarce cu masina, face drumul dus-intors
intr-o ord si jumadtate. Facind ambele drumuri
cu magina, el a cédldtorit 30 de minute. Cit ar
dura dacd el ar face intregul drum, dus si intors,
pe jos?

219. Bazi de numeratie impari

S4 se arate c¢d un numdr scris intr-un sistem
de numeratie, avind ca bazd un numdir impar,

* Acest enunt este o variantid adaptatd de noi a problemei
corespunzitoare din originalul in limba englezad (N.T.).
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este impar dacd §i numai dacd numdrul cifrelor
sale impare este impar.

220. Cildtorie pe un dodecaedru

Sa& presupunem c& virfurile unui poliedru re-
prezintd locurile pe care vrem si le vizitdm, in
timp ce muchiile reprezintd toate drumurile po-
sibile. Hamilton a considerat problema vizitarii
tuturor acestor locuri fard a trece de doud ori
prin acelasi loc, facind o singurd ,céaldtorie®.

(Vezi, de exemplu W.W.R. Ball si H. S. M.
Coxeter, Mathematical Recreations and Essays,
The Maxmilton Company, New York, 1956,
p. 262).

(Aceastd problema este usor de rezolvat intr-un
dodecaedru pentagonal. Si se demonstreze cia
ea nu poate fi rezelvati intr-un dodecaedru
rombic).
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221. Dodecaedre rombice

S& se arate cd intreg spatiul poate fi umplut
cu dodecaedre rombice.

222. Relatia de recurenti a lui Fibonacei

Fiind dat sirul lui Fibonacci {F,}, unde F, =
=F,=1,F,=F, , + F,, n>3,sise arate cd
fiecare al cincilea termen este divizibil cu 5.

223. O inmultire cripticd

Dupd efectuarea unei inmultiri aritmetice obis-
nuite se inlocuieste fiecare cifra pard cu E si
fiecare cifrd impard cu O. Se obtine aran]amentul
urmdtor:

QS
&

E
E E

EOEE
EOE

OOEFE
S& se reconstituie aceastd inmultire.

224, Dreptunghiul indoit

Un dreptunghi cu dimensiunile z §i y se curbeazé
astfel ca doud virfuri opuse ale sale sd coincidé,
apoi se aplatizeazd formindu-se o indoiturd. Si
se afle lungimea indoiturii.
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225. Data nagterii

In anul 1937 un om declard ci a avut virsta
de z ani in anul 22 El mai adaugd cd ,dacd
se adund numdrul anilor mei cu numdrul lunilor
fractiunii de an suplimentare, rezultatul este egal
cu pdtratul datei din luna in care m-am n&scut®.
La ce datd s-a ndscut acest om ?*

226. O ecuatie in care intervin fraetii

Sd se rezolve ecuatia:

(x — a)/b + (x — b)/a = b[(x — a) + a/(z — b).

227. Un triunghi isoscel particular

c

Un triunghi isoscel ABC are unghiul din virf
C = 20°. Se iau punctele M si N respectiv pe

. PR 27N
AC si BC astfel ca ABM = 60° si BAN = 50°.
S& se demonstreze, fard a utiliza relatii trigono-

. N
metrice, ¢cd BMN = 30°.

* Se admite cd virsta omului nu depiseste 120 de ani
(N.T.).
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228. Frunzele copacilor

Dacd existd mai multi copaci decit numdirul
frunzelor de pe oricare dintre ei, atunci existd
cel putin doi copaci cu acelagi numér de frunze.
Aceastd afirmatie este adevératd sau falsi?

229. O ecuatie diofantici de gradul trei

Sé& se rezolve in numere intregi ecuatia 23 + 1 =
— yz.

230. Domenii pe o sferi

Se presupune cad suprafata unei sfere este im-
partitd in domenii triunghiulare, prin tnunghtular
intelegindu-se cé& fiecare domeniu este in contact
cu exact alte trei domenii*. Un virf al grafului
format de liniille de separatie a acestor domenii
se numeste par sau impar, in functie de parita-
tea numdrului de linii care intrd in el. Exista
oare o triangulare care are exact doud virfuri
impare, si in care aceste virfuri sint adiacente ?**

231. Excursia lui Henry

Henry a plecat in excursie la tard intre 8 si9
dimineata, intr-un moment in care ardtdtoarele

* Domeniile care au numai un virf comun nu se considera
a fi in contact (N.T.).

** Doud virfuri sint adiacente daci existi o linie carele
uneste si care nu trece prin nici un alt virf (N.T.).
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ceasului erau suprapuse. El a ajuns la destinatie
intre orele 2 si 3 dupd-amiazd, intr-un moment
in care ar#tdtoarele ceasului formau un unghi
de 180°. Cit timp a céalétorit?

232. O serie de puteri

S& se exprime ca o serie de puteri expresia:

L + 2)(1 + 23)(1 + 24)(1 + 2°).

233. Paralele intr-un triunghi

’

a

AN

Printr-un punct oarecare P din interiorul tri-
unghiului ABC se duc paralele la cele trei laturi
ale triunghiului. Aceste drepte determini pe fie-
care laturd trei segmente.
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Dacd segmentele din mijloc aflate pe laturile
a, b, ¢ sint notate respectiv a’, b’ si ¢’, sd searate
cd a’'la+ b'[b+ c'[c =1.

234. O problemi de descompunere

S& se descompund 316 intr-o sumi de doi ter-
meni astfel incit unul si se dividd cu 13, iar ce-
lalalt cu 11.

235. Preturi convenabile*

In egalitatea FARES = (FEE)?, scrisi in sis-
temul de numeratie cu baza sase, literele .cores-
pund in mod biunivoc unor cifre din acest sistem.
S& se giseascd aceastd corespondenta.

236. Ce virsti are Willie ?

— Profesorul tdu ti-a dat aceastd problemé? —
lI-am intrebat pe Willie. Pare destul de plicticoasa.

— Nu!—a spus Willie, eu am compus-o. Este
o ecuatie polinomiald care admite ca rddicind
yirsta mea z, pe care am implinit-o la ultima
mea aniversare.

— Atunci nu poate fi o problemd prea grea.
Este o ecuatie cu coeficientl intregi care admite
o ridicind intreagd—am remarcat eu. Sa incerc
2 = 7. Nu, astfel obtin 77.

* In englezs, ,fares“ inseamni prefuri si ,fee“ inseamni
»plati“ (N.T.).
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— P41, eu, s am -numai 7 ani?—mé& intreba
“Willie ofensat.

— Atunci sd incerc un intreg mai mare... Nu,
nici acesta nu e bun; obtin 85 §i nu 0.

— Fii serios—spuse Willie, uitindu-se peste uma-
rul meu. Stii bine cd sint mai mare.

Ce virsta are Willie?

237. O particuld acceleratd

O particuld se miscd neuniform si rectiliniu, por-
nind din repaus gi fiind in repaus la sfirgitul
migedrii; spatiul parcurs este egal cu o unitate
de lungime si migcarea a durat o unitate de timp.
S& se demonstreze cd existd cel putin un punct
in care acceleratia* este de patru unitdti. Se
presupune cd v §i a sint functii continui de ¢.

238. Timbrele

Un functionar cumpdrd pentru institutia in care
lucreazd timbre in sumi de 100 lei. El a cerut
sd i se dea un numir de timbre de 2 lei, de zece
ori mai multe timbre de 1 leu §i pentru rest
timbre de 5 lei bucata. Cite timbre de fiecare fel
a cumpdrat?

239. Jocul cu douiizeei de Intrebiri

Ca o variantd a jocului ,,Doudzeci de intrebari®,
sd presupunem cd eu méa gindesc la un numér

* Modulul acceleratiei (N.T.).
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pe care tu trebuie si-1 determini punindu-mi cel
mult doudzeci de intrebdri. La fiecare intrebare
eu pot si raspund numai prin ,da“ sau ,nu“.
Care este cel mai mare numar pe care-l pot alege,
astfel ca tu sd-l1 poti determina cu ajutorul aces-

tor intrebdri?
Si se gdseascd raportul lungimilor razelor sfere-
lor inscrise intr-un hexaedru regulat si un octa-

edru regulat care au fetele triunghiuri echilaterale
egale.

240. Sfere insecrise

241. Discuri decupate dintr-un dise

Dintr-un disc de placaj cu diametrul de 30
cm se taie doud discuri, unul cu diametrul de
20 em si celdlalt cu diametrul de 10 cm. Care
este cel miai mare disc care mai poate fi decupat
din bucata de placaj rdmasa?

242. Suma pitratelor coeficientilor binomiali

S4 se giseascd suma pdtratelor coeficientilor
dezvoltarii (a + b)".
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243. O criptogrami de Criciun

Formula traditionald de felicitare A MERRY
XMAS TO ALL* reprezintd o criptogramd in
care fiecare literd corespunde in mod unic unei
cifre i fiecare cuvint este un patrat perfect. Sa
se gisescd corespondenta, stiind cd suma cifrelor
fiecdrui cuvint este, de asemenea, un pétrat perfect.

244. Centre de greutate

Sa se determine centrul de greutate:
a) al unui arc semicircular;
b) al unei suprafete semicirculare.

245. Doud triplete egale

Se dau doud triplete de numere pozitive z,
Yy, 2 si a, b, ¢ cu proprietdtile urmatoare: nici
unul dintre numerele din primul triplet nu este
mai mic ca cel mai mic din al doilea triplet sau
mai mare decit cel maimare; x4+ y+z2=a-+b-+c¢
s1 xyz = abc. S& se arate cd intr-o anumitd ordine
cele doud triplete sint egale.

246.- 0 suma irationald

S3 se demonstreze ci:

-]

Z 6(2—3n—n?) |2

n=1

este un numdr irational.

* Complet: A merry Christmas to all, ceea ce in limba englezd
fnsecamnd ,Un Criciun fericit tuturor“ (N.T.).
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247. Un examen cu gase elevi

S& presupunem c& la un examen sase elevi
sint agezati intr-o bancd din care se poate iesi
numai la’ capetele ei. Daca ei sint scogi la tabld
intr-o ordine arbitrard, care este probabilitatea
ca mdicar un elev si fie nevoit sa-gi deranjeze
unul sau mai multi colegi pentru a putea iesi
din banci?

248. O constructie numai eu eompasul

Folosind numai compasul, si se impartd cir-
cumferinta unui cerc dat in patru arce egale.*

249. Fondul de premii

S-a stabilit ca toti functionarii unei companii
sd primeascd o gratificatie de 500 de lei, dar s-a
constatat cd in acest caz ultimului functionar
nu i-ar fi rdmas din suma planificatd decit 450
de lei. Pentru ca impértirea si fie echitabild s-a
recurs la urmditoarea solutie: fiecare functionar
va primi 450 de lei §i suma de 950 de lei care
ramine astfel nefolositd va fi pastratd pentru fondul
de premii pe anul urmétor. Ce sumé a fost destina-
t4 initial pentru plata gratificatiilor?

* Centrul cercului se presupune cunoscut (N.T.).
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250. Salariul matematicianului curtii regale

Intr-o buni zi, matematicianul curtii regale din
X... gi-a primit salariul pentru munca depusd
timp de un an, in monede de argint. El a dis-
tribuit monedele in grdmezi inegale, numérul mo-
nedelor- din gramezi formind un péatrat magic.
Regele a privit, s-a minunat, dar a deplins faptul
cd nici una din gramé&joarele de bani nu continea
un numdr prim de monede. ,Dacd as fi primit
cu noud monede mai mult — a spus matematicia-
nul — as fi putut adiuga cite o moneda la fiecare
grimadd, construind astfel un pétrat magic
cu toate elementele numere prime“. Sfetnicii au
studiat problema si au gé#sit bineinteles cd mate-
maticianul nu s-a ingelat. Pe cind regele se prega-
tea sd-1 ddruiascd matematicianului cele noud mo-
nede suplimentare, vistiernicul a strigat: ,Stati
putin!“ — apoi aluat cite o monedd din fiecare
gramadad si toti cei prezenti au observat cd §i pa-
tratul magic astfel obtinut avea toate elementele
numere prime. Vistiernicul a pastrat astfel cele noud
monede. Ce salariu primise initial matematicianul ?

251. Tmpachetarea eilindrilor




Patruzeci de cilindri avind fiecare diametrul de
o unitate §i indl{imile egale sint strins impache-
tati intr-o cutie*, astfel cd pot fi transportati
farda sd se miste in timpul transportulul. Citi
cilindri trebuie scosi din cutie pentru a putea
reimpacheta in ea patruzeci si unu de cilindri
de acelasi fel? In noua impachetare, cilindrii se
pot misca in timpul transportului?

252. Catetele unui triunghi pitagoreic

S& se arate cd intr-un triunghi pitagoreic cel
putin lungimea unei catete este un multiplu de 3.

253. Puteri ale lui 2

Sd se calculeze suma 2 -+ 22 4 23 | ... 2%,

254. Aranjarea unor pitrate colorate

Cite modele diferit colorate** se pot obtine dis-
punind intr-un pétrat noud patrate mai mici ega-
le, 3 rosii, 3 albe si 3 albastre, astfel ca pe fiecare
linie si coloand a modelului sd figureze fiecare
dintre cele trei culori?

* Capacul cutiei e paralel cu bazele cilindrilor (N.T.).

** Prin modele diferite se inielege cd modelele nu se pot
suprapune prin rotatii §i translatii in plan (N.T.).
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255. Paralelogramul fmpértit in doui

Pe laturile BC si AD ale unui paralelogram
"ABCD se iau respectiv punctele E si F. Fie G
intersectia lui AE cu BF si H intersectia lui ED
si CF. Si se demonstreze cd dreapta care trece
prin punctele G si H imparte paralelogramul in
doud figuri egale.

256. Un pétrat simetric

Un péatrat perfect se exprimd in sistemul de
numeratie cu baza sase cu ajutorul celor cinci

cifre nenule scrise cite o singurd datd. Daci trans-
]
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ferdim cifra unitétilor la inceputul numérului,
obtinem pétratul numdrului care are cifrele in-
versate fatd de cele ale rddécinii patrate a numa-
rului initial. S& se afle numarul considerat.

257. 0 sumi problematici

Dacd a si b sint numere intregi, poate fi suma
a/b+b/a un numdr intreg diferit de 4-2°?

2568. Un pitrat nesectionat

Pot fi aranjate optsprezece piese de domino
cu dimensiunile de 2 cm s§i 1 cm, astfel incit
sd formeze ,un pitrat nesectionat“? Prin pétrat
nesectionat intelegem o aranjare astfel ca muchiile
pieselor de domino care nu coincid cu laturile
patratului sd nu formeze nici un segment de dreap-
td care uneste doud laturi opuse.

259. Numere prime fintre ele

In ce sisteme de numeratie numerele 35 si 58
sint relativ prime?
260. Cinci numere intregi consecutive

Existd oare cinci numere intregi pozitive con-
secutive astfel ca suma puterilor a patra ale
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primelor patru numere si fie egald cu puterea
a patra a celui de al cincilea numér?

261. Drum poligonal intr-o retea

®

Fiind datd o retea patraticd de NV X N puncte,
sd se arate cd se poate construi un drum poli-
gonal trecind prin toate cele /N2 puncte ale rete-
lei si care se compune din 2N—2 segmente (folo-
sind metoda din figurd se obtin 2V—1 segmente).
262. Rezolvare in numere intregi

Sa se giseascd toate solutiile intregi ale ecuatiei:

y+y=r+22+s*+

263. Un numéir compus

Sd se arate cd dacd p, + p, = 2¢ unde p, si
P, sint doud numere prlme consecutive impare,
atunci ¢ este un numar compus.

95



264. Un sistem de patru ecuatii liniare

Sa se rezolve urméitorul sistem:

z+ 7y + 3v + bu =16 (1)
8x + 4y + 6v 4 2u = —16 (2)
2z + 6y 4+ 4v + 8u = 16 (3)
5t +3y+7v+ u= —16 (4)

265. O relatie intr-un patrulater

Un patrulater de arie Q este impdrtit de diago-
nalele sale in patru triunghiuri avind ariile 4, B,
C si D. Si se arate ci:

A-B-C-D=
= (4 + BB + C)*(C* + D) (D + A)*/Q*

266. O problema de divizibilitate

Pentru ce valori intregi si pozitive ale lui n,
2n +1 divide nt -+ n2?

267. O ecuatie dubioasd

Afirmatia, ,, 342 = 97 poate sid devind adevi-
ratd dacd mai addugim citeva simboluri algebrice,
de exemplu (— 3 + 4)2 =9 — 7. Putem oare si
facem ca aceastd afirmatie sa fie adevaratd fard
a mai adduga alte simboluri?
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268. Tmpirtirea unui dodecagon

a) S& se impartd un dodecagon regulat in pé-
trate "si triunghiuri echilaterale;

b) Fie P,, P,,...,P,, virfurile consecutive ale
unui dodecagon regulat. Sa se studieze modul
in care se intersecteazé diagonalele P, Py, P, Py, si
P, Py,.

269. Fara riadiecini reale

Sa se arate cd ecuatia

1+ x + 222! 4+ 2331+ ... 4 227/(2n) ! = O

nu admite nici o rddacind reala.

270. Un cub imposibil

S& se arate cd nu existd nici un sistem de
numeratie in care numdirul de trei cifre aaa si
fie egal cu a3.



Solutii

In paginile urmdtoare veti gdsi, pentru ficcare
problemd enuntatd in prima parte a cdriii, cea
mai elegantd solutie culeasd de mine, insotitd de
indicatii asupra autorului el §i a sursei din care
a fost luatd. Ne adresim cititorilor cu rugdmin-
tea de a ne trimite orice solufie propusd de e,
mat elegantd decit cea din text.

Numerele de ordine ale solufiilor sint aceleagi
‘u ale enunturilor respective.



1. Functionarul neglijent

Dacé noud scrisori sint introduse corect in
plicuri, a zecea scrisoare va fi de asemenea intro-
dusd corect, deci probabilitatea este zero.

— M.M., 33 (marlie 1950), 210.

2. Teorema lui Pitagora

In triunghiul dreptunghic ABC, fie CH inalti-
mea corespunzitoare ipotenuzei. Triunghiurile
ACB, AHC si CHB sint asemenea, prin urmare

z:a=a:c $1 (c—2x):b=b:¢
deci
a? = cx

=
Sy
[\
I
S
N
|
o
8
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Adunind vom obtine a2 + b2 = 2

Tn legiturd’ cu aceasld metodd de demonstrare
a teoremei lui Pitagora, ca si pentru alte 365
de solutii, recomand spre consultare lucrarea:
‘Elisha S. Loomis, The Pythagorean Proposition,
Edward Brothers, Ann Arbor, Michigan (1940).

3. Patru ecuatii cu patru necunoscute

Prin incercéri succesive se deduce ca (1, 2, 3,
4) este o solutie a sistemului. Deoarece ecuatiile
sint simetrice in z, 7, z, w, celelalte 23 de permu-
tdri ale numerelor 1, 2, 3, 4 vor fi de asemenea
solutii.

Dar acestea vor fi toate solutiile, deoarece pro-
dusul gradelor. ecuatiilor este 24!

— M.M., 23 (martie 1950), 211.
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4., Un test notat cu zero

Numdérul de rdspunsuri pentru fiecare categorie
este, evident, invers proportional cu puncta-
jul categoriei respective. S-au dat, prin urmare

[5/(5+8)]26 = 10 radspunsuri corecte.

— M.M., 31 (martie 1958), 237.

5. Teorema lui Ptolemeu

Cc

In patrulaterul inscriptibil ABCD s& ducem
AE astfel incit unghiul BAE = unghiul CAD.
Triunghiurile BEA §i CDA sint asemenea gi, la
fel, sint asemenea §i triunghiurile AED si ABC.

Deducem AC : AB = CD:BE si AC:AD =
= BC:ED sau transformind rapoartele, AC - BE =
=AB -CD si AC -ED = AD - BC. Adunind si
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tinind seama de faptul cd BE + ED = BD, ob-
tinem
AC -BD = AB -CD + AD - BC,
deci teorema lui Ptolemeu este demonstrata.
— Roy Mackay, S.S.M., 35 (martie 1935), 314.
(Daca patrulaterul inscriptibil este un drept-

unghi, va rezulta nemijlocit teorema lui Pita-
gora).

6. O descompunere in factori usor de efectuat

Avem:
2 4y = (x4 y)(2® — 2y + 2%% 4 ... ¥¥)
= (@® + ¥*) (2* — 2°%* + ¥°)
= (z + y) (2* — 2y + ¥*) (2° — 2P+ )
deci:
2 — o'y 2%y — Y =

= (2® — zy + ¥?) (2° — 2%° + ¥°).
— Anice Seybold, M.M., 34 (noiembrie 1961),
434,

7. Un caleul mintal
(10a 4 5)? = 10042 + 100a + 25 =
=a(a+1) - 100 4 25,
deci

852 =8 -9 -100 4+ 25 = 7225.
— M.M., 24 (mai 1951), 273.
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8. O ecuatie de gradul patru

Ecuatia 28 — 513 — 422 — 72 + 4 = 0 poate fi
pusd sub forma (22 — 2)? = 523 4 7z. Pentru z
negativ, membrul sting al ecuatiei este pozitiv
si membrul drept este negativ. Rezultd deci cd
ecuatia datd nu admite solutii negative.

— R. E. Horton, M.M., 21 (noiembric 1950),
111,

9. Un milion de fiecare parte

Sd considerdm toate dreptele determinate de
perechi de puncte din multime. S& alegem apoi
un nou punct aflat in afara cercului §i care nu
apartine nici uneia din aceste drepte. Sd consi-
derdm o dreaptd care trece prin acest punct,
situatd la stinga multimii de puncte date. Cind
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aceastd dreaptd se roteste in jurul noului punct
inspre multime (in cazul figurii noastre, spre dreap-
ta) ea nu intilnegte in nici o pozitie mai mult
decit un punct. Rotim aceastd dreaptd pind cind
a trecut peste exact un milion de puncte. Po-
zitia finald va fi cea cidutata.

— Herbert Wills, M.M., 37 (mai 1964), 206.

10. O infinitate de numere prime

S&d presupunem, prin absurd, cd existd cel mai
mare numdr prim §i si-1 notdm cu p. S& conside-
ram cantitatea mai mare cu o unitate decit pro-
dusul tuturor numerelor prime mai mici sau egale
cu p, deci:

0=2-3-5-7 .. -p+1.

Q nu este divizibil cu nici unul din numerele
prime din produs, deci Q este sau prim, sau produs
de numere prime mai mari decit p. In orice caz,
existd un numéir prim mai mare decit p, deci
nu existd cel mai mare numér prim.

— Euclid, Elementlele, cartea IX, Propozitia 20.
(Desi binecunoscutd, aceasti frumoasid demon-
stratie clasicd meritd si fie inclusd in orice
culegere de solutii cu veleitdti de eleganti).
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11. Numere complexe

Deoarece i =} —1, i®# =1. Putem deci scrie

27—{—8i=27+8.'«9=9_6i3+4i6=5+6i.
3428 3423

— J. M. Howell, M.M., 26 (mai 1953), 287.

12. Arii suprapuse

D

In general, dac# doud arii a i b au in comun
aria z, atunci portiunile nesuprapuse sint a — z
s1 b — z. Diferenta ariilor portiunilor nesuprapuse
este a — b. In cazul nostru, diferenta este egald
cum - 202 — 7 -152 = 17511:

— M.M., 26 (mai 1953), 287.
13. Turneul de tenis

In fiecare meci existid un invins. Fiecare ju-
cator (in afard de cigtigdtorul turneului) trebuie
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sd fie invins o singurd datd. Vor fi n — 1 invingi;
prin urmare vor fi » — 1 meciuri.

— Fred Marer, M.M., 23 (mai 1950), 278.

14. 0 sumi de factoriale
Avem:
111 + 221 + 3B) + . + (R —D(r— DY +
+ n(nl) =
=211 +3@2!) + 4B + ... + n[n — 1)1+
+r+ 1)) —11—21— 31— ... —

—(n—=1D)—n!l=(n+ 1) — 1.

15. Intersectia a doi cilindri

S4 considerdm o sectiune arbitrard a volumu-
lui comun celor doi cilindri, paraleld cu sectiunea
centrald determinatd de axele de simetrie. Ea
va fi un pétrat, al cdrui cerc inscris va fi secti-
unea corespunzdtoare a sferei inscrise in volumul
comun al celor doi cilindri. De aici rezultd ci
raportul dintre volumul comun §i volumul sferei
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inscrise este egal cu raportul dintre aria pétratu-
lui gi aria cercului inscris in patrat, deci:

V = (4nr3/3) (4/m) = 16133

i

— Leo Moser, M.M., 25 (mai 1952), 290.

(Se observa ca spafiul comun celor doi cilindri
poate fi subdivizat in piramide infinitezimale
ale ciror virfuri se afld la intersectia axelor si
cu bazele de-a lungul generatoarelor cilindrilor.
Aceste piramide au indl{imea egala cu unitatea,
de unde vom deduce ca aria figurii noastre este
egala cu 16).

— J. H. Butchart, M.M., 26 (septembrie 1952),
54,

16. Reprezentirile numerelor intregi

S& scriem numdrul n ca un sir de n cifre 1,
lasind un spatiu intre fiecare doud cifre conse-
cutive. Existd, evident, o corespondentd biunivocad
intre modurile de reprezentare a lui n ca o sumi
gi modurile de a opera asupra celor n — 1 spatii,
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lastndu-le goale sau addugind semnul plus. Avem
deci doud moduri de a opera asupra fiecdruia
din cele n — 1 spatii; prin urmare numérul total
de reprezentdri posibile este 2771

— William Moser, P.M.E.J., 1 (noiembrie 1951),
186.

17. O ecuatie cuadratici cu ridicini rationale

Pentru orice functie polinomiald f(x), f(1) repre-
zintd suma coeficientilor polinomului. Dacd aceast&
sumd este egald cu zero, (x — 1) este un divizor
al lui f(z). Deoarece1 —2 +3 +4—6=0,z =
= 1 este riddcind a ecuatiei date, indiferent de
modul in care inlocuim parantezele.

18. Rezistenta electrici a unui cub

—_

Ta

ol
b

o
b=}

—_—

84 ne inchipuim cd muchiile cubului sint arti-
culate la virfuri. Ridicind . cubul de un virf, mu-
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chiile vor atirna in modul urmétor: trei muchii
legate in paralel pornesc din virful cubului; aces-
tea sint legate in serie cu alte sase muchii legate
in paralel; si acestea, la rindul lor, sint legate
in serie cu trei muchii legate in paralel, care
se unesc in virful opus. Rezistenta totald va fi
deci:

1 5 )
— = — ohmi.
+ 3 6

!
6

W | -

19. Cind impdrtitorul este ... 0 gluma

Evident, 2
Jokg = AHHAAR _ o,  AH10001)
HA HA
AH-73-137
— 100 4 — 220

HA

S4 observdm c# nu existd nici o combinatie
de doud cifre distincte AH astfel incit HA si
fie un divizor al lui AH; HA vafi deci divizor
al lui 10001. Rezultd cd& HA = 73 si impdrtirea
noastrd va fi:

377337/73 = 5169.

20. Vinzitorul de ciorapi

Din enuntul problemei rezultd cd y este un
intreg mai mic decit 2, deci y = 1. Calculind in
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lei cu cit revine mai ieftin o singurd pereche de
ciorapi, obtinem ecuatia

100
— 200 =8—(1 sau 22 + 252z — 150 =0
z xz+10 12
a cdrel unicd riadicind pozitivdi z = 5 reprezintd
numdirul perechilor de ciorapi cumpirate initial.

21. Raportul unor arii poligonale

Laturile triunghiului si ale hexagonului se afla
in raportul 2:1. S& observdm ca triunghiul poate
fi descompus in patru triunghiuri echilaterale, iar
hexagonul in sase triunghiuri echilaterale, toate
egale intre ele. Rezultd c& raportul ariilor este
2:3.

—M.M., 34 (mai 1961), 308.

22. Paharele rasturnate

Dacd n este par si efectudm n operatii, 1asind
nemigcat cite un alt pahar pentru fiecare operatie,
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atunci, dapd ultima operatie, fiecare pahar a fost
intors de n — 1 ori, deci toate paharele au fost
rasturnate.

Dacd nr este impar, sd reprezentdm un pahar
cu buza in sus prin +1 si un pahar rasturnat
prin —1. In pozitia initiald produsul reprezenti-
rilor este 41 si in cea finala —1. Orice operatie
inverseazd n—1 pahare, deci un numir par. Rezul-
td cd orice operatie lasa produsul reprezentiri-
lor neschimbat.

— E. P. Starke.

23. Sfirsitul lumii

Singurul principiu necesar demonstratiei este
urmatorul:

x — y divide pe z" — y" pentru n =0, 1, 2,...

S& notdm expresia studiatd de profesor cu F(n)
s sd observdm cd

2141 — 1863 = 1770 — 1492 = 278.

Rezultd cd F(n) este intotdeauna divizibil prin
278 si, printr-un rationament similar, F(n) este
divizibil prin:

371 = 2141 — 1770 = 1863 — 1492.

Numerele 278 si 371 sint prime intre ele, deci
F(n) este intotdeauna divizibil prin 278 - 371 =
=53 - 1946 si deci chiar prin 1946.

— E. P. Starke, A.M.M., 54 (ianuarie 1947), 43,
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24. Sase intregi distineti

Dacd b este perioada inversului lui @, atunci
produsul ab are toate cifrele egale cu 9. Obtinem:
99 =9 11,999 =3 -9 -37, 9999 = 9- 11 - 101,
99999 =9 - 41 - 271 s 999999 =3 -7 -9 -11 -
-13-37. Ultima multime este cea cautatd. De
fapt,

1/3 = 0,333333... 1/11 = 0,090909...
1/7 = 0,142857... 1/13 = 0,076923...
1/9 = 0,11111... 1/37 = 0,027027...

— M.M., 35 (noiembrie 1962) 311,

25. Lungimea unei elice

Sd desfigurdm sirma rostogolind cilindrul pe
un plan.

Generatoarea (9 cm), circumferinta repetata
(10 -4 cm) si sirma (L) vor forma un triunghi
dreptunghic, deci

L = /81 41600 = 41 cm de sirma.
— M.M., 23 (mai 1950), 278.
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26. O problemi de minim

Fractia poate fi scrisd in modul urmétor:

(p+1+1p)@+1+1gr+1+1/r)(s+
14 1/s)
Se stie cd suma unui numdr pozitiv cu inversul

sdu este>2. Rezultd ca fiecare factor al produsu-
lui este >3 si deci produsul este>81.

— R. L. Moenter, S.S.M., 54 (noiembrie 1954),
667.

Este evidentd urmétoarea generalizare a acestei
probleme:
pentru a; >0, i =1, 2, 3, ...
@+a+1)@+a+1)..@+a+1)__,
>3

a,a, ... a

27. O proprietate a pitratelor perfecte

Examinarea unui tabel de pa- N N
trate ale numerelor naturale scrise ..
in sistemul zecimal ne aratd ca: 10 100

1. Un pétrat se poate termina 11 121
doar in 0, 1, 4, 5, 6 sau 9. 12 144

2. Cifra zecilor este pard cind 13 169
cifra unitdtilor diferd de 6 14 196
si impard cind ciffa unitati- 15 225
lor este egald cu sase. Astfel, 16 256
cifrele unui pdtrat perfect nu 17 289
pot fi toate aceleasi decit in 18 324
cazul in care sint toate egale
cu 4. 19 361
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(Un pétrat cu toate cifrele zero este lipsit de
sens). Dar...444 = 4(...111), deci numdrul nu poate
fi patrat perfect.

28. 0 problema de conducere

S& figurdm intreprinderea sub forma unui cub
si sd situdm cite un membru al consiliului de
conducere in fiecare virf al cubului, in centrul cu-
bului si in centrele fetelor laterale. Diagonalele
cubului si ale fetelor laterale reprezintd saispre-
zece comisii, patru pentru fiecare membru al con-
siliului de conducere, cu exceptia celor situati in
centrele fetelor laterale. Einu au decit doud comisii.
Aceste centre formeazd insd un octaedru si, ale-
gind prin alternare patru din fetele octaedrului,
obtinem celelalte comisii.

— L. Evernden si R. Spira, A.)M.M., 69 (noiem-
brie 1962), 921,
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29. ,,Mozaicul«

Numadrul pieselor este la inceput n si la sfirgit
1. Fiecare mutare reduce numirul pieselor cu 1,
deci numérul total de mutéri necesare este n—1
si, evident, este independent de procedurd atit
timp cit nu separdm piese odatd imbinate.

— Leo Moser, M.M., 26 (ianuaric 1953), 169.

30. Restul unei impér{iri

Avem: f(z) = 2t + 2® 4 22 + z + 1, deci (z—1)-
- f(x) = 2 — 1. Putem scrie: f(2%) = (2% — 1) 4+
+ @ —1) + (2 —1)+ (2 —1) + 4+ 1.
Fiecare polinom dintre paranteze este multiplu
al lui 2 — 1 si prin urmare al lui f(x). In conse-
cintd f(2%) = [un multiplu al lui f(z)] + 5.

— Norman Anning, S.S.M., 54 (octombrie 1954), 576.

31. Scheletul unei impértiri

Dacd notdm impartitorul cu d, avem 8d <1000
i deci d <125. Deoarece 7d <900, din prima im-
partire rezultd cd prima cifrd a citului este 8.

Continuind rationamentul in acelasi mod, dedu-
cem valoarea citului egald cu 80 809. Deimpartitul
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are opt cifre si deci 808094 >10 000 000 si d>123;
prin urmare d = 124 si impdirtirea este:

10020316 | 124
992 180809
1003
992
1116
1116

— W. B. Carver, A.M.M., 61 (decembrie 1954), 712,

32. Triunghiuri in cere

S& observdm cid oricare gase puncte situate pe
circumferinta cercului pot fi aranjate in perechi
intr-un singur mod astfel incit segmentele care
unesc perechile de puncte si formeze un triunghi
admisibil. Reciproc, prelungirile laturilor ori-
cdrui triunghi admisibil intersecteaza circumferin-
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ta cercului in gase puncte. Rezultd deci cd numarul
triunghiurilor admisibile care se pot forma unind
n puncte date este de

C¢, deci n!/6!(n — 6)!

— L.eo Moser, M.M., 26 (martie 1953), 226.
Desenul ne aratd cazul n = 7.

33. Inmulfire usor de efectuat

125 = 1000/8, deci (5746 320 819)(125) =
— 5 746 320 819 000/8 = 718 290 102 375.
— M.M., 25 (mai 1952), 289.

34. Un sir alternant

Sd scidem % (7 — 4) = 1,5 din fiecare termen

al sirului dat. Obtinem sirul:
—55; +55; —55; +55; ..
deci termenul de rang r al sirului dat este
1,5 + 5,5(—1)".

35. O expresie cu radicali

’
Sa notdm:

3[’2+V5=a, 3l,ll2—l/5=b si a+b=ux.
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Atunci:
23 = a3 + 3a% + 3ab® + b3 = a3 + b3 +
+3ab(a +b) =4+ 37 —1 2z =4 — 3z, deci

224 3x — 4 =0 si singura rddicind reald a
acestel ecuatii este x = 1.

— Claire Adler, A.M.M., 59 (mai 1952), 328,

36. Comoara ingropati

.Cg

Triunghiurile AB,C, si A,BC, sint egale i
prin urmare unghiurile C,A B, §i C,A,B sint egale.

PN PN PN
In plus, AP,A, = AC,A, = 90° si deci AP,B =
= 90°. Astfel, P, (si prin urmare $i P, si P,) sint
situate pe un cerc cu diametrul AB; comoara
este deci ascunsi la mijlocul segmentului AB.
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37. Plata gratificatiilor

Fie m numarul total al barbatilor si fie x pro-
centul celor care au refuzat gratificatia. Suma
totald platita atit femeilor cit si barbatilor este

T = 8,15(350 — m) + 10(1 — z)m = 2852,50 +
+ m(1,85 — 10x).

Ea va fi independentd de m doar pentru z = 0,185,
deci

T = 2852,50.

Atit m cit si 0,185 m sint intregi §i, in plus,
m <350, deci m = 200. Rezultd ci cele 150 de
femei au primit o sumd de 1 222,50 dolari.

38. Simplificarea unui produs

Sa inmul{im produsul nostru cu (1/2)(320 —1) =
= 1. S¥ observim c& (32 — 1)(3* 4+ 1) = (3% —

—1, apoi 3* —1)(3¥ +1)=(3" —1) si asa
mai departe; prin urmare produsul este egal cu
(1/2) (32 — 1).

n general, folosind in locul lui 3 o bazd arbi-
trard z>1, produsul va fi egal cu

[1/(x—1)] (22" — 1)

— M.'l., 38 (martie 1965), 124,
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39. Sforile sint incurcate ?

~ Obtinem rezultatul cdutat construind simetricul
primei figuri fatd de linia punctati.

— N. Grossman, P.M.E.J., 2 (noiembrie 1951),
26.

40. Diferenta egald cu citul
In general, dacd r — y = z/y = a, atunci z =
= ay si deci
x=a*(a—1) si y=al(a—1).
In cazul nostru a =5, z = 25/4, y = 5/4.

41. Elevul somnoros

Réid&cinile sint pozitive; folosind relatiile din-
tre rdaddcini si coeficienti si observim c&d atit
media lor aritmeticd cit §i media lor geometrica
sint egale cu 1. Rezultd cd toate rddacinile sint
egale cu 1.

— D. S. Greenstein, A.M.M., 63 (septembrie
1956), 493.
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42. Muchiile unui poliedru

Fie n>3. Cel mai simplu poliedru cu 2r mu-
chii este o piramidd care are ca bazid un poligon
cu n laturi. Dacd indoim acest poligon de-a lungul
unei diagonale §i unim virfurile poligonului cu
un punct exterior celor doud plane in care sint
situate pdartile indoite, obtinem un poliedru cu
2n--1 muchii.

2n, n>3 2n + 1, n>3 6

In fiecare virf al poliedrului se intilnesc cel
putin trei muchii §i fiecare muchie uneste doud
virfuri ale poliedrului, Rezultd cd un poliedru
cu m virfuri are cel putin 3m/2 muchii. Orice
poliedru cu patru virfuri are sase muchii §i orice
alt poliedru are cinci sau mai multe virfuri, deci
cel putin 5 -3/2 = 7'/, muchii. Rezultd deci c&
nici un poliedru nu poate avea exact sapte muchii.

— E. P. Starke, A.M.M., 58 (martie 1951), 190.
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43. O congruent{i simpli

63! — 61! = (63-62 — 1) (61!) = 5-11-71(61!),
deci
63! = 61! (modulo 71).
— M.M., 34 (scptembrie 1961), 358.

44. Triunghiul este echilateral

Ecuatia a% 4 b2 + ¢ = ab + bc + ca este e-
chivalentd cu ecuatia (@ —b0)? + (b —c¢)? +
+ (¢ — a)® = 0. Fiecare termen al sumei trebuie
sd fie nul, deci a = b=~C.

— M. S. Klamkin, M.M., 27 (mai 1954), 287.

45. Mai simpli decit pare

1.2-4 +2-4-843-6-12 4 ..\'/7
(1-3-9+2-6-18+3-9-27+...) -

1.2.4(13 + 28 + 33 + ...)
=(1-3-9(13 B3P L)

1
) s _ (8/27)1s = 2/3.

— Max Beberman, S.S.M., 49 (octombric 1949),
558.

46. Acoperirea unei table de gah

Réspunsul este afirmativ. S& stabilim pe tabla
de gsah un drum inchis cu latimea egald cu latura
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unui pitrat, care si acopere toatd tabla si care
sd nu se intersecteze niciodatd cu sine insusi.
Cele patru figuri de mai jos reprezintd patru
moduri de a construi un astfel de drum*.

S&a observdm cd de-a lungul drumului culorile
patratelor alterneazd. Eliminarea a doud pa-
trate de culori diferite va tdia drumul in alte
doud drumuri, care nu vor mai fi inchise (sau
in unul singur, dacad cele doud patrate sint adia-
cente de-a lungul drumului). Fiecare segment con-
tine un numar par de pdatrate si deci poate fi
acoperit cu dreptunghiuri; rezultd cd in acest
mod poate fi acoperitd intreaga suprafatd data.

47. 0 egalitate numerici

Problema este o particularizare a identitatii
algebrice:

a(a + b) (a + 2b) (a + 3b) = (a® + 3ab + b2)2 — B,

* Figura din stinga reproduce desenul lui Ralph E. Gomory
dat in rubrica Mathemalical Games (Jocuri matematice) a
lui Martin Gardner din ,Scientific American*, noiembrie 1962,
pPp. 151—152,
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in care ludam a=r3+r?2 4+ r (r este baza sis-
temului de numeratie) si b = 1.
Avem:

a? 4+ 3ab + b2 =r542r5 +3rt + 5r3 + 4r2 4+ 3r 4+ 1.

Cel mai mare coeficient este 5 si deci identi-
tatea este adeviratd pentru orice sistem de nu-
meratie eu baza mai mare decit cinci.

— E. P. Starke, A.M.M., 51 (decembrie 1944),
590.

48. Editoriala

Media aritmeticd a anilor de publicare este
13 524/7=1932 si ea reprezintd anul de aparitie a
celei de-a patra cacfi. Prima carte a apdrut cu
3 -7 ani inainte, deci in anul 1932 — 3 -7 =
= 1911.

— M.M., 34 (septembrie 1961), 377.

49. Trei medii

Fie BC un segment de dreaptd, iar E un punct
aparfinind segmentului, astfel incit BE = a i
EC = b si si considerdm un semicerc cu diametrul
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BC §i de centru O. Perpendiculara ridicatd in
E pe BC intersecteazd semicercul in D. Fie F
piciorul perpendicularei coborite din E pe OD.
OD este razi, deci OD = (a+b)/2=A si ED =
= (ab)'2 =G. Din triunghiurile asemenea OED si
EFD obtinem proportiile DF/ED = ED|OD, deci
DF = (ED)?/OD = 2 abla+b = H. In consecinti,
G*= HA si, mai mult, AZ>G>H.

- Adrien L. Hess, S.S.M., 61 (ianuarie 1961), 45,

50. Concursul de frumusete

In ordinea D — A — E — C — B, cele dou#
pozitii corecte trebuie si fie. aldturate, deoarece,
in caz contrar, una din pozitiile corecte este pre-
cedatd sau urmatd in mod inevitabil de incd o
pozitie, care va fi, la rindul ei, corectd. Rezulta
deci cd una din perechile D — A, A — E, E—C
sau C — B sint plasate corect. Perechile A — E
si E — C vor fi eliminate, deoarece pozitiile lor
nu permit existenta unei alte alterndri corecte.
Dacd perechea D — A este bine plasatd, atunci
ordinea corectd va fi sau D —4A —B—E —C
sauD — A —C — B — E, insd ambele ordoniri
sint eliminate de comentariul la primul pronostic.
Perechea bine plasatd va fi deci C — B. Elimi-
nind ordinea A — E — D — C — B, care nu satis-
face primul comentariu, rdmine numai £ — D —
— A — C — B, care este ordinea corecti.

— J. F. Leetch, A.M.M., 68 (august 1961), 669.
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51. O ecuatie in care intervin sume

Conform unei cunoscute reguli referitoare la
proportii, dacd a/b = c/d, atunci (a+b)/b = (c¢-+d)/d.
Aplicind aceastd reguld la ecuatia datd se obtine:

B+24+3+...+(2n)P 441
BB+ B4+ B+ ...+ 0 242

Restringind sumele de cuburi, obtinem:

(2n)%(2n + 1) /4 _ 461 _ 20*
8n?) (n +1)2/4 242 2-112

(2n + 1)2 _ 212
(n+1)2 112

Deci n = 10 (rdddcina negativd nu e accepta-
bilg).

52. O constructie cu piese de domino

Daca o constructie de £k —1 paralelipipede drept-
unghice, fiecare avind lungimea de 2x este supra-
pusd peste un alt paralelipiped, astfel incit centrul
de greutate al constructiel se aflda deasupra mu-
chiei paralelipipedului de la baz&, atunci centrul
de greutate al intregii configuratii se afld la dis-

x < . . Z
tanta méasuratd pe orizontald = de muchea res-

pectivd a bazei.
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77 11117 77

Prin urmare, cele n dominouri cu lungimea
bazei x = 1, initial perfect suprapuse, pot fi de-
plasate intre doud plane verticale fixe aflate la
distanta de o unitate, astfel ca suma deplasari-
lor relative ale unei piese fatd de cea imediat
inferioard sd fie egald cu 1 4+ 1/2 4+ 1/3 +... +
+1/(n —1). Figura astfel obtinutd este in echi-
libru. Seria armonicd a cdrei sumd partiald am
obtinut-o este divergentd, si deci deplasarea pe
orizontald a piesei superioare poate fi facutd sa
fie oricit de mare, depinzind de numdrul de piese
aflat la dispozitie. Dacd dorim ca piesa din virf
sd fie complet in exteriorul bazei, n trebuie si
fie cel putin 5, in care caz aceastd piesa a fost
deplasatd cu 1 4 1/2 4+ 1/3 4+ 1/4 4+ 1/5, adica
aproximativ 2,083 unitati.

Dacéa piesele se deplaseazi astfel incit diagona-
lele lor rdmin in acelagi plan vertical si centrele
de greutate ale diferitelor subconstructii se afla
deasupra coltului piesei imediat inferioare, atunci
deplasarea totald va fi de [12 4 (1/2)2])'z = |/5/2
ori mai mare decit in primul caz studiat.

— P.M.E.J., 1 (aprilie 1954), 411.

53. Dind cu zarul

Totalul obtinut dupd penultima aruncare a za-
rului poate fi 12, 11, 10, 9 sau 8. Dacd totalul
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este 12, suma finald poate fi, cu egald probabili-
tate, 13, 14, 15, 16 sau 17. La fel, daci totalul
este 11, suma finald poate fi, cu sanse egale, 13,
14, 15 sau 16. Continuind rationamentul si pen-
tru celelalte cazuri, este clar cd rezultatul final
cel mai probabil este 13.

— N. J. Fine, A.M.M., 55 (februarie 1948),
98.

Dacd vom inlocui 12 cu N > 3, totalul cel mai
probabil va fi N + 1.

54. Un sistem de ecuatii liniare

Dacd nz=3, ecuatiile sistemului nu sint inde-
pendente si deci solutia nu va fi unicd; rezultd
deci cd n<3. Cum notiunea de sistem implica
rn>1, inseamnd cd n = 2. Dacé ecuatiile au for-
ma

axr + (a + d)y = a + 2d
(a + 3d)x + (a + 4d)y = a + 5d,

atunci z +y =1 si deci = —1, y=2.

— David Rothman, A.M.M., 70 (ianuarie 1963),
93.

Mai mult, orice sistem de doui ecuatii, ambele
de forma

(a + 3kd)x + [a + Bk + 1)d]y =

=a+4 (3k + 2)d

au aceeasi solufie unica.
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55. Teorema bisectoarei

Raportul ariilor celor doud pérti in care bisec-
toarea unghiului C = 2¢ imparte triunghiul - este

ABCD|ADCA = % at sin w% btsin ¢ = afb. Tri-

unghiurile avind indltimea comund, rezultd ca
arille lor sint proportionale cu lungimile baze-
lor respective si deci ABCD/ACDA = m[n = afb.

— Robert P. Goldberg, M.M., 34 (noicmbrie
1961), 435.

56. Probabilitatea divizibilitatii

Sd observim cd numadrul format de ultimele
doua cifre este 76 si deci divizibil prin 4. S& mai
observim c# diferenta dintre suma cifrelor de
rang par (73) si suma cifrelor de rang impar
(17+45) este divizibild prin 11, indiferent de
ordinea in care am inlocuit spatiile goale. Suma
tuturor cifrelor (90-+45) este divizibild prin 9.
Folosind criteriile de divizibilitate prin 4, 11 si

129



9, rezultd cd numdirul nostru este divizibil prin
4-11-9 = 396. Prin urmare, probabilitatea este 1.

— Prasert Na Nagara, A.M.M., (decembrie
1961), 435.

57. 0 ecuatie fird solutii intregi

Orice numir intreg z este de forma 3n sau
3n+1. Daca substituim aceste forme in ecuatia
2?2 — 3y? = 17, rezultatul se poate scrie respectiv
3(3n% — y?) =17 si 3(3n? £ 2n — y?) = 16.

Deoarece 3 nu divide nici pe 17 si nici pe 16,
aceste ecuatii nu pot sd admitd solutii intregi.

— L. P. Starke, A.M.M., 52 (decembric 1915),
580.

58. Fiul profesorului de matematica

Deoarece f(0) = P,
flz) =z - q(z) + Psif(A) = A - q(A) + P =A.

Prin urmare A divide pe P, dar P>A este
prim, deci A =1 an. Unul din infinitatea de
polinoame pe care profesorul putea si o scrie
este 23 — 322 4 3.

59. Un loc geometric in spatiu

S& consideram punctele A, B, C si A’, B’, ('
ca puncte materiale avind masa egald cu uni-
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tatea. Fie R centrul de greutate al particulelor
A, B, C si T centrul de greutate al particulelor
A', B, C'. Dar S poate fi considerat atit ca centrul
de greutate a trei particule de masd 2 situate
in L, M si N, cit si ca centrul de greutate a doud
particule de masa 3, situate in R si T. Astfel
S este mijlocul lui RT, §i fiinded R este fix si
T variabil, locul geometric al lui § este un plan
paralel cu E.

-— Daniel Pedoe, A.M. M., 71 (iunie 1961), 670.

60. Observatii meteorologice

Au fost % (6+7 — 9) zile ¢cind nu a plouat

nici inainte de masd si nici dupd-amiazd si deci
perioada care a fost studiatd este de 942 = 11
zile.

— M.M., 34 (martie, 1961), 244.
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61. Teorema lui Steiner-Lehmus

Vom folosi o formuld cunoscutd care exprima
lungimea bisectoarei in functie de laturi:

be(a+b+¢)(b+c—a)
(b+-c)?
acla+b+c)(c+ a—1>b)
- (a+c)2 -
Simplificind, obtinem
c(a + b+ ¢)(a —b)[(a + b) (c* + ab) + 3abe +
+ ¢]= 0.

Toti factorii cu exceptia lui (a — b) sint strict
pozitivi §i prin urmare expresia se anuleazd doar
pentru a = b.

Aceastd solutie este atribuitd lui Jacob Steiner,
care a dat-o in jurul anului 1844.

=tZ=1=

62. Dansul Hula-Hoop
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Migcarea este relativd si deci ne putem per-
mite sd considerdm cercul fix §i pe sirmana
fatd rotindu-se in interiorul lui. Punctul initial
de contact dintre fatd si cerc descrie de doud
ori diametrul cercului mare, ceea ce reprezintd
chiar lungimea cautata.

— Leo Moser, A.M.M., 66 (decembrie, 1959),
918.
Dacéi fata se invirteste, punctul inif{ial de con-

tact C de pe talia ei descrie diametrul BD,
deoarece

arc AB = RO = (R/2)(20) = arc AC.

63. Tmpirtirea cercului in opt pirti egale
Sa aplicim ecuatiei date formulele de rotatie
z = X cos 45° — Y sin 45° = (X — Y)/}2
y = Xsin 45° + Y cos 45° = (X 4+ Y)/}J2
obtinem:
X +EkX?Y — 6X%Y%2 — EXY3 + Y% =0.

Rezultd deci cd aceastd curbd este invariantd
la o rotat;le de 45° si prin urmare cercul va fi
tdiat in 360°/45° = 8 parti egale*.

— Norman Anning, M.M., 32 (mai 1959), 285.

* Demonstratia ar putea fi completati cu precizarea cé
aceastd curbi taie cercul cel putin intr-un punct. Atunci,
din demonstratie §i din considerente referitoare la gradele
ecuatiilor, ar rezulta cé o taie exact in opt puncte (N.T.).
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Ecuatia poate fi pusd sub forma:

(@ + ay)l(a + 1)z +
+ (e — Dyllazr — y)(a — 1)z — (a +1)y] == 0,
unde
k= (a* — 6a® + 1)/a(a® — 1)*.

64. O progresie aritmetici speciald

Progresia 2, 6, 10,...(4k+2),... indeplineste con-
ditiile specificate in enunt. Vom remarca faptul
cd orice putere a unui numdir impar este impard
si orice putere (diferiti de 1) a unui numéar par
este divizibila cu 4.

— Azriel Rosenfeld, A.M.M., 62 (martie 1955),
185.

(Mai existd si urmitoarea solulie banali: pri-
mul termen al progresiei si nu fie o putere
perfecta, iar ralia progresiei sa fie egald cu zero.)

65. Aria unui poligon

Vom folosi teorema lui Pick, care se enunti
astfel: aria oricdrui poligon ale cdrui virfuri sint
situate in nodurile unei retele de pétrate este
datd de formula

b2 + ¢ —1,

unde b reprezintd numdrul de noduri situate pe
laturile poligonului iar ¢ numérul de noduri
situate in interiorul poligonului.

* Lasam in seama cititorului si demonstreze ca pentru
orice k real existd un numdr real a care verifici aceasti
relatie (N.T.).
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Astfel, aria poligonului din desenul nostru este
egald cu 14/2 4 42 — 1 = 48.

66. O ecuatie cu factoriale

Avem nl(n —1)! = n[(n — 1)!]? =m!. Evi-
dent 1! 0! =1"! si 2!1! sint solutii. Pentru
orice intreg m>10 existd intotdeauna cel putin
doud numere prime p si ¢ mai mari decit m/2
s1 mai mici sau cel mult egale cu m. Atunci

m 1\(m+1 m: 3m
gz | =4 = 2|=— 4+ —
p 9/(2+2)( 9 + ) 4+ 9 +

5
—>m>n.
-{-4

Sd presupunem ca ecuatia datd admite o so-
lutie pentru m>10. Sa observim ¢ produsul
pg nu poate si dividd pitratul perfect si ci prin
urmare pq divide pe n. Pe de alti parte pg>n.
Rezultd cd nu existd solutii cu m>10. Pentru
m< 10, existd solutia 7! 6! = 10!
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67. Doudt triunghiuri corelate
Deoarece | Jo— Ve |(Jb + Ve)=|b—c|<
<(Var< (b4 ¢) < (Vo + Vc)?, avem
| Vo —Vel<Va < (Vb +Ve).

— Chih-Yi Wang, A.M.M., 67 (ianuarie 1960),
82.

68. Unghi maxim in cerc

Unghiul maxim este determinat de punctele de
contact cu cercul mare ale celor doud cercuri
care trec prin A si B i sint tangente interior
la cercul mare. Orice alt punct de pe cercul mare
este situat in afara celor doud cercuri mai mici
si deci va determina un unghi mai mic.

— Alan Sutcliffe, M.M., 38 (iartie 1965), 124.
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69. Determinantul unui pitrat magic
Fie patratul magic
abec
def
ghi
si fie
=@t+edi)+@+et+f)+(E+etc)—
—(a+d+g) —(c+f+1i)=3e

Sumele din paranteze sint egale intre ele; prin
urmare suma elementelor de pe aceeagi linie,
coloand sau diagonald a pétratului magic este
egald cu 3e si deci S = 9e. Adunind linii si coloane
obtinem

abc a b ¢ a b 3e abe
D=def=def=de3e=’deeS
ghi 3e 3e 3e| [3e 3e e 111

— R. J. Walker, A.M.M., 56 (ianuarie 1949), 33.
70. Un numir cu cinci cifre care nu este patrat

perfect

Existd doar doud multimi de cite cinci cifre
distincte §i congruente modulo 2, acestea fiind
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0,2 46,8511, 3,5, 7, 9. Suma cifrelor oricarui
patrat perlect trebuie sd fie congruentd modulo
9 cu 0, 1, 4 sau 7. Suma cifrelor primei multimi
este insi congruentd cu 2 modulo 9. In plus,
dacd ultima cifra a unui patrat perfect este impara,
penultima cifrd trebuie sa fie pard. Rezultd deci
cd nici o permutare a uneia din cele doud multimi
nu poate fi un pétrat perfect.

— A.M.M., 44 (aprilie 1937), 248.

71. Divizarea unei sfere

Sd inscriem in sferd un dodecaedru regulat
sau un icosaedru regulat i si coborim perpendi-
culare din centru pe fiecare fatd. Se vor forma
astfel 60 de triunghiuri isoscele care au drept
virfuri picioarele perpendicularelor coborite si drept
baze muchiile fetelor respective. Proiectind cen-
tral aceste triunghiuri pe suprafata sferei, obtinem
o impértire a ei in 60 de triunghiuri sferice isos-
cele.

— W. R. Ransom, A.M.M., 10 (februarie 1933),
114.

72. Trisectoarea laturii unui triunghi

Paralela dusd prin B la mediana AD intilnegte
prelungirea laturii CA in E. Fie M mijlocul seg-
mentului AD si F intersectia dreptei CM cu BE,
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Atunci A este mijlocul segmentulmi CE si F
mijlocul lui BE si deci AB si CF sint mediane

in triunghiul CBE; aplicind teorema medianei,
rezultd cd ele se impart reciproc in raportul 1:2.

— Aaron Buchman, S.S.M., 50 (decembrie
1950), 757.

73. 0 descompunere in factori

Avem:
a® +1=(@+1)a2—a*+a5—a®+1) =
=(a+1)(a2—a_—{~1)(a12—a9-}—a5—
—@+1)=(@+1)(a" -2+ 1) =
—(a41) (& — a®+ a® — a+ 1) (a —
—a®+1).
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Prin incercdri constatim ci a2 — a-+1 nu divide
a® — a® 4 a® — a + 1, deci acest polinom trebuie
sd dividd a'® — a5 4 1.

Vom scrie deci al® — a® 4 1 = (a¥® — a® + a®)+

(@ — 8+ ) — (@7 — @+ @) — (@ — &+
+a) — (@ — @ )+ (@ — @ o) +
+ (a2 — a + 1),
Rezulta ca
a® +1=(a+1)(a®—a®+ a2 — a4+ 1)
(@ —a+1)(a®+a” — a®—at — a® + a+1).

— M.M., 27 (mai 1954), 287.

74. Un numéir curios

Dacd (N/5)(N[/7) = N, atunci N(N—35) = 0 si
deci N=35. Altd cale: daci, in loc sd inmul{im
1/5 din numarul dat cu 1/7 din el insusi, inmultim
numirul dat cu el insugi, rezultatul va fi de
35 de ori mai mare decit cel din prima metod4,
si prin urmare num#rul este 35. In general, daci
un numir N este egal cu IIN/q,, numairul este

Ia,.
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75. Doud hexagoane regulate

Sd consideram un hexagon regulat inscris, cu
virfurile -situate la mijloacele laturilor hexagonu-
lui circumscris. Ducind diagonalele mari ale he-
xagonului inscris si apoi unind centrele de gre-
utate ale celor sase triunghiuri echilaterale, astfel
formate, cu virfurile triunghiurilor respectlve, con-
figuratia este divizatd in 24 de triunghiuri egale.
Optsprezece din acestea se afld in hexagonul in-
scris, deci ariile hexagoanelor inscrise si cir-
cumscrise se afla in raportul 18:24 sau 3: 4.

— M.M., 35 (martie 1962), 70.

76. Termenii generali ai unor siruri

Dindu-se un numdir finit de termeni cu care
incepe un gir, sirul poate fi continuat in mod
arbitrar. Prin urmare se pot giisi pentru ambele
siruri o infinitate de formule care sa dea termenul
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lor general. Doud din acestea, cum se observd
usor, sint:
(a) 0, 3, 26, 255, 3124,..., (n" — 1),...

(b) 1, 2, 12, 288, 34560,..., [(1! 21...(n")],...

77. Propagarea cildurii

Dacé suprapunem patru patrate de tabld iden-
tice, asa incit cite o laturd incilzitd la 100°
sd corespundd fiecdrei laturi a pétratului astfel
obtinut, atunci temperatura medie pe fiecare
muchie este de 25°. Inseamnd ci temperatura
din centrul pitratului este tot de 25°*.

— Leo Moser, M.M., 24 (mai 1951), 273.

— Aceastd metoda de rezolvare poate fi genera-
lizatd la cazul unui poligon regulat cu n laturi,
mentinute respectiv la temperaturile {; grade,
i=1,2,3,.., n; in acest fel se demonstreaza
cd temperatura in centrul poligonului este de

n
1/n Z 1; grade.
1=1

78. Are sens?

Dacd 1/4 din 20 e 6, calculul a fost efectuat
in baza de numeratie 12. Deci 1/5 din 10 este
2 2/5, deoarece 10,, = 12,,.

— M.M., 31 (ianuarie 1958), 178.

* Din legile de propagare a cildurii rezultd ci dacd tempe-
ratura pe frontiera unui corp omogen e constanti, ca are aceea-
si valoare constantd si in interiorul corpului (N.T.).
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79. Transformaréa plicului in tetraedru

Ariile celor doud tetraedre fiind egale, rezultd
cd plicul trebuie tdiat astfel incit cele doud frag-
mente sd aibd arii egale. Rezultd cd dreapta dupa
care tdiem plicul trebuie sid treacd prin centrul
dreptunghiului.

Sa ardtdm acum c& orice tiieturd astfel fa-
cutd e convenabili. Indoim jumitatea decupatd
dupa diagonalele dreptunghiului §i dupd perpen-
diculara dusd prin centru pe latura mai lungi.
Suprapunem apoi capetele taieturii*, astfel ca indo-
iturile facute sd fie muchiile unui tetraedru avind
toate fetele triunghiuri isoscele egale.

Singura exceptie este cazul in care plicul este
un pitrat. In acest caz, prin operatia noastri
rezultd doud noi plicuri care au de asemenea
forma unui patrat.

80. O criptogrami
Fie FRY = z si HAM = y, atunci
7(1 000z + y) = 6( 1 000y + x)
6 9942 = 5993y 538z = 461y

* Prin aceastd operatie cele douid margini ale tiieturii care
corespund celor doud fefe ale plicului se indepirteazi una de
alta (N.T.).
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Deoarece coeficientii numerici sint primi intre
el, rezultd cd x=FRY = 461 si y = HAM = 538.

81. Vinzarea oilor

Dacd x este numdirul de animale, y numaérul de
oi si z pretul mielului, atunci avem 2% = 10y +
+ z cu ¥ un numir impar si z2<<10. Penultima
cifrd a unui pitrat perfect este impard dacd si
numai dacd ultima cifrd este 6*. Deci z =6 si
fiul care a avut numai oi trebuie si cedeze fra-
telui sdu 2 dolari.

— Irving Kaplansky, A.M.M., 51 (martie 1944),
166.

82. Un volum constant

Este suficient si demonstrdm cd volumul ri-
mine constant dacd un segment rdmine fix g

* Vezi problema 27 (N.T.).
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celdlalt, de exemplu AB, se deplaseazd intr-o
pozitie noud A’B’. Aria triunghiului variabil ABC
este constantd, deoarece indltimea si baza lui isi
pastreazd lungimile constante. Mai mult, distanta
de la D la planul ABC rédmine neschimbati. De-
oarece aria bazei si indltimea tetraedrului rémin
constante, volumul tetraedrului nu se schimba.

— Leon Bankoff, P.M.E.J., 1 (noiembrie 1952),
281.

83. Un numir zecimal periodic

Perioada lui 1/7 este 142 857. Impéirtim la 7
numdrul care se obtine repetind de atitea ori
aceastd perioadd, dupd virguld, pind c¢ind im-
partirea se face exact. Numdrul obtinut e perioa-
da lui 1/72. Astfel

0, 142857 142857 142857 142857 142857 142857:7 =
= 0,020408 163265 306122 448979 591836 734693 877551.

— Dewey C. Duncan, M.M., 25 (martie 1952),
244,

84. 0 ecuatie irationald
Daca

a+b+c=0,
atunci

ad® + b® + 3 = abe,
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astfel ca
(6x+428)—(6x—28)—8 = 3[(6x+28)(6x—28) - 8]/
48 = 6(362% — 784)'s
512 = 3622 — 784

x2 = 36
r = +6.
— Frederic E. Neinmers, S.S.M., 41 (martie

1911), 291.

85. Concursul cu premii .

Vom numiéra- drumurile ,mergind de-a-ndara-
telea“, adicd incepind cu litera N. Considerind
numai jumadtatea din stinga a tabelului si coloana
centrald, sd observdm cd pentru fiecare pas inapoi
existd doud posibilitdti de alegere. Rezultd deci
cd aceastd parte a tabloului contine 212 drumuri.
Dublind acest numdir gi scdzind drumul de pe
coloana centrald, care a fost numdirat de doud
ori, rezultd un total de 2 — 1, adicd 8191 dru-
muri*.

— I. F. Leetch, A.M.M., 68 (martic 1961), 296.

* Demonstraiia este valabila fiindcid nu existi nici un
drum care traverseazd coloana centrald; aceasta se poate
observa din faptul cd parisind o dali aceastd coloani nu mai
avem posibilitatea de a ne intoarce pe ea (N.T.).
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86. 0 sumi constanti

Sa alegem un sistem de coordonate in spatiu
astfel incit virfurile triunghiului sd aibd coordo-
natele A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) si fie P
de coordonate (z, y, z). Cercul inscris in triunghi
este intersectia sferei 22-+y%+4z?=¢, cu planul

z+ Y+ z=c,

y

Prin urmare PA%+ PB? 4 PC? =
= (x_ 1)2+y2+z2+x2-}— (y_1)2 —}—Z2+ :1:2—1—
+ y*+ (2 — 1)2 = 3¢; — 2¢, + 3 = constant.

— Leo Moser, A.M.M., 56 (martie 1949), 180.

— (Aceastd demonstralie este valabili pentru
orice rerc concentric cu cercul inscris.)
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87. Doi intregi incompatibili

In scrierea binari (adic in sistemul de numeratie
cu baza 2) avem 2° 4+ 1 =10..001 si 29 —1=
= 111... 111.

S4 studiem acum impdrtirea:

1000 ..o 001|111 ... 111
11 ... 111 T
100.. 001
11.. 111

Impirtirea va fi exactd dacd §i numai daci
in penultima etapd se obtine un rest format din
acelasi numdr de cifre 1 ca impértitorul, care,
prin ipotezd, se compune din cel putin trei cifre
de 1. Dar in resturile succesive figureazd numai
doud cifre de 1 si un numdr de zerouri inter-
mediare, deci impdrtirea nu e niciodatd exacta.

— Dewey C. Duncan, S.S.M., 36 (martie 1936),
321.

88. 0 problemid de alegere

Membrul drept al ecuatiei fiind numérul impar
41, rezultd cd unul dintre termenii diferentei din
membrul sting trebuie s& fie un numdr impar
si celdlalt termen trebuie sd fie par. Cum 104y
este par, 187z si, prin urmare, §i 2, trebuie sa
fie impar. Asadar perechea =314 §i y=>565 nu
satisface ecuatia data.

— Dale Woods, S.S.M., 64 (marlic 1964), 242.
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89. Concurenfa medianelor

Reciproca teoremei lui Ceva se enuntd astfel:
dindu-se trei puncte situate pe cite o laturd a
unui triunghi A BC, astfel ca produsul a trei seg-
mente determinate de aceste puncte pe laturi
si care nu au capete comune sid fie egal cu pro-
dusul celorlalte trei segmente, dreptele care unesc
cite un punct cu virful opus laturii pe care se
afld sint concurente.

A ey 8

Medianele impart laturile in segmente egale,
deci AB'- CA’ -BC' = B'C -A'B -C'A i prin
urmare medianele sint concurente.

— M.M., 24, (noiembrie 1950), 114.

(In plus, folosind un corolar al teoremei
‘lui Ceva obtinem:

CG/GC" = CB’|B’A + CA’J/A’'B =1 41, deci
CG = 2GC’ s5i

CG = 2[3CC’, Aceasta inseamni ci- medianele
se intersecteazid intr-un punct situat la distanta
de 2/3 din lungimea fiecdrei mediane fati de
virful corespunzitor.)
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90. Un surprinzitor pitrat perfect

Dacd B>1 este baza sistemului de numeratie,
11111 poate fi scris B*+ B3+ B*+ B 4 1.
Avem:

(B: 4+ BJ2)*<B* + B* - B2+ B+ 1<

<(B*+ Bj2 + 1),
Daca

(B2 + Bj2.4+1/2)2= Bt + B* + B* 4 B 4+ 1,

atunci
B%[4 — Bj2 — 3/4 =0,

(B—3)(B+1)=0
si prin urmare doar pentru B = 3 avem 11111 =
= 1022

— V. Thebauld, N.M.M., 15 (decembrie 1940),
149.

91. Poligon inseris intr-o elipsi?

Dacd ar exista un astfel de poligon, cercul
siu circumscris ar intersecta elipsa in mai mult
decit patru puncte (acestea fiind virfurile poli-
gonului), ceea ce e imposibil.

— M. S. Klamkin, M.M., 34 (septembrie 1960),
58.
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92. Agteptind o convorbire telefonici cu Sinkiang

Deoarece:
S=01 40,02 --0,003 -+ 0,0004 +....

0,1 S = 0,01 + 0,002 -+ 0,0003 + ...
0,98 =01 4001 +0,001 -+ 0,0001+..=
= 0,4/(1 — 0,1) = 1/9.

Deci § = 10/81 = 0,123456790123456790..., un

numdr zecimal periodic care nu contine cifra 8.

— Norman Anning, M.M., 29 (noicmbrie 1956),
173.

93. Ingridirea unui tarc .

165’

330’

Dacd fermierul ar construi un tarc de 400 m?
fara a folosi stinca drept o laturd, tarcul avind
forma unui pétrat ar cuprinde aceastd suprafata
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si ar avea perimetrul minim. Acest pitrat ar
avea latura de 20 m. Stinca poate fi consideratd ca
un perete care nu costd nimic §i care imparte
aceastd suprafatd in doud péarti egale, deci pretul
minim va fi realizat de un tarc cu lungimea de
20 de metri §i latimea de 10 m.

94. Un sistem de cinci ecuafii liniare

Dacd adunim cele patru ecuafii §i imp#rim
rezultatul la patru, obtinem:

t+y+z+u+t+ov=3.

Scidzind pe rind din aceastd ecuafie fiecare
ecuatie initiald, ajungem la solutiile

95. O teoremd aproape universalid

Teorema este:
(n —5)(n —17)(n — 257) £ 0
— Leo Moser, M.M., 25 (septembrie 1951), 49.
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96. Trisectoarele unui unghi

E se gisegte la intersectia bisectoarelor triun-
ghiului BCD si deci DE este bisectoarea unghiu-
lui BDC.

— G. ¥, Pinzka, M.M., 34 (ianuarie 1961), 182,

97. Cifra unitatilor gi girul lui Fibonacei

Réspunsul este afirmativ. Sirul ai cdrui termeni
sint cifrele unitatilor sirului lui Fibonacci se obtine
prin urmétoarea operatie repetatd la nesfirsit:
calculim suma a doud cifre, mentinem cifra uni-
tatilor §i o addugdm sirului nostru.

Sd observidm cd in sir se succed doud cifre
impare §i apoi o cifrd pard.

Existd numai 5-5 perechi ordonate de cifre im-
pare, si deci, dupd cel mult 3-25 sau 75 operatii,
una din aceste perechi va reapare si ciclul va
fi reluat. Suma si diferenta a doud cifre este
unicd §i deci prima pereche care se repetd va
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fi chiar prima pereche a sirului*. In cazul nostru,
dupa 60 de operatii incepe din nou acelasi ciclu
de 60 de cifre si, prin urmare, sirul este complet
determinat de ciclul: 7 7 23583145943
7077415617853819099875
79651673033695493257291
11...

Acelagi argument opereazi i in cazul mai gene-
ral cind sistemul de numeratie este arbitrar si
formula de recurentd a sirului de la care plecidm
este

[SARN=}

1 752
9 910

Apn=A4, +4,0 + . + A0

98. Doud ecuatii corelate

Deoarece coeficientul lui a? este 0, rezultd ca
a+b-+c =0 si prin urmare

b+c=—a, c+a=—b, a+b= —c,
deci ecuatia cdulatd va avea riddicinile:
—1/a, —1/b, —1]c.

Pentru a o obtine nu trebuie decil sa scriem
coeficientii in ordine inversd si sd schimbam sem-

* Si observidm ci orice termen al sirului este unic determi-
nat de cei doi termeni care il succed. Sa presupunem ca prima
pereche care se repetd nu este prima pereche a sirului. Daca
refacem insd primii termeni ai sirului mergind in sens invers,
o dati de la prima pereche care se repeta si o datia de la
repetarea ei, rezultid ci in interiorul primului ciclu va apérea
si prima pereche a sirului (N.T.).
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nul coeficientilor puterilor pare ale lui z; vom
obtine:

ra® —qe2—1=0

— Alan Wayne, S.S.M., 48 (iunic 1948), 492,

99. Scheletul unui produs

Cei trei factori ai produsului vor avea cifra
unitdtilor diferitd de zero. 4-6-8 = 192 si 2:4-6 =
= 48. Avem:

4,4 < 8T7'1s < 88's < 45,
Vom obtine:
442 444 -446 = 87 526 608.

— M.M., 37 (noiembrie 1964), 360.
/

100. Decagoane inserise in cere

Diametrele ID" si JE sint paralele respectiv
cu laturile AB §i BC ale decagonului regulat
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si cu laturile JC si AD ale decagonului stelat;
prin urmare ABCM si JMDO sint romburi si
AD — BC = AD—AM = MD = JO = raza cer-
cului.

101. Cei care-si dau mina

S4 numim ,,persoand pard“ orice persoand ca-
re a strins un numdr par de miini §i ,persoand
impard“ orice persoand care a strins un numir
impar de miini. Inainte de a fi apirut obiceiul
de a da mina, numirul persoanelor impare era,
evident, zero. Prima stringere de miini va pro-
duce dou# persoane impare. Incepind de atunci,
fiecare stringere de miini se va produce intre
doud persoane pare, doud persoane impare sau
intre o persoani pard si una impard. In primul
caz, numadrul persoanelor impare creste cu doi,
in al doilea caz numdrul persoanelor impare scade
cu doi §i in al treilea caz, persoana pard devine
impard i persoana impard devine pard, deci
numdirul persoanelor impare rdmine neschimbat.
Rezultd cd nici o stringere de mind nu schimbé
paritatea numdrului de persoane impare §i, cum
s-a plecat de la 2, el rdmine intotdeauna

par.

— Gerald K. Schoenfeld, in 2-nd Scientific
American Book of Mathematical Puzzles and
Diversions de Martin Gardner, New York, 1961,
p. 60.
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102. O operatie cu cirti de joc

Nu ne intereseazd decit ordinea in care sint
scoase cdrtile. Numdrul de permutari care pot
fi efectuate cu cinci numere este 5! si deci pro-
babilitatea este 1/120.

— J. R. Ziegler, M.M., 23 (mai 1950), 278.

103. Mediatoarea

S4 remarcdm cé picioarele celor doud inaltimi
si virfurile corespunzéitoare ale triunghiului sint
conciclice; cea de-a treia laturd este diametrul
in cercul astfel determinat. Segmentul care uneste
picioarele indltimilor este coardd in acest cerc
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si deci mediatoarea acestui segment trece prin
centrul cercului, care este mijlocul celei de-a treia
laturi.

— Aaron Buchmann, S.S.M., 47 (mai 19147),
490.

104. O problemi de divizibilitate

Fie f(x)w-xz—,z,—{-a st g(z) = B + = + 90.
Atunci f(0) = a, f(1) = a, g(0) =90, g(1) =92,
deci a trebme sd divida pe 2 — cel mai mare divi-
zor comun al lui 90 §i 92. Pe de altd parte, F(—1) =
=a-+ 2 s1 g(—1) =88, deci a nu poate fi egal
cu 1 sau —2,

f(—2) =a 4 6 si g(—2) = — 8104, deci a este
diferit de —1. Rezultd cd a = 2 si (2B + z+
+ 90) (22 — z 4 2) = 211 4+ 210 — 2% — 328 —
— 27 4 528 4 725 — 32t — 1723 — 1122 4 23z + 45.

— L. L. Busil, A.M.M., 71 (iunie 1964), 640.

105. Dilema achizitorului

Pretul mediu pe cap de animal este de 100
de lei. Pretul unui vitel diferd de medie cu 900
de lei, pretul unui porc cu +200 de lei si pretul
unui miel cu — 50 de lei, deci pentru fiecare vitel
cumpdrat achizitorul trebuie si cumpere 18 miei
si pentru fiecare porc trebuie si cumpere 4 miei.
Deoarece 5(100+1800)+(100+400)—10 000, re-
zultd cd el trebuie si cumpere 5 vitei, 1 porc §i
94 miei.

— B. Ii. Mitchell, M.M., 26 (ianuarie 1953),
153.
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106. O descompunere in factori
1000027 = 1003 + 33 = (100 4 3) (10000 — 300 -+
+ 9) = 103-9709 = 103-7- 1387 =
— 103 - 7(1460 — 73) = 103-7- 73 19.

107. Un carton indoit

B E C
3 /’I 3+4a
’
/7
/ 1
H 3a / i
/ |
/ 3a | 3
J,/ 1
{ I
3a / | . K
/ | -
/ P
/ 3a PR G
/ Jrad ; 2a
/ -
/ P |
¢ _- ]
/ - 3 | 2a
A L
A F 0]

Daca ABEH = 3, fie ACED = 3-}4a; atunci
AEHD = 3+48a. Si ducem EF perpendiculard
pe AD si intersectind segmentul HD si G. Sa
ducem prin G segmentul AK si fie J intersectia
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lui AE cu HD. Din simetria patrulaterului HEDA
rezultd cd dreptunghiul este acum impdr{it in
zece triunghiuri dreptunghice, astfel incit AEGK=
AAGF=ABEH=3; ACED=AEFD,deci AGKD=
=AGFD=2a i, prln urmare, fiecare din cele trei
triunghiuri din rombul AHEG sint egale cu 3a.
Din doud perechi de triunghiuri asemenea,

ACED|ABEH = DE?|EH? = AJED|AJEH,
deci
(3 4+ 4a)/3 = (3 + 5a)/3a
4a? —2a —3 =0

4a =1 4+ J/13.

Prin urmare, aria celuli mai mare triunghi,
AEHD este 8a + 3 sau 5 4+ 2}/13 ~ 12,2111 cm2
Dupa citeva calcule mai complicate, gasim, de
asemenea, ci BE = 3,528 cm, EC = 2,708 cm
si CD = 5,617 cm.

— R. R. Rowe, Civil Engineering — ASCE, 18
(februarie 1948), 70.

108. Un pitrat perfeet unic

Dacd n(n+2)(r-+4)(n+6) = m?, atunci (n%+46n+
+4)? = m?+4-16. Dar singurele pitrate de forma
a® — 16 sint 0 §1 9 si, deoarece m? este impar,
rezultd cd patratul ciutat este 9 = (—3) (—1)-1-3.

— David L. Silverman, M.M., 38 (ianuarie
1965), 60.
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109. O inegalitate strictd

Media aritmeticd a unei multimi de numere
pozitive, nu toate egale intre ele, este strict mai
mare decit media lor geometrica, deci

_n2 14+3+5+7+ .04 ( n——i)

n n
>[1-3-57...(2n — )]t

— Frederic E. Nemmers, S.S.M., 40 (iunie
1940), 586.

110. O sumi de cosinusuri

221

Considerind laturile unui poligon ca vectori, se
stie cd suma proiectiilor acestor vectori pe orice
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dreaptd din acelasi plan este egald cu zero. Un-
ghiurile exterioare ale unui pentagon regulat sint
de 72°; de aici rezultd cd termenii din suma de
cosinusuri reprezintd proiectille laturilor egale cu
unitatea ale unui pentagon regulat pe o dreapti
care formeazd cu una din laturi un unghi de
5°. Prin urmare,

cos 5° 4+ cos 77° + cos 149° -+ cos 221° +
-+ cos 293° = 0.

111. Cantitate divizibila eu 9

Putem scrie

zz2 —1
W=
deci
12 .
fo= 20—l 4096 —1_ g9 _g.91.

—4h—1 —4—1

— M.M., 26 (mai 1953), 287.

112. Numere triangulare in sistemul de nume-
ratie eu baza 9

Numerele tr1angulare sint de forma n(n-1)/2
si deci 1 este numir triangular in orice sistem
de. numeratie. Fiecare termen al girului se obtine
inmultind termenul anterior cu baza si adaugmd

162



1. Pentru sistemul de numeratie cu baza 9 ob-
tinem (scrierea se face totusi in sistemul zecimal):
In(n + 1)/2 + 1 = (3rn 4+ 1) 3rn + 2)/2,

deci tot un numir triangular.

— Helen A. Merrill, A.M.M., 39 (martie 1932),
179.

(In general, intr-un sistem de numeralie cu
baza (2k 4 1)* avem:

Rk 12 nn 4+ 1)2 + k(k + 1)2 =
= [k + D)n + R[22k + )n + & + 1)/2.

113. Doud volume poliedrale

Sa consideram un plan care trece prin mijloa-
cele a trel muchii concurente ale unui tetraedru.
Acest plan va tdia din tetraedrul initial un tetra-
edru mai miec, al~cérui volum este egal cu 1/23
din volumul tetraedrului initial (rapoartele laturi-
lor celor doud tetraedre asemenea este de 1/2).




Dacéd dintr-un tetraedru regulat taiem in mo-
dul descris mai sus patru tetraedre mai mici cores-
punzitoare celor patru virfuri, poliedrul care ra-
mine are ca fete opt triunghiuri echilaterale egale:
patru situate pe fetele tetraedrului initial si pa-
tru situate in planul celor patru sectiuni. Am
obtinut deci un octaedru regulat, cu muchiile
egale cu muchiile tetraedrului mai mic §i cu
volumul egal cu 1/2 din volumul tetraedrului ini-
tial.

In concluzie, volumele unui tetraedru regulat
si a unui octaedru regulat cu laturile egale se
afld in raportul de 1/4. De asemenea, din mo-
dul cum am efectuat sectiunile rezulta ca unghiu-
rile diedre ale celor doud poliedre sint suplemen-
tare.

114. O acoperire a spatiului

7

Un cub poate fi deformat continuu astfel incit
muchiile care pleacd dintr-un virf sd formeze
intre ele unghiuri de 60°. Aceste muchii, impreuni
cu segmentele care unesc capetele lor, formeazd
un tetraedru regulat. Similar, muchiile care pleaca
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din virful diametral opus determind si ele un
tetraedru. regulat. Sa observdm c& fiecare fatd
a paralelipipedului obtinut prin deformarea cubu-
lui are ca diagonald cite un segment construit
anterior (care uneste doud muchil). Aceste seg-
mente, impreund cu cele sase muchii care au
rimas, determind un octaedru regulat. Rezulta
cd o retea de cuburi (care umplu tot spatiul)
poate fi deformatd continuu intr-o imbinare a
n octaedre regulate si 2n tetraedre regulate.

115. O simplificare

Suma cifrelor numaridtorului este 30 s1 deci
numdratorul este divizibil prin 3. Diferenta din-
tre suma cifrelor de rang par si suma cifrelor
de rang impar ale numitorului este 32 — 21 = 11
si deci numitorul este divizibil prin 11.

Obtinem:
116690151 38896717 -3 3

427 863 887 38896 717-11 11

116. 0 sumi de sinusuri

Sa presupunem cd suma are valoarea maximi
(care evident, existd) pentru doud unghiuri diferite
A si B. Atunci avem:

sindA + sinB + sin[180° — (A4 B)] =
= 2 sin[(A + B)/2]cos[(A — B)/2] + sin(A-+ B).

Expresia din dreapta este evident mai mici
decit in cazul in care cele doud unghiuri ar fi
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ambele egale cu (A-+B)/2; in acest caz, ea ar
fi 2 sin[(A+ B)/2]cos0°-sin(A 4 B). Deci valoarea
maximd este atinsd cind toate unghiurile sint
egale; ea este 3 sin 60° = 3}/3/2.

— Dave Nixon si Jim Wahab, A M.M., 71
(octombrie 1964), 916.

117. Doua bacuri

700

s
400

1700 >

A

Bacul A pirdseste un mal, parcurge 700 m
si intilneste bacul B. In acest moment distanta
totald parcursd de cele doud bacuri este egald
cu litimea riului. A traverseazd riul, se intoarce
400 m si intilneste din nou pe B. Cele doud bacuri
au parcurs impreund de trei ori latimea riului.
Deoarece vitezele lor sint constante, A a parcurs
de trei ori 700 m, adicd 2100 m. Latimea riului

-
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este cu 400 m mai micd decit distanta parcursa
de A si deci este egald cu 1700 m.

— W. C. Rufus, A.M.M., 47 (februarie 19-10),
111,

118. La cinid

Putem forma 6/2 = 3 perechi disjuncte intre
care sd stea Albert si deci un ciclu va cuprinde
trel mese. Pentru inceput, folosind initialele nume-
lor, si agezdm familia in jurul mesel in ordine
alfabeticd, sa spargem apoi cercul la dreapta lui
Albert si sd scriem ordinea astfel obtinutd. Si-i
mutdm apoi la extremitatea din dreapta pe cei
aflati in pozitii pare, respectind ordinea, $1 sa
repetdm operatia incd o datd. A treia permutare
de acelasi tip ar restabili ordinea alfabeticd ini-
tiala.

Am realizat urmitoarele succesiuni:

ABCDEFG

ACEGBDF
AEBFCGD
ABCDEFG

Sa studiem acum perechile intre care std fie-
care membru al familiei si sd verificim cd schema
utilizatd verificd conditiile cerute.

A—BG B—AC C—BD D-—CE
CF GD AE BF
ED EF FG GA
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E—DF F—EG G-—FA
CcG DA EB
AB BC CD

Astfel, nu numai cé fiecare persoand sti lingd
fiecare din ceilalti membri ai familiei numai o
datd in cadrul ciclului, dar, in plus, cele 21 de
perechi obtinute sint distincte. S& observim ci
21 = C% si deci am obtinut toate perechile care
pot fi formate.

119. 0 sumi de cifre

Sa impédrtim multimea de intregi in perechi
de forma a si (10" — 1 — a), a0. Suma cifrelor
oricirei perechi de acest fel este 9n si numarul
perechilor este 10"/2. Suma totald va fi deci
9n(107/2).

— Leo Moser, M.M., 26 (martie 1953), 225.

120. Gustarea celor trei soferi

Cheltuielile fiacute de primii doi soferi ne dau
ecuatiile:

4s 4 ¢ + 10g = 16,9 1)
si

3s+c+ 7g =126 (2)
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Inmultim prima ecuatie cu2 si a doua cu 3 si
obtinem: ’

8s + 2¢ + 20g = 33,80
9s + 3¢ + 21g = 37,80.
Scézind prima ecuatie din a doua rezulta:
s+c+g==4 lei,
adicd suma plititd de cel de-al treilea sofer.
— S.S.M., 66 (iunie 1966), 561.

121. Pitrate intersectate

D

Prelungind laturile unghiului 4, obtinem o im-
partire a patratului MNPQ in patru patrulatere
egale. Astfel, aria comund este egald cu un sfert
din aria patratului MNPQ. Acest rezultat este
independent de raportul in care este impdrtitd
latura MN s1 de marimea patratului ABCD; sin-

gura conditie necesard este AB > MN |/2/2.
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122. O solufie simpld
Notind z = y/12, ecuatia devine
(y—1)(y—2)(y —3) (y — 4 =120 = 2-3-4-5.

brul sting produsul a patru intregi consecutivi.
Doud radacini de acest tip sint y = —1 si y= 6.
Aplicind in ecuatia obtinutd relatiile dintre
radacini si coeficienti, deducem:
(—1)+ Bryry = — 120 + (—1) (—2) (—3) (—4)

deci ryry = 16;
—(—1+6+r+r)=—-1-2-3-—4,

deci
r,+r,=>5.

Aceasta inseamnd cd r; si r, sint radacinile
ecuatiei y*?— 5y + 16 = 0 si deci ry,, =
= (54 i}/39)/2. Cele patru ridicini sint —1/12, 1/2
si (5 + i]/39)/24.

123. Problemi cu numere prime

Este necesar sd gésim un numir cu trei cifre
si un numdr cu o singurd cifrd astfel incit pro-
dusul celor doud numere si aibd patru cifre si
in cadrul operatiei de inmultire s nu folosim
decit cifrele 2, 3, 5 si 7. Existd numai patru
solutii ale acestei probleme:

3775 = 2325; 5-555 = 2775; 5-755 = 3775 si
7-325 = 2275.
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Deoarece fiecare numir de trei cifre apare in
sirul obtinut cu un singur inmultitor, rezultd
cd inmultitorul cdutat va avea cele doud cifre
identice. Singura solutie este

775
33
2325
2325
25.575

— W. E. Buker, A.M.}M., 43 (octombrie 1936),
499.

124. Cercuri mari care se intersecteazi

S& numerotdm in mod arbitrar (de exemplu,
cu b) un punct de intersectie ales la intimplare
$1 sd numerotdm punctul diametral opus cu
scomplementarul“ lui b, n(n — 1)4+1 — b. Si
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continudm aceastd operalic pind cind toate nume-
rele (si deci toate punctele) au fost epuizate. Pe
fiecare cerc mare se gisesc n — 1 perechi de
puncte de intersectie diametral opuse; suma nu-
merelor corespunzidtoare acestor puncte este
[n(n — 1) + 1] (n — 1).

— Leco Moser, M.M., 25 (noiembric 1951), 1141,

125. Un cort

Daca cheltuiala totald s-ar fi impartit intre
un numdr de oameni mai mare cu 509, atunci
suma platitd de o persoand ar fi reprezentat 2/3
din cea platitd efectiv. Prin urmare, 100 de lei
reprezintd o treime si contributia fiecdruia este
de 300 de lei.

— M.M., 32 (martie 1959), 229.

126. Coeficienti binomiali

Pentru y = 3 avem 2C¥ = Ck' i 3Ck = Ck+2.
Aceste ecuatii se reduc la n = 3k -+ 2 si respectiv
1) (k + 2) = (n — k) (n — k — 1). Rezolvind

acest sistem gi eliminind radicina negativd ob-
tinem k=4, n=14. Prin urmare, intr-o dezvol-
tare binomiald cu exponentul patrusprezece, al
cincilea, al saselea si al saptelea coeficient sint
1001, 2002, 3003, iar al optulea coeficient este
3423—’—4(1001) Deoarece solutia este unicd pentru
y=3, nu vor mai exista alte solutii pentru y>3.
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127. Numere divizibile cu 8 640

Produsul a n intregi consecutivi este divizibil
cu n. Mai mult, produsul a patru intregi conse-
cutivi este divizibil cu 23. Avem:

N = 2% — 627 + 92° — 423 =
=[z—2) (¢ =D 2][(z — 1) z(z + D] [z(z +

+1) (2 + 2)] =

=[x —2) (& — 1) 2( 2+ 1) (z+2)] (= — 1)a]
(x4 1)] =

=[(x — 2) (& — 1) a(z + D] [(z — 1) a(z + 1)-
(z 4+ 2)] .

In primul mod de grupare a factorilor, canti-
tatea din fiecare parantezd mare este divizibild
cu trei si deci IV este divizibil cu 3% Din a doua
grupare rezultd cd N este divizibil cu 5. In a
treia grupare, cantitatea din fiecare parantezd
mare este divizibild cu 23 §i deci NV se divide cu
26. Prin urmare, N se divide cu 28.3%.5 = 8 640
pentru orice valoare intreagd a lui .

128. Pentagonul tiiat

Dacd considerdam latura pétratului egald cu
2 unitdti, aria pentagonului este egald cu 5 uni-
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DHGy
N

tdti si deci laturile egale ale triunghiului isoscel
pe care il vom obtine vor avea lungimea }/10.

Aceasta este si lungimea diagonalelor mari ale
pentagonului care pornesc din virful triunghiu-
lui isoscel. Dacd tdiem pentagonul de-a lungul
unei diagonale mari, cele doud laturi ale tdieturii
vor forma laturile triunghiului final. In acest caz,
virfurile netdiate ale pentagonului se vor uni in
interiorul triunghiului final §i perechile de laturi
care pornesc din capetele diagonalei se vor aldtura.
Rezultd cd a doua tdieturd trebuie si porneascd
dintr-un capat al diagonalei si sd impartd in doud
parti egale latura urméatoare. Existd doud astfel
de solutii, dacd neglijim restul de solutii simetrice

cu acestea dou.

— W. Fitch Cheney.

174



129. Un produs inﬁnit
Fie
N =3"B.3- 3P .. =
= 3Us+2le+3ar+ ... +73% + o — M
Atunci
M/3=1/3%+2/33 + ... + (n — 1)/3n+
A —=13YM=1/3+1/32+1/3F+ ..+ 13" +...=
=1/3)(1 —1/3) =1/2.
Prin urmare:
N =3% = {/27.

— J. F. Arena, S.S.}M., 46 (octombrie 1916), 678.

130. Nu poate fi patrat perfect
Avem
(n? 4 n)®2 = n* 4 2n® 4 n® <nt 4 2n3 4
+2n24+2n+1 <nt42n243n%2 + 2n 4+ 1 =
= (n? 4+ n 4+ 1)2

Prin urmare, numéirul dat este situat intre
doud patrate consecutive.

— Leo Moser, M.M., 37 (ianuarie 1964), 62.
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131. Corzile unui cere

Corzile obtinute sint egale si tangente la un
cerc concentric cu cel initial. Dacd printr-un
punct trec mai mult de doud corzi, atunci re-
zultd cd din acel punct se pot duce mai mult
decit doud tangente la cerc, ceea ce este im-
posibil.

— Brother UL Alfred, M., 35 (mai 1962), 193,

132. Determinanti formati cu noua cifre

Cind doua linii ale unui determinant se schimba
intre ele, atunci determinantul isi schimbad sem-
nul. Cind liniille unui determinant de ordinul
trei sint permutate, se obtin trei determinanti
pozitivi §1 trei negativi, egali in valoare abso-
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lutd. Prin urmare, cei 91 determinanti se gru-
peazd in 9!/6 grupe, iar suma determinantilor
dintr-o grupd este egald cu zero.

— M.M., 36 (ianuarie 1963), 77.

133. Sase puncte comune

Daca graficele ecuatiilor de gradul doi au
mai mult decit 2 -2 = 4 puncte comune, atunci
ecuatiile vor fi degenerate §i vor avea un fac-
tor comun. Ecuatiile date pot fi scrise sub for-
ma

(x4 2y —3) (22 — y) = 0
(x+2y —3)(Ba+y+2) =0

Prin urmare, toate punctele de pe dreapta
x4+ 2y — 3 = 0 apartin graficelor ambelor ecu-
atii. De exemplu, punctele de coordonate (—1,
2), (1, 1), (0, 3/2), (4 — 1/2), (5, —1) satisfac

ambele ecuatii.

134. Pachetul de edirti

Numadrul céartilor rosii din primele 26 de carti
este intotdeauna egal cu numarul cartilor ne-
gre din urmitoarele 26. Prin urmare, in vir-
tuteéa legilor logicii, rezultd cd deoarece ipoteza
este falsd, afirmatia este corectd indiferent de
concluzia ei.

— Leo Moser, M.M., 26 (ianuarie 1953), 167.
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135. Unghiuri egale

\
A E R [

S& ducem prin D o paraleld la BC; ea va intilni
HE, HF, AC si AB respectiv in punctele P, Q,
R, §. Atunci

DP BH DS BC . DR CH

DR BC DQ CH ° DS BH

Inmultind membru cu membru aceste trei
egalititi obtinem DP = DQ. Astfel, in tri-
unghiul HPQ iniltimea imparte baza PQ in

pirti egale, si dect HPQ este isoscel. Rezultd
cd HA este bisectoare. a unghiului FHE, si deci

N PN

AHE = AHF.
— Nathan Altshiller Court, M.A., 37 (noiembrie
1964), 338.

136. Un sistem compatibil

Suma ultimelor doud ecuatii este z+4 y 4
+ k(x + y) = 5. Folosind prima ecuatie, de aici
rezultd k = 4.
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137. O ecuatie diofantici

Daca punem x—l—y=a‘-’ si z—y = a,
atunci z = a(a + 1)/2 si y = a(a — 1)/2. Fie-
care numdrdtor fiind produsul dintre un numér
par si unul impar, rezultd cd pentru orice a
intreg, x si y sint intregi.

— L. EZ. Bush, A.M. M. (oclombric 1951), 543.

138. Impirtirea unui triunghi in doud triunghiuri
asemenea

,B
D
YA
w8 A\,
D H ie
N\
A F G Cc

Pe laturile AB, BC si CA ale triunghiului
ABC ludm respectiv punctele D, E si F, astfel
ca AD/AB = CE[CB = AF|FC. Fie G un punct

pe AC, astfel ca AG = 24AF si H mijlocul lui
DE. Atunm segmentele DE, DF s1 GH reprezintd
trei tdieturi. Bucata BDE este unul din triun-
ghiurile cautate. Celelalte trei bucati pot fi ro-
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tite in plan astfel ca sd formeze cel de-al doilea
triunghi.

— A. Buchman, A.M.M., 58 (februarie 1951),
112.

(Intr-adevir, pirtile decupate pot pivota in
jurul lui F si I1.)

139. Cifrele care se deplaseazi

S& notam cu [ fractia ordinard care, scrisd
sub formd zecimald, constd din repetarea lui
15---, o perioadd a sa fiind numdrul céautat.
Conform conditiilor problemei, 5 f = 0,---15---
15... si 100 f = 15---15---15..., astfel cd 95f =15
51 deci f= 3/19. Efectuind impartirca se gises-
te cd perioada zecimald a lui f constd din sec-
venta de 18 cifre: 157 894 736 842 105 263. Acesta
este unicul numér avind mai putin de 30 de
cifre care satisface conditiile problemei. Daca
numdrul de 30 de cifre s-ar mari la 50, atunci
ar mai exista incd exact o solutie admisibila,
constind din doud perioade ale lui f, care este
un numdr de 36 de cifre.

— H.T.R. Aude, A.M.M., 11 (aprilic 1931), 268.
140. Virful unui tetraedru
Dacd intr-un virf unghiul format de doua

muchii este drept sau obtuz, suma celor trei
unghiuri formate de muchii in acest virf depa-
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seste m radiani. Dacd in fiecare virf md&car un
unghi format de muchii este drept sau obtuz,
atunci suma unghiurilor formate de toate mu-
chiile depaseste 4m. Lucrul acesta este insd imposi-
bil, filnded suma unghiurilor interioare a patru
triunghiurl este egald exact cu 4w radiani, in
care toate unghiurile formate de muchii sint
ascutite.

— Roy Mackay, A.M.M., 42 (august 1935), 453.

141. Detinutii norocosi

Numarul ¢, indicind de cite ori a fost rdsucitd
cheia in broasca celulei ¢ este egal cu numdirul
divizdrilor lui ¢. Dacd ¢ = pf - pg ... p%, unde
p; sint numere prime, atunci ¢ = (a, + 1) (ay +
+ 1) ... (@, + 1). Dar dacd macar un a; e impar,
t este par si celula corespunzitoare va rémine
inchisd. Dacd toti q; sint pari, ¢ este patratul
unuli numdr, ¢ este impar gi fericitul ocupant
al acestei celule ,patratice“ va constata ca
celula lui a rdmas deschisa.

— P.M.E.J., 1 (aprilie 1953), 330.

142. O intersectie vidi

Presupunem, prin absurd, cd discurile circu-
lare au un punct comun. Considerim cele sase
segmente care unesc acest punct cu fiecare
centru. Cel putin o pereche de segmente for-
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meazd un unghi care nu depiseste 60°. Centrul
corespunzitor segmentului mai scurt (sau de
lungime egald) din aceastd pereche este situat

in interiorul discului circular al cérui centru coves-
punde celuilalt segment. Accasta contrazice ipo-
teza care afirmi cd nici un disc nu contine cen-
trul altui disc. '

— E. L. Magnuson, A:M.}., 70 (mai 1963), 569.

143. O fnmultire mintald

Aplicind identitatea (¢ — b) (a + b) = a® —
— b%, avem:

96- 104 = (100 — 4) (100 + 4) = 10 000 —
— 16 = 9984.
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144. Un triplet unie

Se cere sd se gidseascd solutiile intregi si dis-
tincte ale sistemului de ecuatil z + y = mz,
Yy + z = nz, z+ z = py, unde m, n, p sint nu-
mere intregi pozitive. Conditia ca acest sistem
de ecuatii omogene si admitd o solutie netri-
viald este:

1 1 —m
—n 1 11=0
1 —p 1

Aceasta inseamnd cd mnp=m +n -+ p + 2.
Evident cd (2, 2, 2) satisface aceastd ecuatie.
Pentru orice altd solutie o variabild este egala
cu 1. Prin urmare mn = m 4+ n + 3. Evident
(3, 3) satisface aceastd ultimad ecuatie. Orice
altd solutie trebuie sd aibd o variabild mai micd
ca trei. Astfel, unica solutie care mai existd
este (b, 2). Prin urmare existd numai trei tri-
plete de numere intregi pozitive (2, 2, 2), (1,
3, 3) si (1, 2, ) care satisfac ecuatia cu trei
necunoscute scrisi mai sus.

Fiecareia dintre aceste trei triplete ii cores-
punde un sistem de solufii ale sistemului de
ecuatii in z, y, z. Solutiile acestui sistem sint
respectiv (k, k, k), (k, k, 2k) si (2k, k, 3k). Prin
urmare, singurul triplet cu elemente distincte
satisfacind conditiille problemei este (1, 2, 3).

— S.S.M., 49 (octombrie 1949), 590.
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145. Coltul inconjurat

Suprafata de pardoseald cidutatd este un pa-
trulater avind wun unghi drept astfel incit
cele doua laturi care formeazd unghiul opus
unghiului drept sd fie egale. Patru patrulatere
de aceastd formd pot fi totdeauna aranjate
ca sd formeze un octogon echilateral. Pentru o
lungime a laturii datd, octogonul echilateral
cu arie maximi este octogonul regulat. Deci
o patrime din acest octogon va fi patrulaterul
de arie maximi egald cu 8(J2 4 1) unitati
pitrate. Prin urmare, paravanele trebuie astfel
plasate ca fiecare din ele s& formeze cu peretele
si cu Dbisectoarea unghiului drept din coltul
incdperii un triunghi isoscel, a carui bazd este
paravanul.

— F. Hawthorne, N.M.M., 19 (martie 1945),
322,
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146. Numere intregi prime intre ele

Dacd 1/a + 1/b = 1/¢, atunci a + b = ab/c.
Fiindcd a §i b sint intregi, c este produsul a doi
factori, si spunem c¢ = ¢r, dintre care un fac-
tor este comun cu a §i celilalt cu b. Astfel pu-
nem a=mq §i b= pr. Atunci mq + pr =
= mgpr/qr = mp. Findcd a, b, ¢ nu au toate
trei nici un factor comun diferit de 1, m trebuie
sd fie prim cu r, prin urmare trebuie 'sa-1 divida
pe p, lar p trebuie sa fie prim cu ¢, prin urmare
el trebuie sd-1 dividd pe m. Astfel, m =p si
deci
plg+r)=p? si ¢+ r=p. De aici rezulti:

a-+b=pq-+ pr=plg+r)=p?
a—c=pg—qr=gq(p—r)=4¢"

b—c=pr—qr=r(p—gq)=r2
— S.S.M., 73 (octombrie 1963), 604.

147. Un sistem diofantic

Prima ecuatie poate fi scrisa:
(@a—b—2c)fa?+ (b —c)? + ab + be + ca] = 0.

Deoarece al doilea factor nu poate sd se anu-
leze pentru a, b, c¢ pozitivi, trebuie sd avem
a=(b+ c)=a?2, de unde rezultd cid a=
=2, b=c=1 este singura solutie in numere
intregi pozitive.

— E. W. Marchand, A.M.M., 65 (ianuarie 1958),
43.
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148. Bimedianele unui tetraedru

Un tetraedru regulat poate fi insecris intr-un
cub astfel ca fiecare pereche de muchii opuse
ale tetraedrului sa coincidd cu diagonalele ne-
paralele ale fetelor opuse ale cubului. Mijloacele
laturilor tetraedrului sint centrele fetelor cu-
bului. Deci segmentul care uneste mijloacele
a doud muchii opuse ale tetraedrului trece prin
centrul cubului, este perpendicular pe - doud
fete opuse ale cubului si paralel cu patru muchii
ale sale. Din cauzd cd trei muchii ale cubului
trecind prin acelagi virf sint doud cite doua
perpendiculare, cele trei segmente care unesc
mijloacele laturilor opuse ale tetraedrului re-
gulat sint perpendiculare doud cite doud si con-
curente.

149. Un produs amestecat

Fie n = abc i N produsul cdutat. Dacd c=1,
atunci pentru cel mai mare n posibil i anume
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n = 981, se obtine N = 159080922, adicd o
valoare prea mici. Prin urmare 987 > n > 982.
Suma cifrelor lui N este 35 =2 (mod 3), ast-
fel ¢ n si numerele ob{inute prin permutarea
cifrelor sale sint congruente cu 2 mod 3. Rezulta
cd n este 986 sau 983, dar numai pentru ultimul
produsul cifrelor se termind cu 6. Prin urmare

983 - 839 - 398 = 328 245 326.

— W. R. Talbot, A.M.M., 66 (octombric 1959),
726.

150. Un numir special

Rezultatul comun trebuie si se dividd cu
7 si 11, deci numarul este 7 + 11, adica 18. Me-
toda este generald, deoarece solutia ecuatiei

(x—kk=(x—m)m este z=k+ m.

— M.M., 33 (septembrie 1959), 58.

151. Trei la fel

Se subintelege cd relatia dintre doud persoane
de a se cunoaste sau de a fi strdine una de alta
este reciprocd. Dacd cele sase persoane se iden-
tificd cu cele sase virfuri ale poliedrului format
din doud piramide patrulatere cu bazele egale
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si lipite, atunci se obtine urmitoarea problem
echivalentd. Dacd muchiile si diagonalele aces-
tui poliedru se coloreazd in rogu si verde, atunci
cel pugin un triunghi format din aceste segmente
au toate laturile de aceeasi culoare.

Orice virf e unit cu toate celelalte virfuri.
Dintre cele cinci segmente care pornesc dintr-un
virf existd trei de aceeasi culoare. Dacd extremi-
tatile oriciror doud segmente de acest fel sint
unite printr-o linie de aceeasi culoare, atunci
ar exista un triunghi cu laturile avind culoarea
respectivd. Dacd capetele oriciror doud dintre
aceste trei segmente ar fi unite printr-o linie
de cealaltd culoare, atunci aceste segmente
ar forma un triunghi cu laturile de aceeasi cu-
loare.
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152. O probleméd de simplificare
Amplificind fractia cu 2°2 se obtine:

(8 + 2)/15)% + (5 — 2}/15 4 3)
(12 4 2/35)% — (7 — 2}/35 4 5)°
EE S B )

(V7 + V57 — (V7 —Vop

_ 26)5+9)5) 7

221 )5 +5)5) 13
— S.S.M., 55, (octombrie 1955), 567.

153. Produsul a trei numere prime

Fie N = pgr. Atunci p? + ¢® 4+ r? = 2331,
astfel cd nici unul dintre numerele prime nu
poate fi mai mare decit (2331)'2 <49, si toate
numerele prime sint impare.

Suma divizorilor lui NV este (1 4+ p)-(1 + ¢)-
-1 +r) =10560 = 11- 960. Unicul multiplu
la lui 11 care e mai mic decit 49 si care se ob-
tine adunind o unitate la un numir prim este
44, astfel cd r = 43. Prin urmare p? 4 ¢?= 482
si nici unul dintre aceste numere nu depigeste
(482)'2 < 22. Dar pdtratele numerelor impare
se termind cu cifrele 1, 5 sau 9, aga cd atit p?
cit si g2 se termind cu cifra 1. Deci p =11,
g=19 si N =11-19-43 = 8987.
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154. Reprezentarea numerelor rationale

Fie a/b un numér rational. Atunci afb =
=1/b +1/b 4 ... + 1/b, adicd suma dintre un
termen al seriei armonice cu a — 1 dupli-
cate ale sale. Descompunind pe rind cu aju-
torul formulei 1/n = 1/(n 4+ 1) + 1/n(n + 1)
toate duplicatele care apar, se realizeazd pind
la urma ca toti termenii sa fie distincti.

— G. S. Cunningham, A.M.M., 69 (mai 1962),
435.

De exemplu: 3/7 = 1/7 + 1/7 + 1/7 =
=1/74+1/8 + 1/56 4+ 1/8 + 1/66 =
=1/7+1/8 + 1/56 + 1/9 -+ 1/72 + 1/57 +

+ 1/3192.

155. O conditie ¢a un triunghi si fie isoscel

Bisectoarea interioard a unui triunghi imparte
latura opusd in doud segmente proportionale
cu laturile adiacente. Dacad se coboara dintr-un
punct perpendiculare pe laturile unui triunghi,
atunci cele doud sume care se obtin luind alter-
nativ patratele segmentelor determinate pe la-
turi sint egale. Prin urmare, dacd intr-un tri-
unghi cu laturile a, b, ¢, perpendicularele ridi-
cate pe laturile triunghiului din picioarele bi-
sectoarelor interioare sint concurente, atunci:

ab 2+ be 2+ ca \
(b+c) (c+a) (a+b)_

[ _ca 2+ ab 2+ be 2.
_(b+c) (c+a) (a+b)

190



Dacd combindm termenii avind acelasi nu-
mitor, obtinem

@b — )/(b + ¢) + b¥(c — a)/(c + a) +
+ c*a — b)/(a+b)=0
sl apoi:
b—c)(c—a)(a—Db)(a+b+c)32=0

Inseamni cd cel putin unul dintre primii trei
factori trebuie sa se anuleze, triunghiul fiind
prin urmare isoscel.

-— A.M.M., 46 (octombrie 1939), 513.

156. Intregii clasificati

Dacd numerele sint dispuse intr-un pétrat
precum se aratd in tabelul urmaitor

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

191



fiecare linie este o progresie aritmeticd cu ratia
comund 1 si fiecare coloand este de asemenea
o progresie aritmeticd cu ratia d = 4. Prin ur-
mare, suma oriciror doud numere de pe diago-
nalele mari poate {i obtinutd ca suma a cel pu-
tin uneia dintre perechile de numere care nu se
afld pe diagonale. Astfel, cele doud clase sint:

A: 1 4 6 7 10 11 13 16

B: 2 3 5 8 9 12 14 15
— Wm. H. Benson.

Cele 28 de sume de perechi de numere din
fiecare clasa sint 5, 7, 8, 10, 11 (2), 12, 13,
14 (2), 15, 16, 17 (4), 18, 19, 20 (2), 21, 22,
23 (2), 24, 27, 29. Se va observa ca suma pere-
chilor de termeni egal departali de capetele
acestui sir este o constanti, 34 = 2(1 + 16).
Acest rezultat a fost obtinut intr-un alt mod
in P.M.E.J., 3 (primdvara 1961), 182.

157. Buletine de vot economice

La prima vedere s-ar spune cd ar fi necesar
3:-4-5=60 buletine de vot diferite. Insi,
daca se adaugd doud nume fictive la grupul
de trei nume si un nume fictiv la grupul de patru,
atunci vor fi necesare numai cinci buletine de
vot diferite. Aceastd metodd nu numai cd re-
duce cheltuielile de tipografie, dar ea va da si
o statisticd indicind dacd membrii societdtii vo-
teazd in functie de ordinea relativid de pe bule-
tine sau de persoana candidatului.

— M. S. Klamkin, M.M., 30 (noiembrie 1956),
110.
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158. Compararea rapoartelor
Avem:
(2 — )z —y) = 2 + y>
>+ y— 2zy/(x + y) = (2 + y)/(z + y)

159. Un triunghi curbiliniu

c B

In sistemul de coordonate avind axele de-a
lungul catetelor triunghiului dat, centrele cer-
cului inscris §i semicercului dat sint situate
respectiv in punctele de coordonate (r, r) si
(a/2, b/2), unde r este raza cdutatd. Prin urmare
distanta dintre centre este egald cu diferenta
razelor. Aceasta inseamnd cd (r — a/2)?2 +
+ (r — b/2)2 = (¢/2 — r)%. Avind in vedere ci
a? + b* = ¢?, obtinem-r = a + b + ¢, deci raza
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cdutatd este egali cu diametrul cercului inscris
in triunghiul dreptunghic.

— M. A. Kirchberg, A.M.M., 62 (iunie 1955), 444.

160. Un péitrat antimagie

Insumind liniile, coloanele si diagonalele unui
astfel de patrat, fiecare numar intreg va figura
in patru sume. Suma tuturor acestor sume va
fi prin urmare 4[n?(n? 4 1)/2] adicd 2n%(n? + 1).
Dacd cea mai micd dintre aceste sume este £,
atunci ele formeazi numerele consecutive de
la £k la 4k + 4n — 1, astfel cd suma totald
va fi 2n(2k + 4n — 1) Egalind cele doud ex-
presii, simplificind obtinem n(r?+4 1) =2k +
+ 4n — 1. Dar membrul sting este totdeauna
un numdr par, iar cel drept totdeauna unul impar.
Inseamnd cd k nu existd, §i nu existd nici un
astfel de n incit cele 4n sume sia fie numere
consecutive.

—D. C. B. Marsh, A.M.M., 62 (ianuarie 1955), 42.

161. Un multiplu al lui 2™

Consideram expresia I = (J/3 + 1)*™ + (J3 —
— 1)?", Ea esle evident un numadr intreg sifiindca
(/3 —1)2™ este mai mic ca unu, I este cel mai
mic intreg, mai mare ca (J/3 + 1)™. Prin urmare:

I= (44 2)3)" + (6 —2)3m = 2"[2 +
+ V3" + (2 — Y3 = 2m 27 4 272 mim —
—1)/2 4+ ...].

— Cecil B. Read, S.M.M., 62 (noicmbrie 1962),
622,
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162. Intr-un poligon eu noui laturi

Arcul AB = 40°, deci arcul AD = 60°, ast-
fel ca triunghiul AOD este echilateral si AM
este perpendicular pe OD. Prin urmare punctele
A, M, N, O se afla pe un cerc cu diametrul

NN TN
AO. Prin urmare OMN = OAN = 30°, ca un-

ghiuri care subintind acelasi arc.
— Howard Eves, A.M.M., 63 (ianie 1956), 4123.

163. Banii de buzunar

In total sint distribuiti de 24 ori cite 10 lei.
24 = 2-12 = 3-8 = 4- 6. Dintre aceste descom-
puneri alegem doud astfel ca ¢,¢, = q2Cs sigq +

+1=g¢, 1ar ¢, = ¢, + 2. Deci, pind la urmi
se duc in excursie opt copii.

— M.M., 31 (ianuarie 1958), 217,
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164. Sumarea unei serii

Fie:

S=1+42z + 322 + 4ad + ...

AN

z 4 222 4+ 323 + ...

l—z)8S=1+ z+4+ 2> + 22+ ..=1/1 — ).
S=1(1 — z)

165. Ingridirea unui teren pitratic

\

Impértim terenul in formd de pitrat in triun-
ghiurl mérginite de cite o portiune de 10 m din
gard si de segmente radiale duse din centrul
patratului. Aceste triunghiuri au arii egale si
indltimile sint egale cu jumaitatea laturii pa-
tratului. Fiecare triunghi are suprafata, expri-
matd in ari, egald cu numdarul scindurilor de
la baza sa, adicd cu 4. Dacd notdm cu z latura
pdtratului, exprimatd in metri, avem (1/2) (z/2)-
+10 = 4- 100, de unde rezultd cd latura patra-
tului este de 160 m.
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Mai mult, daci terenul ar fi un poligon regulat
oarecare (sau un cerc), iar scindurile de 10 m
ar fi indoite in dreptul colfurilor (curbate dupa
arce), aria ar fi (1/2)- (perimetrul) - (raza cerculul
inscris), astfel cd 4p/10 = (1/2)- (p-r/100), deci
2r = 160.

— R. R. Rowe, in ,,Civil Engineering, A.S.C.E.*,
11 (ianuarie 1941), 70.

166. Numere triangulare gi pitrate impare

Avem (2n4+-1)?=4n2+b4n+1=4n(n+1)+ 1=
= 8k 4+ 1, fiindcd dintre doud numere intregi
consecutive, unul este par. Inldturarea ultimei
cifre este echivalentd cu impartirea diferentei
dintre numdirul dat si ultima cifrd, deci a lui
4n(n 4 1), cu baza, adicd cu opt,ceea ce da
n(n + 1)/2, prin urmare un numdr triangular.

— G. W. Wishard, M.M., 10 (mai 1936), 313.

167. Cercuri inscrise

Réaspunsul este: nici unul.
Raza cercului inscris intr-un triunghi este
datd de formula:

r=[p—a)p— b)p— c)/p]'?

unde

2p=a+b+ec
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Pentru fiecare triunghi din problem# se gi-
seste cd raza este egald cu 6.

Un caz rar de pereche de triunghiuri obtuz-
unghice de acest fel sint triunghiurile avind
respectiv laturile 97, 169, 122 si 97, 169, 228;
fiecare avind raza cercului inscris egald cu 30.

— Bancrof H. Brown, M.M. (mai 1956), 275—
276.

168. Un dodecagon inseris

A V2 8

Fie AB si BC o pereche de laturi adiacente
neegale. Atunci arc AB + arc BC = arc AC =
= 360°/6 = 60°, astfel cd AC =r. Aplicind teorema

SN
cosinusului in triunghiul A BC,in care A BC = 150°,
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se obtine:

AC? = (J2)2 + (24)2 — 2)/2}/24 (— V3/2) = 38.
Deci:
r=}38.

— Norman Anning, M.M., 28 (noiembrie 1954),
113.

169. O solutie a unei ecuatii diofantice

Fiindeda 2% 4 22¢ = 225 avem (28)% + (28)¢ =
= (25)57

deci: a = 256, b = 64, ¢ = 32.

— Leo Meser, M.M., 26 (septeinbrie 1952), 53.

170. Solutie antigel

Un litru de solutie veche diferd de un litru
de solutie noud (sau amestecatd) cu — 249,
in timp ce un litru din solutia pe care o addugéim
diferd de solutia noud cu + 489,. Aceasta inseanind
ca la fiecare litru din solutia addugata revin doi
litri din solutia veche. Astfel trebuie inlocuit
1/3 din continutul initial al radiatorului, deci
7 litri.

— B. E. Mitchell, M.M., 26 (ianuarie 1953), 153
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171. Maxim si minim fari derivare

Fie
22— 2z + 2 1
it ) PO
fle) = = 2[x +

1 x?
+ -1= —1
z—+1 ] 2z — 1)

Cea mai micd valoare absolutd a sumei dintre
un numdr si inversul sdu se obtine dacd numaérul
este egal cu 4 1. Deci cea mai micd valoare
absolutd a lui f(x) va fi datd pentru z — 1 =
=41, adicd z =2 sau 0. Din ultima formi
a lui f(x) se vede cd f(z) este continuu cresca-
toare pentru x> 2, continuu crescatoare si
negativd pentru x <1 si nu e definitd pen-
tru = 1.

f 1(x)

/

|
i
|
|
]
|
|
|
|
I
|
I
|
I
!
!
|
I
Vi

Prin urmare, f(z) are in punctul z = 2 un mi-
nim relativ egal cu 1 si in =0 un maxim
relativ egal cu —1.
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172. Tangente a ciaror sumi e egald cu
produsul lor

Avem 360° — 125° = 117° 4 118°. Asa ca
— tg 125° = tg (117° 4 118°) = (tg 117° +
+ tg 118°%)/(1 — tg 117°- tg 118°).

Dupi efectuarea calcuielor se obtine:

tg 117° tg 118° tg 125° = tg 117° 4 tg 118° +
+ tg 125°.
— Norman Anning, M.M. 32 (noiembrie 1958),
113.

(In general suma tangentelor Iui A, B si
(360° — A — B) este egald cu produsul lor.)

173. Cifre sterse

Din cifrele care se pot citi rezultd c¢d 3 + 1 =10
si prin urmare calculul se face in baza patru, in
care existd numai trei cifre diferite de zero.
O astfel de cifrd, inmultitd cu impdrtitorul trebuie
sd dea %1, iar o alta 3%. Insd numai 3-13 = 111,
3:-23 =201, 3-33 =231 i 2-13=32,1-33 =
= 33. Fiinded 2-13 4+ 1 <100, rezultd c&, pe
baza primei scdderi, impértitorul trebuie sd
fie 33. Prin urmare citul este 1031 si deimpérti-
tul 102 003.
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174. Tmpirfirea in doud pirti cu aceeasi arie

S& construim simetricul intregii configuratii
fatd de diametrul pe care se afla centrele semi-
cercurilor. Fiecare dintre cele doud cercuri care
se formeazd au diametrul egal cu 1/2 din dia-
metrul cercului mare §i deci aria egald cu 1/4
din aria acestui cerc. Astfel si celelalte doud por-
tiuni ale cercului mare au fiecare aria egald cu
1/4 din aria cercului exterior.

— M.DM., 34 (noiembrie 1960), 107—108.

175. Un numir care divide simetricu. siu

In orice sistem de numeratie cu baza B > 10,

2-297 < 2-300 =600 <792 <800 =
= 4-200 <4-297,

202



Prin urmare: 792 = 3-297, adicd 7B* 4
-+ 9B + 2 =3(2B? + 9B + 7), sau B? — 18B —
— 19 = 0. Neglijind rddédcina negativd a acestei
ecuatii, ne rdmine B = 19.

— D. L. Silverman, M.M., 38 (martie 1965), 124.

176. O virsti pitratica

Deoarece c#satoria este legald, rdmin numal
trei cazuri posibile:

64 10 49 13 36 9
24 6 36 9 18 9

In sfirgit, dacd ludm in consideratie si virsta
parintilor in momentul nagterii copiilor, ramine
o singurd posibilitate, cea scrisd mai sus la mij-
loc. Astfel virstele tatdlui, mamei, fiicei si fi-
ului sint respectiv 49, 36, 13 s 9.

177. Un tetraedru trecut printr-un tub

Intr-un paralelogram constind dintr-o bandi
de patru triunghiuri echilaterale, segmentele duse
paralel cu latura mai lungd au lungimea con-
stantd 2e. Dacd banda e indoitd astfel ca si for-
meze un tetraedru regulat, rezultd_ c# sectiunile
facute in tetraedru prin plane perpendiculare
pe segmentul care unegte mijloacele a doud
laturi opuse au perimetrul constant de 2e.
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Prin urmare, dacd bimediana coincide cu
axa cilindrului, tetraedrul poate fi trecut prin-
tr-un cilindru cu peretii subtiri si flex1b1h cu
circumferinta md = 2. Deci e = nd/2. In prac-
ticd ar fi indicat ca la capat cilindrul s&
fie putin mai larg, fiindcd altfel operatia ar fi
imposibil de realizat.

Dacd tetraedrul are o altd pozitie fatd de axa
cilindrului, un plan perpendicular pe axa ci-
lindrului va trece printr-un virf §1 va inter-
secta latura opusa acestui virf. Precum se vede
din suprafata desficutd din figurd, perimetrul
AEFA’ al acestei sectiuni e mai mare ca 2e.
Prin urmare tetraedrul nu poate fi trecut prin
tub in aceastd pozitie. Rezultd cd cel mai mare
tetraedru care poate fi trecut prin cilindru este
cel care are latura md/2.

— M.M., 39 (martic 1966), 113.

178. O divizibilitate cu (a—1)2
f(a, n) = a™ — n(a — 1) —a=a(a"—1) —
—nla—1)=(a—1) [a(@™ !+ a*2 + ... + 1)— n].
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Deoarece expresia din parantezele mari se
anuleazd pentru a =1, pe baza teoremei lui
Bézout rezultd cd aceastd expresie se divide
cu a — 1, deci (a — 1)% divide pe f(a, n).

179. Determinantul triunghiului lui Pascal

Pe baza regulei de aranjare, fiecare element din
tablou este egal cu suma elementului imediat
superior cu a celul aflat la stinga sa. Rezultd ca
dacd in determinantul de ordinul n a unei ma-
trici pdtratice avind o laturd pe prima linie
facem operatiile col, — col;_; pentru i = n,
rn—1,.., 2, reducem acest determinant la mi-
norul elementului siu din coltul de stinga sus*.
Dezvoltind determinantul dupd elementele pri-
mei linii §i continuind acest sir de operatii
in determinantii obtinuti, pind la urma se obtine
valoarea 1.

De exemplu:

11 11 10 0 0
3 4 5 6 31 11

6 10 15 21 6 4 5 6
10 20 35 56 10 10 15 21

11 1 1 0 0
=4 5 6|=4 11

_’1 0
1015 21| [105 6

=1.
1)

* Acest minor e de acelasi tip ca determinantul initial
(N.T.).
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Fiindcd tabloul este simetric fatd de diagc-
nala principald, demonstratia se aplicd si la
determinantii matricelor avind o laturd pe
prima coloand. In acest caz, in locul coloanelor
se vor scddea liniile.

180. Coordonate rationale

Ecuatia daté reprezinta o cubicd ; ea se compune
dintr-o dreapta si o elipsd, ceea ce se poate vedea
dacd o scriem sub forma schimbata:

(x+y—1) 222 — 2zy 4+ 292 — 2 —y — 1) =0.

Din cauza primului factor este evident ca
pentru orice valoare rationald datd lui z se poate
calcula efectiv o valoare rationald alui y si anume
valoarea y = 1 — z, satisficind ecuatia dati.

181. O constructie finita
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Fie P,, O, si R, punctele de contact ale cer-
cului inscris. Atunci PPy=00,= RRy= P'P,=
=0'0,= R'R,= P"P,. Aceasta ne aratd ci
constructia e finitd si ca P, 0, R, P',0’, R’ se
afli pe un cerc concentric cu cercul inscris.

— Howard Eves, A.M.M., 50 (iunie 1943), 391.
Dentonstratia datd se poate generaliza pentru
orice poligon cu un numar impar de laturi
avind un cerc inscris. Prin urmare, construcfia
este finitd pentru orice poligon cu un numdr
‘impar de laturi care se poate deforma, modifi-
cindu-i unghiurile dar nu si lungimea laturilor,
asifel ca laturile si devind tangente unui cerc.

182. Grupuri de numere intregi impare

Al n-lea grup contine n intregi, astfel cd nu-
maérul tuturor intregilor din primele n grupe
este de n(n + 1)/2, s1 numirul tuturor intregilor
din primele n —1 grupe este (n— H)n/2. Cele
doud multimi de numere formeazi cite o pro-
gresie aritmeticd cu ratia comund egald cu 2.
Prin urmare suma numerelor din al r-lea grup
va fi

__1_’7'(’2_“)_{2_}_{“_”:1:.1_)_1.]21_
2 2 2

1 (n—1)n (., (n—1n _
- {2+[ . 1]2}_

= n2[(n + 1)2 — (n — 1)?]/4 = nd.
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183. Sfera celor saisprezece puncte

Fie R raza sferei circumscrise §i r raza sferei
celor saisprezece puncte. Dacd tetraedrul este
regulat, atunci r = R/3. Dacd muchiile dintr-un
virf sint perpendiculare doud cite doud, atunci
r = oo (centrele cercurilor circumscrise fetelor
fiind coplanare) si R este finit. Un tetraedru
regulat poate fi deformat in mod continuu intr-un
tetraedru cu muchiile din virf perpendiculare doua
cite doud, prin urmare trebuie sd existe mdcar
o pozitie intermediard pentru care r = R/2.
Mai mult, raportul r/R poate lua orice valoare
mai mare ca 1/3.

— Howard Eves, A.M.M., 50 (iunie 1943), 389.

184. Cercuri concurente
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Fie cercurile cu centrele 0,, 0,, O, care trec
toate prin punctul 4 si se mai intersecteazd
doud cite doud, respectiv (01) cu (0,) in B, (0,)
cu (03) in C 51 (0,) cu (0,) in D. 040, 51 O 0 sint
perpendlculare respectiv. pe CA si AD, astfel

/\ AN
cil 010302 4+ CAD = 180°. In cercul (0,), ACB =
N\
= % arc AB = A0,0,(fiindcd 0,0, e mediatoarea

lui AB). In cercul (0,), ADB —;— arc AB =

N
= A0,0,. Dar punctele C, B, D sint coliniare, asa
cd trlunghlurlle ACD si AO 0, nt asemenea sl

CAD = 01AO2. Prin urmare 010302 + 01A02=
= 180°, deci patrulaterul 0,0,0,4 este inscriptibil.

— A.M.M., 72 (mai 1965), 547.

185. Un turneu de golf

Sa considerdm patru permutari de patru litere
pe care le notdm in felul urmétor: P, = (x, Y,

w), Py = (2, w, 2, ¥), Py = (w, 2,9, 7) SIP =
=(y, ¢, w, 2). . .

Fiecare jucdtor trebuie si fie repartizat odata
in aceeasi grupd cu fiecare dintre ceilalti 15, asa
cd trebuie si avem 15/3 =5 runde. O metoda
de a imparti participantii in grupe este urméatoarea:
la inceput se aranjeazd numele celor 16 partici-
panti intr-un tablou patratic. Apoi se formeazi
alte trei tablouri repetind prima coloand si apli-
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cind coloanei a doua, succesiv, permutdrile P,,
Py, P,; coloanei a treia, P, P, P,; in sfirsit,
celei de-a patra coloane P, P, P,. Astfel se
obtine:

AEIM AFKP AHJO AG LN

BFJN BELO BGIP BHKM
CGKO CHIN CFLM CE JP

DHLP DGJM DEKN DF 10

Grupurile formind primele patru runde sint date
de liniile celor patru tablouri, iar cele formind
runda a cincea de coloanele primului tablou. Li-
niile ultimelor trei tablouri reprezintd termenii
pozitivi din dezvoltarea determinantului primului
tablou.

Termenii negativi din dezvoltarea acestui deter-
minant se obtin aplicind in acelagi fel P; P,
P, coloanei a doua, P,, P,;, P, coloanei a treia
si Py, P,, P, coloanei a patra din primul tablou.
Astfel se obtine o noud impadrtire:

AEIM AHKN AFLO AGJ P
BFJN BGLM BEKP BHI O
CGKO CF 1P CGJM CELN
DHLP DE JO DHIN DIF KM

186. Numere triangulare pitratice

Dacai al n-lea numar triangular 7[n] = n(n+1)/2
este un pdtrat perfect, atunci T[4n(n+1)] =
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= 4T[n](2n+1)? este de asemenea un pdtrat per-
fect. Fiindcd primul numar triangular este 1, deci
un pitrat perfect, existd o infinitate de numere
triangulare care sint pétrate perfecte.

— A. V. Sylvester, A.M.M., 69 (februarie 1962),
168.

187. Un sistem cu trei necunoscute

Avind in vedere relatiile dintre coeficientii si
ridicinile unei ecuatii, z, ¥, z sint, evident, ra-
dacinile ecuatiei de gradul trei:

@ —6a24+11la—6 =0
dect (a — 1)(a —2)(a—3) =0
a=1, 2, 3.

Deoarece sistemul este simetric in z, y, z, cele
sase sisteme de solutii vor fi permutdrile lui 1, 2,
3 1 anume: (,y,2) = 1,2, 3), (4,3, 2), (2,1, 3),
2,3, 1), 31, 2), 3,2 1)

— D. G. Buckley, S.S.M., 40 (mai 1940), 483.

188. Un poliedru aplatizat




Poliedrul poate fi un tretraedru cu o scobitura
in formd de panad tetraedricd facutd intr-una din
muchii. Aceasta se poate vedea usor fie desenind
din nou graful, astfel ca unul din triunghiuri
sd contina toate celelalte segmente, fie privind
tetraedrul scobit printr-una din fetele care au
rdmas triunghiuri.

— Robert Connelly, A.M.M., (decembrie 1962),
1009.

189. Clasamentul echipelor de baseball

Prima operatie este de a compara rezultatul
C — P al unei echipe cu o situatie egald. Daca
C> P atunci echipa se afli in categoria superioara,
dacd C <P echipa se afld in categoria inferioara.
Apoi considerdim doud echipe A si B. Echipa
A va fi situatd inaintea echipei B daci C, > Cj
st P, Ppsau Cy = Cy i Py< Py Acumputem
ordona echipele; dubii persisté humai in pri-
vinta ordini1 relative a perechilor de echipe in-
semnate cu asterisc(*).

C P C P
* Cincinnati 49 36 St. Louis 41 45

* Los Angeles 51 38 * Chicago 41 46
San Francisco 45 38 * Houston 39 45

Philadelphia 45 39 New York 29 56
* Milwaukee 42 40
* Pittsburg 44 43

Daca CA_C + xz si P, = Pz + y, ambele
echipe fiind in categoria superioari §i z < ¥, atunci
A este inaintea lui B. Daci ambele echlpe sint
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in categoria inferioard §i z > y, atunci echipa 4
este inaintea echipei B. Astfel ordinea datd mai
sus este cea corecta.

190. Cumpirdturi dulei

Fiinded 216 = 23 - 3% =8 - 27 = 9-24, gospo-
dina a cumpdrat 24 livre.

— M.M., 33 (noiembrie 1959), 118.

191. Intersectia diagonalelor

Consideram un poligon convex cu n > 4 laturi.
Luind dintre cele r virfuri orice combinatie de
cite patru, aceste virfuri determind un patrulater
cu doud diagonale care se intersecteazd. Invers,
oricare doud diagonale ale poligonului care se in-
tersecteazd determind un patrulater format din
virfurile pe care le unesc. Prin urmare, numarul
cdutat al intersectiilor diagonalelor este egal cu
C;. Bineinteles, s-ar putea ca unele dintre aceste
intersectii s se confunde.

— Nobert Kaufman and R. H. Koch, A.AM.JM.,
54 (iunie 1947), 344.
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192. Doud triplete cu suma nuli

Din ipotezd, a + b+ c=0 si d+ e+ f=0.
Prin urmare (a+b)°> = ( — ¢)?

ad+ 0%+ ¢ = — 3ab(a + b) = 3abe.
Analog:

d?®+ e 4 f2 = — 3de(d + e) = 3def.
In sfirsit:

(@ + B + (& + & + f?) = abefdef.

— Aaron Buchman, S.S.M., 38 ({februariec 1938),
220.

193. O conditie de descompunere in factori

Fie:
flx) = 2® + 2 + 1 = 2 42327 1.

Consideram acum radécinile cubice ale unitdtii:

1, o = (— 14i)/3) /2 si w2 Tiinded a nu se d1v1de
cu3 avem sau o® = o §i 0% = w? sau o’ =
— ©? si ©® = . In ambele cazuri,

flo) = f(o?) = 1+ 04 w2 =0
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Prin urmare: (r — o) (z — 0?) = 22 + 2 + 1,
divide pe z* 4 z2* + 1.

— Howard D. Grossman, S.S.M., 45 (mai 1945),
486.

194. Rezistente legate in paralel

Fiinded z, y, z sint numere pozitive, x>z si
y>z. Fiex =z+4u siy = z+v, u,0>0. Ecuatla
1/z = 1/z 4 1]y se reduce la 52 = uv. Prin urmare,
pentru orice z este necesar numai si descom-
punem pe z%, in toate modurile posibile, in pro-
dus de douid numere intregl si pozitive usi v.

— Marian I.. Caines, N.M.M., 18 (noiembric
1944), 100.

195. Curbi de ‘ltlmgime minimi

A

X

Dacé ludm sase copii ale triunghiului considerat,
pe fiecare fiind trasatd curba care imparte aria
in doud parti egale, si alegem convenabil un virf,
le putem asambla astfel ca triunghiurile si for-
meze un hexagon, iar curbele o curbd inchisi.
Curba inchisd imparte aria hexagonului in doud
parti egale astfel incit aria din interiorul el sa
fie constantd. Prin urmare, dacd perimetrul ei
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este minim, curba este un'arc cu centrul intr-un
virf al triunghiului*.

— Leo Moser.

196. Un pétrat particular

Avem
N2 = a1a2a3b.1b2b3 “A1050, = (a,8,05)(1002001) =
= (a,a,a5)7%-11%-132%

Prin urmare a,a,a; trebuie si fie patratul unui
numir prim P diferit de 7, 11 si 13. Dar a, 0
s1 bbby <1000, asa cd 10 <P <23. Prin urmare,
P este 17 sau 19, a,a,a; = 289 sau 361 i N2 =
= 289 578 289 sau 361 722 361.

— P. N. Nagara, M.M., 24 (noiembrie 1950), 108.

197. O serie de teste

Daca diferenta de punctaj 97 — 73, egald cu
24, este raportatd la diferenta mediilor 90 — 87,
egald cu 3, rezultd cd erau 24/3 = 8 teste.

* In demonstrafic se presupune ca un fapt cunoscut ci
curba de lungime minimé care delimiteazi o arie dati este un
cerc (celebra ,problemd a Didonei“). Apoi s-a subinteles ci
curba ciutatd are capetele pe doua laturi distincte ale
iriunghiului. Considerind separat celelalte cazuri posibile,
cind curba nu taie nici o laturid sau are capetele pe o singura
laturd, se poate ardta usor ca curba ciutati e intr-adevar
cea datd in rezolvarea problemei (N.T.),

216



198. Puncte confundate intr-un patrulater

D M c
\)
/1\\\
SNV
/ \ \\
/ l \ <
P Y N
~ X o 1 N
N \ ll /
\
N
~ N\ l| //
S\
\\\l /
A N B

Mijloacele laturilor oricirui patrulater formeazi
virfurile unui paralelogram, iar diagonalele unui
paralelogram se impart reciproc in parti egale.
In patrulaterul ABCD, MQN P este un paralelo-
gram, astfel cd segmentele PQ si MN se intersec-
teazd in punctul O aflat la mijlocul fiecireia
dintre ele. In patrulaterul concav ACDB, MYN X
este un paralelogram astfel cd XY si MN se
intersecteazi tot in 0, care e mijlocul lor comun.

— Louis R. Chase, S.5.M., 31 (mai 1931), 616.

199. Fraetii ireductibile

Dacd k/n este o fractie ireductibild, atunci si
1—k/n = (n—k)[n este tot o fractie ireductibila.
Prin urmare fractiile ireductibile se pot grupa
in perechi, asa cd numdrul lor este par.

— Norman Anning, M.M., 27 (mai 1954), 284°
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200. Serviciul de ceai

Stim ca pretul de cost e mai mic decit pretul
de vinzare cu amdnuntul; asadar din preturile
zaharnitei §i al vasului pentru frigcd rezulta evi-
dent H=0. Atunci:

KOC|CKO = 672/600 = 28/25.

Prin urmare KO e un multiplu de 25, astfel
ci K=5. C este par si mai mic decit K,
astfel cd KOC =504 si CKO = 450. Prin ur-
mare pretul de cost este 450/600 = 3/4 din pre-
tul de vinzare cu aménuntul. Rezultd c& pretul
de cost al tavii este de 376,2 lei, iar al ceainicu-
lui de 683,1 lei; T trebuie s fie 9; cheia codului
in care au fost scrise preturile de cost este:

12 3 45 6 7 8 9 0
BLACKSMTITH

201. Segmente care determini un triunghi
echilateral

In triunghiul ABC avem PC[3 = PAl4t=
= PBJ5.
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\
\\l//
F

Construim un triunghi echilateral PCF astfel
ca P si F sd fie situate de o parte si de alta a
laturii AC. Unim pe A cu F si ducem perpendi-

<N\ N N
culara AE pe CP. PCB =.60° — PCA = ACF,
aga cd triunghiurile PCB s1 FCA sint egale si
AF BP = 5. Aceasta inseamna ca APF e un

trluncrhl dreptunghic, astfel ca APE = 180° —
— 60° — 90° = 30°. De aici rezultd cd AE = 2 si
EP = 2)/3. Deci

AC =|[22 + 3+ 2/3)* = |/ 25 + 123 =6,7664.
— S.S.M., 33 (aprilie 1933), 150.
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202. Restul invariant

Restul fiind mereu acelasi, impértitorul trebuie
sd fie impar. Dar 1453 — 1108 = 345; 1844 —
— 1453 = 391 2281 — 1844 = 437. Apo1 437 —
— 391 = 391 - 345 = 46 = 2- 23. Impdértitorul
cdutat este 23, fiindcd

(Nid + 1) — (Nod 4- 1) = d(N, — N,).
Restul este 4.
— M.M., 35 (ianuarie 1962), 62,

203. O permutare de noua cifre nenule

Singurele valori posibile ale lui ¢ sint 3 si 4.
Dar (64 644)% are zece cifre, asa cd singura solutie
este (27 273)2 = 743 816 529.

— Nick Farnum, S.S.M., 63 (octombrie 1963),
602.

Aceasta solutie este unicd chiar dacd nu impu-
nem condilia «b = ¢3. Mai mult, 27273 =
= 3-9091 si 9091 este cel mai mare factor
prim al tuturor numercior care sint patrate
perfecte si se scriu ca o pe: mutare a celor noua
cifre nenule.

204. Impirtire in vederea unei suprapuneri

Scopul poate fi atins dacd impdrtim unul din
triunghiuri in triunghiuri isoscele. Triunghiul
dreptunghic va fi impartit prin mediana cores-
punzitoare ipotenuzei. Un triunghi obtuzunghic
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se poate impdrti mai intii in triunghiuri drept-
unghice cu ajutorul indltimii duse pe latura
cea mai mare. Un triunghi ascutitunghic va
fi impartit in trei triunghiuri isoscele de razele
cercului circumscris care trec prin virfuri.

— Louis R. Chase, S.S.1. 30 (noicmbrie 1930),
949.

205. In sfirgit Umbugio va primi o lectie
Fieb = (¢ — 1/z)2sia = (1 — 1/z)12. Atunci
. xr=a-+b (1)
si filnded 0
bh—a=(b%— a)/(b+a)=(x—1)z=1—1/z (2)
Adunind relatiile (1) si (2) obtinem:
20 =2x2—1/z+1=0%+1, deci b =1.
Prin urmare, z — 1/z=1, 22 — 2z —1=0 si
z = (14+)5)/2. Insdi singura valoare care satis-
face ecuatia initiald este z=(1-+}5)/2.

— P. M. Anselone si Sam Cook, A.M.M., 62
(decembrie 1955), 728.
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206. Barbati cu caracteristici comune

O sutd de barbati vor avea 70 + 75 4 85 4
+ 90 = 320 dintre caracteristicile mentionate. Da-
cd distributia caracteristicilor este cea mai uni-
form& dintre toate distributiile posibile*, cel putin
doudizeci dintre ei, adicd 209, vor avea toate
cele patru caracterlstlcl. In general, in cazul a
n caracteristici vom avea:

P=2 pi — 100(n—1).

— M.M., 38 (septembric 1965), 211.

207. Un domeniu de litime constantid

* Este evident cid in acest caz numadrul barbatilor care au
patru caracteristici este minim (N.T.).
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Fie C si D punctele in care dreapta AB inter-
secteazd frontiera 5. Domeniul fiind de l&time
constanta §i egald cu 1, rezultd cd CD < 1. Fiindca
(AC + CB) 4+ (BD + DA) = 2CD, una din sumele
(AC+CB) si (BD+DA) trebuie sa fie<1.

— L.eo Moser.

208. Compararea radicalilor

In general n!<(n+1)?, fiindcd fiecare dintre
cel n factori care figureazd in numdrul sting este
mai mic ca n-+1. Prin urmare:

(r)"n!<(n)?(n+1)" sau (n!)"1<[(n+ 1)!]
Extrédgind radicalul de ordinul n(n+1) se ob’gme:
(r))* <[(n + 1) ]Ve+D,
In cazul particular considerat, n =8, se obtine:
(818 (91)rP.

209. Tetraedrul lui Fibonacci

Formula de recurenté care da numerele lui Iibo-
nacei fiind F, + F,,, = F,,, inseamné c4 trei nu-
mere ale lui Fibonacei consecutive satisfac ecuatia
Z + y = z. Prin urmare cele patru virfuri ale
tetraedrului fiind coplanare, volumul sdu este
nul.

Mai mult, cele 12 coordonate nu trebuie sa
fie termeni consecut1v1 Acelasi rezultat rdmine
valabil si in cazul cind ordonatele fiecirui virf
sint numere ale lui Fibonacci consecutive.
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210. Octaedrul regulat

a) Octaedrul regulat poate fi considerat o anti-
prismd*. Planul de sectiune taie cele sase fete
laterale ale antiprismei, care sint triunghiuri echi-
laterale. Suprafata laterald, dupé efectuarea unei
taieturi de-a lungul unei muchii, s zicem a lui
AD, poate fi desfacuta ca sa formeze un paralelo-
gram ADD'A’. Prin urmare perimetrul sectiunii
este egal cu perimetrul triunghiului de bazd si
anume cu 3e.

b) Dacd AJ = z, atunci secliunea este un he-
xagon care se poate obtine tdind cite un triunghi
echilateral de laturd z din virfurile unui triunghi
echilateral de laturd e+z. Rezultd ca laturile

* Prin antiprisma (lriunghiulara) se infelege poliedrul
avind drept baze douid triunghiuri cu lalurile necoplanare
situate in doud plane paralele, iar drept fete, triunghiuri
care se oblin unind in mod convenabil un virf al unui triunghi
cu doud virfuri ale celuilalt (N.T.).
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acestul hexagon sint egale alternativ cu z si
e — x. Aria sa este[(e + z)2 — 32?])/3/4; aceastd
arie este minimd pentru z=0 §i maxima pentru
x=e/2. Hexagonul cu arie maxim# este hexa-
gonul regulat avind virfurile situate la mijlocul
muchiilor laterale ale octaedrului. Aria sa este
3/2 din aria unel fete a octaedrului.

211. Nu poate fi un numir intreg

In succesiunea 1, 2, 3,...,n, existi un termen
unic 0, care contine factorul prim 2 la puterea
cea mai mare. Fie 2M cel mai mic multiplu
comun al succesiunii. Inmultim cu M ambii
membri ai ecuatiei S=1-+1/2+41/34 ...+ 1/n.
Fiecare termen din membrul drept va fi un intreg,
exceptind termenul M/6, care va avea numitorul
2. Deci SM nu este un intreg si prin urmare
nici S nu este intreg.

212. Trei numere intregi impare consecutive

Orice intreg se poate scrie sub forma 4k, 4k 4 1,
4k + 2 sau 4k -+ 3. Rezultd cd orice patrat este
de forma 4k sau 4k + 1 si suma a doud pitrate
poate fi de forma 4k, 4k + 1 sau 4k 4 2. Dar fie-
care al doilea intreg impar este de forma 4k--3.
Asadar nu existd nici macar doud numere intregi
impare consecutive astfel ca ambele si fie suma
a doud piatrate perfecte.
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213. 0 sumi vectoriald nulid

Fie R rezultanta tuturor vectorilor. Rotim toati
configuratia in jurul centrului O cu 2x/r radiani
astfel ca ea sd coincidd cu pozitia el initiald.
Notdm cu R’ vectorul obtinut prin rotirea cu 2nn
a vectorului R. Este evident cd R = R’, dar
cum directiile celor doi vectori sint diferite, rezul-
td cd R=R'=0.

— Richard Couchman, M.M., 26 (mai 1953),
287.

214. O elipsd care aluneci

-t e e g,
“' ~a

-
NN -

~ -
[ PSR-

Locul geometric al punctelor de unde se pot duce
tangente perpendiculare la elipsa b%2% 4 a2y? =
= a?b? este cercul director 2%+ y?=a%+4 b2 Prin
urmare centrul elipsei, care se miscd rdminind
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tangentd la doud semidrepte perpendiculare, luate
drept axe de coordonate, se afld tot timpul la
distanta (a%- b?)Y2 de origine. Distanta de la
centru pind la una din semidrepte este minimd
dacd el se afld intr-unul din punctele (a, b) sau
(b, a), astfel cd locul geometric este arcul mai mic
determinat pe cercul 224y% = a%4b2-de aceste
puncte. (Lungimea acestui arc este de

(a2 + b2 arctg [(a® — b?)/2ab)).
— Adrian Struyk, M.M., 24 (martie 1951), 231.

215. Radicali suprapusi

Expresia care trebuie calculatd fiind o sumé
infinitd, urmeazd s-o interpretdm ca limita unui
§ir a, care se obtine, de exemplu, punind zero
sub al (rn+1)-lea radical. Acest sir a, este evident
crescitor.

Fie girul b, care se obtine dacd sub al (n 4 1)-lea
radical se pune (- 3)3. Din aceastd definitie re-
zultd cd b,>a,. Pe de altd parte, pentru sirul
b, vom avea sub al n-lea radical (3n48) +
+ (n? 4 3n)(rn+4-3) = (r42)3, deci sub al (n — 1)-
lea radical (3n+5) + (r*+n—2)(n+2) = (n+1)3;
continuind acest rationament, se obtine cd sub
primul radical avem (1-+2)3 deci b, este sirul
constant 3. Rezultd cd sirul a, este méirginit si
prin urmare convergent.

Apoi
a?b'" = bgn - (n + 3)7
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sau
ay = 3[1 — (n + 3)/3"}r

si deci lim. a, = 3*.

n-—> o

216. Un friunghi pitagoreic

In sirul lui Fibonacei, F,,p = F, + F,,,, F; =1,
F, = 1. Dacd trei numere alese din acest gir in
ordine cresciatoare sint a, b, ¢, atunci c=a--b.
Inseamnd cid aceste numere nu pot reprezenta
laturile nici unui triunghi, fiinded intr-un triunghi
suma a doud laturi este totdeauna mai mare
decit latura a treia.

— Norman Miller, A .M.M., 60 (martic 1953),
191.

217. Un gol intr-o sferi

Consideram o sferd de razad k, a cérei supra-
fatd este o membrand elasticd s1 inextensibild,
avind rolul de a contine in interior un fluid,
in concordantd cu legile tensiunii superficiale®*.

* Solulia de faii corespunde variantei adaptate de noi a
problemei. Ea inlocuicste solutia propusi de Edgar Karst,
M.M., 32 (noiembrie 1959), 1969, din care imprumuili idcea
construirii sirului b, (N.T.).

** Pe baza aceslor legi suprafata unui fluid liber (in absenta
greulalii) este cca mai mica suprafatd sau poate sa includa
un volum dat; prin urmare esle o suprafata sferici (N.T.).
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Apol stripungem sfera de-a lungul unui diametru
st introducem un tub de razd wvariabila si de
Tungime constanta 2k, in asa fel ca sd nu se plarda
nimic din fluid. Dacd tubul se lateste, tensiunea
superficiald va mentine membrana sub forma unei
suprafete sferice de o razd mai mare R. Prin
urmare volumul ,verighetei“ va rdmine constant.
Prin dilatarea cilindrului, perimetrul interior al

nelului sau sferei gdurite, egal cu 2n Rz — k2
va creste, dar grosimea ei maximd, egali cu

R — VR2 — k* va scidea. Rezulti c¢i volumul
materialului rdmas dupd ce intr-o sferd de raza
R se face un gol de lungimea 2k este acelasi cu
volumul sferei de razd k, adicd 4rk3/3. Deci
volumul rémas e mdependent de raza sferei. In
particular V = 4r - 53/3 = 523,6 unitdti cubice.

)

218. Navetistul

Doud drumuri dus-intors efectuate in primul
mod dureazd 3 ore, ceea ce corespunde efectudrii
cite unui drum dus-intors intre casd si locul de
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muncd, o datd parcurs pe jos si o datd cu magina.
Prin urmare un drum, dus-intors efectuat pe jos
dureazd 3 — 1/2 = 2 1/2 ore.

219. Bazi de numeratie impari

Orice intreg se poate reprezenta in sistemul de
numeratie cu baza r sub forma ay"+a,r" 14-... 4
+a,r°. Un produs este par dacd are mécar un
factor par, in caz contrar el fiind impar. Dar
r si prin urmare r* este impar §i paritatea termeni-
lor sumei indicate este determinatd de paritatea
coeficientilor @,. Suma unor numere pare e paré,
la fel ca suma unui numér par de numere impare.
Suma unor numere pare §1 a unui numdr impar
de numere impare este impard. Prin urmare, un
numdr este impar dacd §i numai dacd intr-un
sistem de numeratie cu bazd impard el are un
numér impar de cifre impare.

— N.M.M., 12 (ianuarie 1938), 197.

220. Cilatorie pe un dodecaedru
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Dodecaedrul rombic are opt virfuri de tip 7,
in care se intilnesc trei muchii, si sase virfuri de
tip F, in care se intilnesc patru muchii. Toate
virfurile vecine unui virf de tip 7 sint de tip F si
toate cele vecine unuia de tip F sint de tip 7.
Aceasta inseamnd cd intr-o caldtorie virfurile de
tip T si F trebuie sd alterneze. Din cauzd ca
sint opt virfuri de tip T si sase de tip F nu existd
nici o succesiune alternatd a tuturor virfuri-
lor, indiferent dacd am vrea sau nu sa ne rein-
toarcem in final in punctul de plecare.

— Arthur Rosenthal, A.M.M., 53 (decembrie
1946), 593.

221. Dodecaedre rombice

Intr-un aranjament compact de cuburi egale
(care umplu spatiul), alegem alternat cuburile*
§i ducem plane prin cele sase perechi de muchii

opuse ale cuburilor alese. Toate aceste cuburi
sint taiate in sase piramide congruente avind baza
un pétrat si muchiile laterale egale cu jumaitate
din diagonala mare a cuburilor. Fiecirui cub
netdiat ii sint acum aliturate sase piramide, astfel
incit acestea, impreund cu cubul, formeazd un
dodecaedru regulat (fiecare fatd corespunzind
unei muchii a cubului).

* Aceastd ,alegere alternati“ se poate face in felul urmitor:
colorim un cub in alb, apoi toate cuburile care au o fata
comuni cu el in negru si asa mai departe — fiecare cub nou
cu culoarea opusi celei in care e colorat un cub avind o fati
comund cu el (N.T.).
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Volumul tuturor cuburilor fiind utilizat in acest
nou aranjament, dodecaedrele rombice umplu tot
spatiul.

Rezultd imediat cd volumul dodecaedrului rom-
bic este egal cu dublul rombului unui cub avind
latyra egald cu diagonala micd a unei fete.

222, Relatia de recuren{d a lui Fibonaceci

Aplicind in mod repetat relatia de recurents,
obtinem:
Fo=Fy +Fyo=Fo o+ Fo 3+ F,3-+F,y=
=Fn3 +Fpy+2F,  + 2Fn_;+ F, =
=bF, 4+ 3F,_;.

Fiinded Fy =5 rezultd cd fiecare al cincilea
numir e divizibil cu cinci.

— E. M. Sheuer, A.M.M., 67 (august 1960), 694.
(Avem 1, 1, 2, 3, §, 8, 13, 21, 34, §5, 89, 144,
233, 337, 610,...).
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223. O inmultire eripticd

Deoarece 188-8 = 1 504, primul O trebuie sd
fie mai mare ca 1. Acest O particular inmultit
cu primul E al inmultitorului este < 8, astfel cd
acest O =3 si acest £ = 2. Singurele numere
de forma 3EE care inmultite cu 2 dau o expresie
de forma EOE sint 306, 308, 326, 328, 346 si
348. Nici unul dintre aceste numere nu dau, daca
le inmultim cu 4 sau 6, un produs de forma EOEE
si numai ultimele doud, dacd le inmultim cu 8,
dau un produs de aceastd formd. Dar 346 - 28 =
= 9 688 asa incit solutia unicd este:

348
28

2784
696

9744

— W. Fitch Cheney.

224. Dreptunghiul indoit

Fie dreptunghiul ABCD avind lungimea z =
= AB = DC i litimea y = AD = BC, unde
z 2 y. S& facem pe C sd coincidd cu A si fie
PQ indoitura. Din cauza simetriei, PC = PA =
= CQ, asa ci AC e perpendicular pe PQ gi punc-
tul de intersectie O al acestor segmente] se afld
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la mijlocul lui PQ. Triunghiurile AOP si ABC
fiind asemenea, avem:

PO/|BC = AO|AB

s1

Q )

D

PQ = 2P0 =2A0-BC|AB = (y|z)- | 7*1 ¢~
— Alan Wayne, S.S.M., 64 (martie, 1964), 241.

225. Data nasterii

Un om care traieste in 1937 nu poate si fi
avut 43 de ani in anul 1849 = (43)%. Prin urmare
el a avut 44 de ani in 1936. Din conditia datd
rezulta

44 + m = d? 0 <m <13

Singura solutie intreagi e m =5 si d = 7. Omul
s-a niscut la 7 mai 1892.

— Lucille G. Mayer, N.M.M., 11 (martle 1937),
282,
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226. O ecuatie in care intervin fraectii

Dupd o micd analizd devine evident cd 0 si
a+b sint raddcini ale ecuatiei. Apoi, in general,
dacd m+n=1/m+ 1/n, atunci (m + n)(mn —
—1)=0. Prin urmare (z—a)/b+ (z — b)/a =0
sau (@ + b) x = a® + b% asa cd a treia rddicina
a ecuatiei de gradul trei este (a® 4 b%)/(a + b).

227. Un triunghi isoscel particular

Suma unghiurilor unui triunghi fiind de 180° .
/\\ /\ /\ .
rezultd cd CBA CAB=80°, CBM = 20°, deci

7\

BAN =50° = BNA(asa cd BN = AB). Ducem MR
paralel cu AB; AR intersecteazi pe BM in D.
Ducem segmentul ND. Din cauza simetriei, ABD
si DRM sint isoscele si prin urmare echilaterale.

. 2N N
Deci BD = AB = BN, asa ¢c& BDN = BND =
N N i
= 80° si NDR = 40°. Dar MRC = 80°, deci
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N N
NRD = 40° = NDR si ND = NR. Apoi, fiindci
DM = MR, NM e mediatoarea segmentului DR.

. /N
Prin urmare BMN = 60°/2 = 30°.
— M.M., 39 (septembrie 1966), 253.

228. Frunzele copacilor

Deoarece fiecare din numerele intregi nenegative
0, 1, 2,...,(n — 1) este mai mic ca n, afirmatia
este evident incorectd. Dacd insd s-ar cere ca
nici un copac sd nu fie complet lipsit de frunze,
atunci afirmatia ar fi adevarati. Multimea de
(n — 1) numere intregi si pozitive mai mici ca
n fiind 1, 2,...,(n — 1), rezultd ci al n-lea numar
fntreg si pozitiv mai mic ca n trebuie sd coincida
cu unul dintre numerele din aceastd multime.

229. O ecuatie diofantici de gradul trei

O solutie evidentd a ecuatiei este (z, y) =
= (— 1,0). In plus, 2 fiind pozitiv,  nu poate
avea nici o altd valoare negativd. Apoi putem
scrie:

BHl= (1) —2+1) = (z+ 1)z —2+
+3)(z + 1)] = 9~

Dar 0 si 2 sint singurele valori intregi si pozitive
ale lui z pentru care expresia 3/(z+1) este un
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numir intreg. Prin urmare toate solutiile ecuatiei
diferite de ( — 1,0) sint (0, + 1) si (2, 4 3)*.

230. Domenii pe o sferd

S4 presupunem cd G este graful unei astfel
de trianguldri. Daca linia de separatie care uneste
cele doud virfuri impare este eliminatd (formin-
du-se astfel un domeniu patrulater), atunci toate
virfurile grafului rezultat G’ sint pare. Prin urmare
domeniile grafului G’ se pot colora in doud culori,
rosu si negru, astfel cd doud domenii adiacente
sd aiba culori diferite. Fie r §i » numdrul domenii-
lor grafului G’ colorate respectiv in rosu §i negru.

* Trebuie si remarcdm ci, din faptul cd y? se divide cu
(x + 1) nu rezultd ci el se divide si cu (x + 1)2. O solutie
riguroasa ar fi urméatoarea. Fiinded 22 — xz + 1 = (x + 1)2 —
— 3z, sau (x + 1) si (x2 — = + 1) sint prime intre ele, sau
cel mai mare divizor comun al lor este 3. In primul caz din
ecuatie rezulta z +1 =a2 si 22— x4+ 1 =152 a, b >0
sau a® — a® + 1 — b2 = 0 deci a® = (1 + J/4b2—3)/2. Prin
urmare 4b% — 3 trcbuie si fie un patrat mai mic ca 452 si
deci 4b% — 3 < (2b — 1)% sau b < 1; singura valoare accep-
tabila pentru b este 1, prin urmare a fiind intreg, rezulti
a =1 si deci (x,y) = (0, 4+ 1).

In cazul cind cel mai mare divizor comun a lui (z + 1) si
(2 — x + 1) este 3, punem z 4+ 1 = 3k si ecuatia devine
9kV(3k% — 3k +1) = y2. Cum k i 3k — 3k + 1 sint prime
intre ele rezulti cid k =a® si 3k2 — 3k+1 =102 (@a> 0,
b > 0), deci 3a% — 3a% + 1 = b2 sau a% = (3 4+ V462 + 5)/6
deci 4b% + 5 trebuie si fie un pitrat mai mare ca 442 Prin
urmare 4b0% 4+ 5 > (2b + 1), de unde b < 1 si deci b = 1.
Rezultd a =1 si (2,y) =2, + 3), sau a =0 si (x,y) =
= (—1,0) (N.T.).
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Putem presupune cd unicul domeniu patrulater
e colorat in rosu. Prin urmare celelalte domenii
au fiecare trei laturi si deci n = [4 4 (r — 1)3]/3.
Fiindcd acest numaér nu e intreg, o triangulare
de felul celei cdutate nu exista.

J. W. Moon, A.M.M., 72 (ianuarie 1965), 81.

231. Excursia lui Henry

Calatoria a durat exact sase ore. Presupunem
cil ceasul este previzut cu un aratdtor suplimentar
care indicd ora si se deplaseazd invers fatd de
sensul normal; acest aradtdtor suplimentar face
la momentul initial un unghi de 180° cu arata-
torul orar normal. Dacd in momentul plecérii
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ardtatoarele normale coincideau, atunci, dupé exact
sase ore ardtdtorul orar normal §i cel suplimentar
isi vor schimba pozitiile si minutarul se va afla
din nou (dupid sase rotatii) in pozitia initiald,
care coincide cu pozitia ardtatorului suplimentar.

Charles Salkind, M.M., 28 (martie 1955), 241.

232. O serie de puteri
Avem:
(1 + 2)(1+ 221 + 2L + 28 = (1 — 2)[(1 —
—a®) =1 —z)(1 + 20 4 2% 4 28 + ...) =
=1— 2+ 215 — 217 4 232 — o3 | ..
— M. S. Klamkin, M.M., 29 (septembrie 1955),

53.

233. Paralele intr-un triunghi

Paralelele duse impart triunghiul intr-un numér
de triunghiuri asemenea si de paralelograme. Folo-
sind acest fapt obtinem a’/a = b,/b, a’[a = c,/c,
b’/b—cl/c, b'[b= a2/a ¢’ [e=b,/b, c/c—al/a Aceste
relatii impreund cu identitatile a’/a = a’/a, b’ [b =

239



=b'[b, ¢'[c = ¢’[c formeazd noud egalitdti pe care
adunindu-le membru cu membru obtinem

3@ fa+b' b+ c[c) = (a,+a" +
+ ag)ja + (by + b + by)[b + (¢, + ¢" 4 ¢co)[c = 3.

Prin urmare
ala4b'[b+ cfe=1.

— S.5.S., 55 (noiembrie 1955), 660.

234. O problemid de descompunere

Avem 316 = 28-11+4-8 si 8=(13 — 11) ‘4. Prin
urmare cei doi termeni sint 4-13=52 si 264.
Alte descompuneri posibile sint:

52 + 11 - 13 =195
s

264 — 1113 = 121.
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235. Preturi convenabile

In sistemul de numeratie cu baza sase avem:
12=1, 22=4, 32 =13, 42 =24 si 5% = 41.

Deci F = 1.
La fel: 112 = 121, 222 = 524, 332=2013, 44*=

= 3344, 55% = :)401 deci E = 2, prin urmare
(122)% = 15 324.

O relatie interesantd aseméndatoare este (221)
= 53 241.

236. Ce virsti are Willie?

Folosind metoda incercarilor, prietenul lui Willie
poate utiliza faptul c&, dacd a si b sint intregi
distincti si p(z) un polinom cu coeficienti intregi,
a — b divide pe p(a) — p(b). Notind ,intregul
mal mare* incercat cu NV si virsta lui Willie cu
A, obtinem cd N — 7 divide pe 8 — 77=8, 4 —
— 7 divide pe 77, A — N divide pe 8551 7 <NV <CA.
Prin urmare N poate fi 8, 9, 11, 15 si A poate
fi 14, 18, 84. Deoarece A — N divide 85, al doilea
intreg incercat trebuie sd fi fost 9 si deci Willie
are patrusprezece ani.

— D. C. B. Marsh, A.M.M., 64 (octombrie
1957), 593.

IFunctia polinomiala trebuie s fi fost de forma:
(x — T)(x — 9)(x — 14)Q(x) — 3z 4 52x— 140.
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237. O particuli accelerati

Dacd reprezentdm grafic v in functie de ¢,
aria determinatd de curbd si de axa timpului
(egald cu o unitate pétratd) este aceeasi cu cea
a unui triunghi isoscel avind ca bazd segmentul
determinat de capetele curbei si indltimea de doud
unitati. Pantele celor doud laturi ale triunghiului
sint -+ 4. Sau curba coincide cu laturile, sau o
parte a ei este in afara triunghiului. Rezulti ci
existd un punct in care panta a a curbei este in
valoare absolutd 4*.

— P.M.E.J., 1 (noiembrie 1952), 280.

* Aceasta rezulti din teorcma lui Lagrange (N.T.).
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238. Timbrele

Timbrele de 1 §i 2 lei pot fi grupate in loturi
de 12 lei, suma cheltuitd pentru cumpérarea lor
trebuind sa fie un multiplu de 5 lei, deci egald
cu 60 de lei. Prin urmare s-au cumpdrat cinci
timbre de 2 lei, 50 de timbre de 1 leu si opt timbre
de 5 lei.

— M.M., 32 (ianuarie 1959), 171.

239. Jocul cu douizeci de intrebiri

Daca cel care pune intrebérile doreste sd deter-
mine un anumit obiect dintr-o multime finita
de obiecte, metoda cea mai eficientd este ca in
fiecare etapd si intrebe dacd obiectul posedd o
proprietate care caracterizeazd exact o jumditate
din obiectele care mai intrd in discutie in etapa
respectivd. Indiferent de réspunsul primit, mul-
timea in care este incadrat obiectul se reduce
la jumé&tate. Prin aceastd metod&, cel care pune
intrebdrile poate determina prin doudzeci de in-
trebdri orice intreg pozitiv mai mic sau egal cu
2%,

Intrebarea pusi in etapa i=1, 2,...,20, poate
fi: ,Dacd numdrul e scris in baza doi, este oare
cifra de pe pozitia I egald cu 1?“ S& observim
cd dacd raspunsul este totdeauna ,nu“, atunci
numdrul scris in baza doi are 21 de cifre, prima
egald cu 1, iar urmétoarele egale cu zero. Daca
cel putin un rdspuns este ,da“, atunci numirul
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are cel mult doudzeci de cifre complet cunoscute
dupd epuizarea intrebarilor*.

— H. M. Gehman, A.M.M., 58 (ianuaric 1951),
40.

240. Sfere inscrise

Hexaedrul se compune din doud tetraedre re-
gulate alipite. Notdm cu indicii 4, 6, 8, méarimile
corespunzitoare poliedrelor regulate cu numérul
respectiv de fete. Atunci V,/Vg=1/4 (vezi ris-
punsul nr. 113). Prin urmare Vg/Vgy = 1/2. De
asemenea, suprafata hexaedrului este 6/8 din su-
prafata octaedrului, adicd S¢/Sg = 3/4. Deoarece
Ve = 1656/3 §i Vg = rgSg/3, rezultd cd rgfrg =
= (VeI Ve) (SalSe) = 2J3.

— Howard Eves, A.}M. M., 56 (decembric 1949),
693.

* Autorul solutiei presupune cunoscut ci metoda propusi
este cea optimai, ceca ce nu este un lucru elementar. In plus,
pentru a evita orice echivoc, in enunful problemci trebuie
precizat ci ceea ce se cere nu este ,cel mai mare numar caie
poate fi delerminat prin douizeci de intrebari“, ci ,cel mai
mare numar pe care il putem declermina“, odald cu toate
cele mai mici decil ¢l, prin acelasi sistem de 20 de intrebdri.
Se observid cid firi a preciza metoda nu cxista ,un“ cel mai
mare numir care se poale dctermina prin 20 de intrebéri,
fiindca pentru orice metoda data cxistd o altd mctodd prin
care putem determina eventual numere mai mari. Pentru aceas-
ta este indicat ca prima intrebare sa fie: ,Este mai mare
numairul considerat decit cel mai mare care se poate deter-
mina prin sistemul ini{ial?“ In cazul raspunsului afirmativ
ne mai ramin 19 intrebiri pentru a determina diferenta dintre
numdrul ciutat si cel mai mare numir carc se poate deler-
mina cu ajutorul primului sistem (N.T.).
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241. Discuri decupate dintr-un dise

Fie ABC un triunghi si M un punct pe latura
BC. Teorema lui Steward se exprimd prin urmi-
toarea egalitate:

AM?*-BC = AB?-MC +AC*-MB— BC-MB-MC.

Aplicind aceastd teoremd triunghiului determi-
nat de centrele cercurilor decupate si luind ca
punct intermediar centrul cercului initial, obtinem,
folosind notatiile din figura:

15(15 — x)? = 10(10 + z)2 4 5(5 + z)2 — 15-10-5.
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Ecuatia se reduce la 7002 = 3000. Prin ur-
mare, cel mai mare disc ce poate fi tdiat din
restul de placaj are raza de 30/7 ¢cm. In problems
a fost neglijatd grosimea cutitului.

— S.S.M., 59 (aprilie 1959), 326.

242. Suma péitratelor coeficientilor hinomiali

S& calculdm pe doud cdi modurile in care se
pot alege r bile dintr-o urné in care se afld n bile
rosii §i n bile negre. Obtinem prima datd C3,,
iar a doua oard

€36 + CICE + CI0T2 + . 4 C3iCh o+

+ CrCo.
Dar:
Ca=C%
Prin urmare
=25 (CH”.

— M.M., 24 (septembrie -1950), 54. (Faptul
demonstrat este echivalent cu afirmatgia ca
suma pétratelor elementelor de pe o diago-
nali de ordinul k al triunghiului lui Pascal
este egal cu elementul de ordinul &k (cel de la
mijloc) de pe diagonala 2k — 1).

243. O criptogrami de Criciun

Folosind un tabel al patratelor numerelor na-
turale se constatd usor cd ALL poate fi 100, 144,
400 sau 900 si TO poate fi 36 sau 81.
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Singurul pitrat cu patru cifre dintre care cifra
zecilor este 1, 4 sau 9 este 7396 = XMAS, deci
ALL = 900. Din cauza biunivocitdfii corespon-
dentei dintre litere si cifre, TO poate fi numai
81. Atunci MERRY este sau 35224 sau 34225,
dintre care numai ultimul este un pétrat perfect.
Astfel interpretarea numericd a felicitérii este

9 34225 7396 81 900

Dacd se renuntd la conditia ca suma cifrelor
fiecdrui cuvint sd fie un péatrat perfect, atunci
mai existd si solutia:

4 27556 3249 81 400.

244. Centre de greutate

a) Evident, centrul de greutate al arcului se
afla pe raza perpendiculard pe diametrul care-1
subintinde la distanta y de acest diametru. Rotind
arcul in jurul diametrului se genereazi o supra-
fatd sfericd: prima teoremd a lui Pappus* afirmi
cd aria suprafetel de revolu’gle generata prin roti-
rea unei curbe plane in jurul unei drepte din
planul ei care nu o intersecteazd este egald cu
produsul dintre lungimea curbei si lungimea cer-
cului descris de centrul de greutate al curbei.
Astfel:

4rr? = nr-2ny deci
y=2r|n
— M. S. Klamkin, 26 (martie, 1953), 226.

* Aceste teoreme mai sint cunoscute sub denumirea ,teore-
mele lui Guldin“ (N.T.).
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b) A doua teoremda a lui Pappus afirmd ca
volumul unui solid de revolutie obtinut prin roti-
rea unei suprafete plane in jurul unei drepte din
planul ei care nu o intersecteazi este egal cu
produsul dintre aria suprafetei si lungimea cercu-
lui descris de centrul de greutate al suprafetei.

Evident, centrul de greutate al suprafetei semi-
circulare se giseste pe raza perpendiculard pe
diametrul ei, la distanta z de acest diametru.
Prin rotirea suprafetei in jurul diametrului, se
obtine o sferd.

Astfel: 4nr3[3 = (nr?/2)(27z) deci
2 = 4r[3m.

— M. S. Klamkin, M.M., 27 (martie 1954), 227,

245. Doud ftriplete egale
Dacdi z4+y+2=a+b+c s
xyz = abe, atunci
abe(ab + be + ca — zy — yz — 2x) =
= be(z — a) (y — a) (2 — a) = ca(z — b) (y —
— b)(z — b) = ab(x — c) (y — ¢)(z —¢),
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Dacd toti factorii ultimelor trei expresii sint
nenuli, atunci una dintre expresii are toti factorii
pozitivi si alta are exact -trei factori negativi.
Deci egalitdtile nu pot sd aibd loc. Prin urmare
fiecare expresie are un factor egal cu zero; exista
deci o ordine in care tripletele z, y, z si a, b, c,
sint egale termen cu termen.

246. O sumi irationald

Exponentii termenilor formeaza sirul — 1, — 4
— 8, —13, — 19, — 26,... in asa fel incit diferenta
a doi termeni consecutivi creste cu 1. In sistemul de
numeratie cu baza sase suma seriei se scrie sub for-
ma fractiei neperiodice,.0,100 1000 10000 1000001...,

care este un numdr irational.

— David L. Silverman, M.}M., 32 (martie 1959),
229,

247. Un examen cu sase elevi

Dindu-se n elevi, probabilitatea ca primul din-
tre ei care iese la tabld si nu deranjeze pe nici
unul dintre colegii sdi este- evident 2/n. Prin
urmare probabilitatea cdutatd ca mécar unul din-
tre cel sase sd trebuie sd deranjeze unul sau
mai mul{i colegi este 1 — (2/6) (2/5) (2/4) (2/3) =
= 43/45.

— Howard Eves, A.M.M., 50 (martie 1943), 202.
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248. O constructie numai cu compasul

Fie cercul cu centrul O si de razd r. Plimbim
cu compasul raza r pe circumferintd construind
arcele egale AB, BC si CD. Atunci AD e un
diametru. Cu centrele in A si D siraza AC descriem
doud arce care se taie in E si E’. Cercul cu raza
OE si centrul in A taie cercul initial in F i G.
Atunci punctele AFDG formeaza impartirea cau-

tata.
— John A. Dyer, P.M.E.Y., 1 (aprilie 1950), 55.

(Demonstratie:
AC =rV3 = AE

OE = VAE®* — 1 =r)/2 = AF).
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249. Fondul de premii

De fapt se refin cite 50 de lei de la 950:50 = 19
persoane, prin urmare fondul era de 20-50—5 =
= 9950 de lei.

250. Salariul matematicianului curtii regale

Dupd cum se stie*, elementele oricérui patrat
magic de ordinul trei pot fi reprezentate cu aju-
torul a trei parametri esentiali, asa cum se vede
in primul dintre tablourile urmaétoare:

etz e—zr—y e+y
e—z+y e et z—y
e—yY e+ z+y e—x
e—r—Y e—y et+x—y
e—x e et+x
e— xty ety et+zty

Evident, aceste noud elemente pot fi rearan-
jate intr-un alt tablou (cel de-al doilea de mai.
sus), astfel ca fiecare linie sd fie o progresie arit-
meticd cu aceeasi ratie si, de asemenea, fiecare
coloand s fie tot o progresie aritmeticd, avind
ratiile comune. Elementul central este media arit-

* Vezi, de exemplu, B. A. Kordeski, Matematica distractivd,
Editura Tineretului, Bucuresti, 1959, p. 312 (N.T.).
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meticd a patru perechi diferite de elemente si
totodatd a tuturor elementelor patratului.

Se cere sd se formeze un pdtrat magic de ordi-
nul trei ale cirui elemente si apartind multimii
numerelor prime p, cu proprietatea ci p,+2 este
de asemenea un numir prim. In afara numerelor
3 si 5, orice element p, din aceastd multime
are ultima cifrd 9, 7 sau 1. Prin urmare e este
un numér prim care este media a doud numere
ce se termind respectiv cu 9,9 sau 7,1 sau 1,1.
Prin urmare, s examinidm primii termeni ai siru-
lui de numere prime p; cu proprietatea enuntati
mai sus. Acesti termeni sint:

3, 5, 11, 17, 29, 41, 59, 71, 101, 107, 137, 149,
179, 191, 197, 227, 239, 269, 281,....

Cea mai micd valoare a lui e care se termind
cu 9 si care este media a cel putin patru perechi
de numere prime din acest sir se determind din
relatiile:

2149 = 107 4+ 191 = 101 +197 = 71 4227 =
= 59 4 239 = 29 + 269 = 17 4 281.

(Pentru orice numir prim <149 si care se ter-
ming in 1 sau 7 existd cel mult trei numere prime
din acest sir avind aceeasi cifrd finald).

Dac# perechile gisite sint puse succesiv in
linia de mijloc a patratului format din progresii
aritmetice, gisim ci existd o singurd posibili-
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tate de a ageza convenabil celelalte trei perechi
si anume:

17 59 101

107 149 191

197 239 281
Aceasta conduce imediat la cele trei patrate

magice din problemé:

191 17 239 192 18 240 193 19 241
197 149 101 198 150 102 199 151 103
59 281 107 60 282 108 61 283 109
Salariul matematicianului este, prin urmare,
9e+9 = 9(149+41) = 1350 monede de argint.

Acest rezultat a fost obtinut pe altd cale in
A.M.M., 55 (septembrie 1948), 429. Cea mai micd
solutie, mai mare decit cea obtinutd de mnoi,
este 2088, 1392, 4809; 5442, 2730, 18; 660, 4158
3372; rezulty un salariu de 24570 monezi.

251. Impachetarea eilindrilor

Trebuie scosi doi cilindri. S& numerotdm cilin-
drii in modul indicat in figurd. Scoatem cilindrii
6 si 16.

Deplasim cilindrii 7—10 céatre stinga si in sus,
pind ajung in noua pozitie indicatd. Deplasim
cilindrii 11—15 céatre stinga. Deplasim ecilindrii
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16 X1 )16 2 Ye6) 31 )3 N NG
L7 (17 <(26 {32

2 7 12)Y17)22)27)32) 37 IO O =Cl)
0000000 3 4 Sy & ol
¢ L 1 Yo 2o el 3y
a Y s Y1a)19)24)29)3a)39 ¢ S8 <20 o< 16 <39
: 10 P20 < 30 (35 y <
5 Y10 Y 15 {20 25 Y 30) 35 {41 3 M5 {25y —1a1 }~(40)

17—20 cétre stinga si in sus i cilindrii 21—25
cidtre stinga. Cilindrii rdmasi pot fi manevrati
in diferite feluri. De exemplu: deplasim 26, 28,
29, 30 s1 31 cétre stinga, pe 32 pind ajunge aproape
in contact cu 31 i 37; pe 27 pind ajungein con-
tact cu 28 §i 32; pe 26 pind ajunge in contact
cu 21 si 22. Impingem 31 edtre stinga, pe 32
pind ajunge in contact cu 36 §i 37, pe 27 in sus,
pind ajunge in contact cu 31; pe 28, 29,30 in
sus si spre stinga; pe 33, 34, 35 in sus s§i spre
dreapta. Introducem pe 6, 16 si 41 in pozitiile
indicate in figura. '

Dacd cilindrii sint stringi unul lingd altul in
coloane alternante de cite cinci i patru, distanta
dintre axele coloanelor este de }/3/2. Lungimea
totald a pachetului de cilindri este 8(}/3/2)+1 =
= 4)/34-1 = 7,928<8, deci cilindrii pot s se de-
plaseze in timpul transportului.

252. Cateta unui triunghi pitagoreic

Teorema lui Fermat afirmd cd dacd p este
un numir prim §i m un numdr intreg care nu
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se divide cu p, atunci m?1=1(mod p). Relatia
a’ + b% = c? se poate scrie ‘sub forma:

@1 — 1)+ 1 —1)=c—2 =
= (F1—1)—1

Dacd nici unul dintre numerele a §i b nu se
divid cu 3, fiecare termen din membrul sting
al relatiei este divizibil cu 3. Dar, indiferent
dacd ¢ se divide sau nu cu 3, membrul drept
al relatiei nu se divide cu 3. Deci, pentru ca relatia
sd poatd fi adeviratd, cel putin unul dintre nu-
merele.a §i b trebuie sd se dividd cu 3*.

253. Puteri ale lui 2

In sistemul binar suma se scrie prin n cifre 1,
urmate de un zero. Adunind 2, acest numéir se
transformd in 1 urmat de n 41 zerouri. Prin
urmare suma este egald cu 271 — 2.

2b4. Aranjarea unor pifrate colorate

Existd cel putin trei modele diferite, fiecare
dintre ele avind péatratul central diferit colorat.
Putem alege in trei moduri diferite culoarea
celulei din coltul din stinga sus. Pentru fiecare
din aceste trei moduri existd doud posibilitati

* Se mai poate da o demonstratie fira a utiliza teorema lui
Fermat, observind cd dacid a nu se divide cu 3, atunci a =
= 3k £ 1 i prin urmare a® — 1 =0 (mod 3) (N.T.).
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de alegere a culorii celulei din mijloc din primul
rind §1 apoi doua moduri de a colora celula din
stinga, din rindul din mijloc. Aceste celule fiind
colorate, existd o singurd posibilitate de a alege
culorile tuturor celulelor rimase. Rezultd cd exis-
td 3-2-2=12 moduri de a colora modelul dat.
Fiecare dintre ele poate fi rotit astfel ca s coin-
cidd cu alte trei; asadar in total existd 12/4=3
modele de baza.

— Wm. H. Benson.

255. Paralelogramul impértit in doud

Teorema lui Pappus afirmd cd dacd virfurile
alternative ale unui hexagon sint situate respectiv
pe doud drepte, atunci intersectiile laturilor opuse
sint coliniare*. Dacd ADB si DC se intersecteazd

* Aceastd teoremd, cunoscutd sub denumirea de ,tcorema
lui Pascal, are urmitorul enunt general: ,laturile opuse ale
unui hexagon inscris intr-o conicii se intersecteazd in trei
puncte coliniare. Doud drepte formeazia o conicii degene-
rata“ (N.T.).
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in 7, atunci laturile opuse ale hexagonului

hl ) A\ Val : ) v . g
AEDBFCA se intersecteaza in G, I st I, care

. . . . ’ 7 ? . ?
prin urmare, sint coliniare. Orice dreapti dusa prin
punctul de intersectie / al diagonalelor unui para-
lelogram imparte paralelogramul in doud figuri
egale.

— Mannis Charosh, M. M., 38 (scplembric 1965),
252

236. Un patrat simetric

12345 N2 {54321 i deer 113 V221, Nu-
mirul obtinut prin inversarea cifrelor lui NV trebuie
sit satisfacd aceleasi inegalitati. / (mod 5)*,
deci V=0 (mod 5). Singurele numere de trei
cifre divizibile cu cinel i care satisfac inegalita-
tile de mai sus sint 113, 122, 131, 140, 145, 154,
203, 212, 221. Existd in aceastd multime o sin-
gurd pereche de numere simetrice si prin urmare
unica solulie este 221% = 53241, care ne conduce
la 15324 = (122)%

In timpul incercirilor se descoperd cd 203% =
= 42013, deci o altd permutare de cinci cifre con-
secutive.

257. O suma problematici

Fard a reduce generalitatea problemei, nume-
rele a si b pot fi considerate relativ prime si |a|>|b/|.

* In sistemul de numeralie cu baza n, un numir este divi-
zibil cu n - 1, dacd si numai daci suma cifrelor sale se divide
eu i — 1 (N.T.).
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Daca ajb--bja = k si k este inlreg, alunci a* |- b2 ==
= abk. Prin urmare b*= a(bk — «) si deci « divide
pe b% ceea ce este imposibil, cu exceptia ecazului

a= +b

258. Un patrat nesectionat

Nu se poate obtine nici un patrat neseclionat.
S& construim in patratul ‘cu latura de 6 ecm-o
retea echidistantd ducind cite cinci linii-verticale
si orizontale. Cind acoperim aceasti relea cu piese
de domino, patratul va fi nesecllonat dacd fie-
care linie dusa intersecteaza cel pulin o piesa.

Fiecare linie verticald are in stinga ei un numdr
par de pitrate ale retelel. Fiindca fiecare piesa
de domino netdiatd de aceasti Tinie. ocupd doud
patrate, jumitatile tuturor pieselor tiiate tre-
buie sd ocupe un numir par de palrate siluale
la stinga liniei. Prin urmare, orice ‘linie dusa ar
trebui sd intersecteze cel pul,.m doud piese de
domino. Nici 0 ‘piesd nu este taiatd de mai mult
de o linie, deci pentru cele zece linii avem ne-
voie de 20 de piese; avem insd la dispozitie
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numai 18. Prin urmare cel putin o linie a retelei
nu intersecteaza nici un domino.

— S. W. Golomb, ,Scientific American®, (de-
cembrie 1960), 168.

2569. Numere prime intre ele

S& notdm cu (z, y) cel mai mare divizor comun
al numerelor z si y.
Atunci:

(35,58) = (35,23) = (12,23) = (12,11) = (L,11)=1.

Prin urmare 35 si 58 sint relativ prime in
orice sistem de numeratie cu baza > 8.

— David L. Silverman, M.M., 38 (noiembrie
1965), 326.

260. Cinei numere intregi consecutive

Puterea a patra a oricirui numéir par este de
forma 4k si cea a oricdrul numdr impar e de forma
4k+1. Prin urmare suma puterilor a patra a
patru intregi consecutivi e de forma 4k+2, care
nu poate fi puterea a patra a unul numir.

261. Drum poligonal intr-o refea

Figura aratd cd in cazul V = 3 existd un drum
cu 2N — 2 = 4 segmente (trecind prin punctele
»pline*) si care are capitul in E. Inci doui
segmente care au capdtul in F (de-a lungul liniei
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punctate) sint suficiente pentru V = 4; prin com-
pletarea cu incd doud segmente care se termind
in G obtinem un drum suficient pentru N=5.
Evident, procesul de addugare adoud segmente
pentru fiecare crestere cu o unitate a lui /Vpoate
fi continuat indefinit.

— M. S. Klamkin, A.M.M., 62 (februarie 1965),
124,

262. Rezolvare in numere intregi
Multiplicind ecuatia datd cu 4 si adunind 1
in ambii membri obtinem:

hat + 4ad + b2 4T+ 1= (2y + 1)

Pentru z = — 1 rezultd y = — 1 sau y =0,
pentru z = 0 rezultd y = — 1 sau y = 0. Pentru
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=2 rezultd y= — 6 sau y = 5. Pentru r =
=1, y este fractionar.

Acestea sint toate solutiile intregi ale ecuatiei,
deoarece pentru £ << — 1 sau £>2, membrul sting
al ecuatiei este mai mare ca (2224 z)?, dar
mai mic decit (222 + x 4 1)? si deci nu poate
fi egal cu numdirul care figureazd in membrul
drept al ecuatiei §i care este un patrat perfect).

D. C. B. Marsh, A.M.M., 73 (octombrie 1966),
895.

263. Un numéir compus

g = (p1 + p,)/2 este media aritmeticd a nu-
merelor p, si p, §1 prin urmare p; <g <p,.
Dar p, si p, sint numere prime consecutive si
deci ¢ e compus.

— John D. Baum, M.M., 39 (mai 1966), 196.

264. Un sistem de patru ecuatii liniare

Schimbind pe z cu u §i y cu v in ecuatiile
(1) st (2), obtinem respectiv ecuatiile (4) si (3),
in care membrii din dreapta figureazd cu semn
schimbat. Prin urmare, u=—z §i v = — y.
Facind aceste substitutii in (1) si (2) obtinem:

—4x—|—4y= 16-
6x — 2y = — 16
8= — 16
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Deci:
r=—2, y=2, v=—2, u=2%*

265. O relatie intr-un patrulater

Dacd doud triunghiuri au aceeasi indltime, ra-
portul ariilor lor este egal cu raportul bazelor,
notind ciclic cele patru triunghiuri

A  m D _
A+B m+n C+D
A+ D D4+ A

T A+B+C+D Q

D c
Analog: _

B A4+ B c _B+C
B+ Q C+ D Q
§1

D —C+D
D+ A Q

* Solulia dati revine in fond la adunarea lui (1) cu (4) si
a lui (2) si (3) si introducerea necunoscutelor o« = = + u §i
B=y+0v (N.T.).
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Inmultind membru cu membru cele patru egali-
tdati obtinem:

(4) (B) (C) (D) = (A + B)* (B +
+ €)*(C + D)*(D + A)*/Q*

— Leon Bankoff, M.M., 38 (septembrie 1965),
248.

266. O problemi de divizibilitate

Mt nnr+1)
2n +1 2n +1

2 2
=il ]
2n +1 2 2n +1
Evident n si 2r+1 sint relativ prime. Astfel,
pentru ca f(r) s fie un intreg este necesar ca
5/(2n 4 1) sa fie intreg, ceea ce se intimpld numai
pentru n=2, 0, —1, 3. Singura valoare pozitivd
este n = 2, cind f(rn) = 4.

f(n) =

267. O ecuatie dubioasd

Pentru ca afirmatia sa fie adevirati fird a
mai introduce alte simboluri algebrice, cele doud
numere trebuie sd fie scrise in sisteme de numeratie
definite, adicd 342, = 97,. Dacd b = 10, atunci
din cauzi ci 3-42— 48 sl 3 -6 =108, rezultd a—5.
Intr-adevir, 3-52 4+ 4-5 1+ 2 = 97.
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In general daci 3a% + 4a + 2 = 9b + 7, atunci
b=(3a®+4a — 5)/9, expresie care ia valori in-
tregi numai daca a este de forma 9z+45; atunci
b=27x%2+34x2-+10. Deci existd un numdir infinit
de relatii; de exemplu 342; = 97,,, 342,,=97,,,
etc.

268. Impirtirea unui dodecagon

a) Considerind dodecagonul inscris intr-un cerc,
se observd cu usurintd cd cele noud diagonale
care pleacd dintr-un virf impart unghiul respectiv
de 150° in 10 parti egale (avind aceeasi masurd),
fiecare fiind deci egal cu 15°

) P
//
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~- 7\
/*\‘
_ 'I S~ - 5
7 U S~ P,
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I
1
1
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P ; 6
!
)
P
10 A i’
) Ps

Ducem portiunile din diagonalele P,Pg, P,P,,
p,py, P,P,,, Ps;P,, P,P,, cuprinse intre un
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virf si intersectia cu o diagonald similard plecind
dintr-un virf aldturat. Unghiurile P,P; Py, P;P, Py,
etc. sint de 60°, prin urmare am obtinut gsase
triunghiuri echilaterale. Rezultd cd virfurile aces-
tor triunghuri sint de asemenea virfurile patrate-
lor construite pe celelalte laturi (unghiurile P, PPy,
P,P,Pg etc. sint drepte).

Laturile interioare ale pétratelor formeazd un
hexagon regulat, care este impdr{it de diagona-
lele sale in sase triunghiuri echilaterale. Prin
urmare am obtinut o impdartire a dodecagonului
in 12 triunghiuri echilaterale egale si sase pa-
trate egale.

b) Unghiurile P;P,,P, si P;,P,P, au fiecare
cite 45° si deci P, Py si P,P;, sint diagonale in
acelagi pétrat. P,P,; este axd de simetrie in
hexagonul echilateral convex format prin alipirea
a doud triunghiuri echilaterale §i a unui patrat;
prin urmare P,P,; trece prin centrul pitratului,

deci este concurent in acest punct cu PPy si
p,p,,.

269. Fira radicini reale

Dacd ecuatia admite o riddicind reald, aceasta
trebuie sd fie negativd. Fie ea —y.

Dar
L—y+ 921 — ?B1 + ... +
+ y**/2n)! > € >0
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Prin urmare ecuatia nu are radicini reale.

— Joe Lipman, A.M.M.|67 (aprilie 1960), 379

270. Un cub imposibil

Daci ar24-ar+a=a?, atunci r?4-r4-1=a?. Ori-
ce cifrd a, in sistemul de numeratie in baza r,
este mai micd decit r. Prin urmare ultima egali-
tate este imposibila.

— Charles Mc Cracken Jr.,*S.S.M,, 52 (mmartie
1952), 241.



CUVINT INAINTE t.iviiiiiieriisinsnenennenes
PROBLIMI L it i et e ittt anann

Accastd primd parle a cdartii oferd cititorutui
probleme ce admit solulii neobisnuite, selectate
din colectia de 16 000 de probleme a aulorului.
Mulle din ele sint originale. In rezolvarea pro-
blemelor intervin noliuni elemenltare de .aritme-
ticd, algetrd, geomelrie pland si in spafiu, trigo-
nomelrie, teoria numerclor, analizd matematicd.
In acelasi timp, gdsim diferite divertismente male-
malice : criplograme, pdlrale magice-ete. Intenfio-
nat nu s-a fdacul nici o separare a problemclor pe
domenii ale matematicii, iar problemele mai ugoare
.au fost inlercalate printre cele mai dificile.

SOLUTII

Solutiile delaliale ale problemelor au fostarar-
Jate in aceeasi ordine ca si enunfurile. Sint date
aici cele mai bune solulii gdsite de aulor.
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