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PREFAŢA 

Această carte se adresează studenţilor de la institutele de 
învăţămînt superior tehnic şi cadrelor didactice de specialitate. 
De asemenea ea mai poate fi folosită şi de către studenţii şi cadre
le didactice de la alte forme de învăţămînt superior, materialul 
eonţinînd algebră liniară, geometrie analitică, geometrie dife
renţială şi ecuaţii diferenţiale. 

Algebra liniară este expusă în cinci capitole (Recapitulare — 
matrice şi determinanţi, 8paţii vectoriale, Transformări li
niare, Valori şi vectori proprii, Forme biliniare şi pătratice). 
Prin acestea se ating problemele de bază ale teoriei elementare 
•a spaţiilor vectoriale, care au aplicaţii relativ imediate în dis
ciplinele ce se predau viitorilor ingineri. Punctul de vedere accep
tat în prezentarea noţiunilor decurge din experienţa căpătată de 
autori în orele de curs şi seminar şi reflectă opinia materialelor 
bibliografice de referinţă, inclusiv a cursului de Analiză matema-
maiică care se predă în paralel. Informaţia este prelucrată cores
punzător nivelului anului întîi de facultate. 

Geometria analitică în E3 cuprinde şase capitole (Vectori li
beri, Dreapta şi planul în spaţiu, Schimbări de repere carteziene, 
Conice, Cuadrice, Coordonate polare şi semipolare). Prin conţi
nutul acestor capitole se acoperă necesarul de noţiuni de geometrie 
-analitică pentru viitorii ingineri, iar varianta de prezentare pune 
în evidenţă că vectorii liberi constituie un bun model-instrument 
atît pentru partea de geometrie cît şi pentru mecanică, fizică etc. 
Conicele şi cuadricele sînt privite ca mulţimi de nivel constant, 
fapt familiar celorlalţi specialişti care concură la formarea ingi
nerilor. Reducerea la forma canonică a ecuaţiei unei conice sau 
cuadrice este expusă atît cu ajutorul roto-translaţiilor cît şi cu 
metoda valorilor şi a vectorilor proprii procurată de teoria forme
lor pătratice. 

Geometria diferenţială este prezentată în patru capitole (No
ţiuni introductive, Curbe, Suprafeţe, Algebră şi analiză tenso-
rială). Pentru o cît mai mare apropiere de Analiza matematică 
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conceptele sînt expuse direct pe IR", modelul standard de spaţiu 
euclidian (în special cazul n= 3). De asemenea se scoate în 
evidenţă că geometria diferenţială elementară modernă foloseşte 
cu precădere conceptele de vector legat şi cel de cîmp vectorial,. 
instrumente de lucru accesibile la nivelul anului întîi de facultate. 
Avîndu-se în vedere formaţia unui viitor inginer, în primele trei 
capitole se insistă cu precădere pe introducerea riguroasă a noţiu
nilor, pe aspectele locale şi globale ale teoriei curbelor şi suprafe
ţelor, pe elementele intrinseci ale unei curbe sau unei suprafeţe 
şi pe formule de calcul. în capitolul al patrulea se expun elemen
tele de bază, introductive, ale algebrei şi analizei tensoriale, într-o' 
variantă care garantează generalitatea si aplicabilitatea concep 
telor. 

Ecuaţiile diferenţiale sînt expuse în cinci capitole (Ecuaţii 
diferenţiale de ordinul întîi, Probleme şi metode de rezolvare, Ecu
aţii diferenţiale liniare, Sisteme diferenţiale liniare de ordinul întîi,, 
Linii şi hiper•suprafeţe de cîmp). Modelul de prezentare este 
relativ propriu, coerent cu restul lucrării. Se insistă atît pe intro
ducerea riguroasă a conceptelor cît şi pe metodologia de calcul, toate: 
prezentate pe fondul de liniaritate specific cazurilor mai frecvente 
şi mai bine cunoscute. 

în toată lucrarea exemplele şi problemele care însoţesc textul de 
bază asigură o bună funcţionalitate şi garantează aprofundarea 
noţiunilor. Unele dintre acestea au conţinut pur matematic, altele 
sînt împrumutate din disciplinele aplicate. Terminologia şi 
notaţiile au fost selectate cu grijă pentru a se ocoli dificultăţile de-
înţelegere ce ţin mai mult de formă decît de conţinut. 

Sîntem îndatoraţi autorilor citaţi în bibliografie, profesorilor? 
colegilor, studenţilor şi familiilor noastre care ne-au influenţat 
modul de a gîndi şi ne-au ajutat la realizarea acestei lucrări. 

martie 1982 Autori* 
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1 
ALGEBRĂ LINIARĂ 

C a p i t O 1 11 1 1 

RECAPITULARE: MATRICE SI DETERMINANŢI 

1.1. Fie'JOTfW = UUJ)\ i = 1, 2 , . . ., m ; j = 1, 2 , . . ., n}. Orice funcţie A definită pe Im^ 
şi cu valori într-un inel se numeşte matrice de tip m X n. Valorile A(i, j ) = a ^ se numesc elementele 
matricei şi tradiţional ele sînt dispuse într-un tabel dreptunghiular cu m linii şi n coloane 

A = 

O matrice de tipul m X n se mai numeşte şi matrice dreptunghiulară şi prescurtat se notează 
prin A _== [a^.]. 

O matrice de tipul m x l s e numeşte matrice (vector) coloană, iar o matrice de tipul î X n 
se numeşte matrice (vector) linie. Dacă m = n9 a tunci matricea A se numeşte pâtraticâ, iar 
n se numeşte ordinul matricei. 

1.2. Matricea care se obţine din A prin schimbarea liniilor în coloane (sau a coloanelor în* 
îinii) se numeşte transpusa lui A şi se notează cu tA. 

1.3. Fie IK unul dintre cîmpurile [R sau (£ , iar ^ „ ^ „ ( K ) mulţimea matriceîor de tipul mxn> 
cu elemente din DC. Adunarea matriceîor şi respectiv înmulţirea cu scalari se definesc ca la 
funcţi i ; dacă A = [ais] şi B = [bzj] aparţin lui Jimxn(W), atunci A + J5 = [ a 0 + £ 0 ] şi 
respectiv kA = [A'cra], A*e IK. 

Adunarea matriceîor are proprietăţile 

A + B = B + A, 

(A + JB) + C = A + (J3 + C), 

A + O = A, 

A + (— A) •= O, 

unde O este matricea zero, iar — A este opusa lui A. 
Precizare. în cele ce urmează matricele au elemente din EK. 

1.4. Dacă A = [a^] este o matrice de tipul m x n, iar B = [bjk] este o matrice de tipuî 
n x p, atunci prin produsul celor două matrice se înţelege matricea 

AB • [*J * > * 
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de tipul m x p. înmulţirea matricelor are proprietăţile 

(AB)C = A(BC), 

A(B + C) = AB + AC, 

(B + C)D = BD + CD. 

Matricele X şi Y cu proprietatea XY = YX vor fi numite comutabile. 
Produsul dintre un scalar şi o matrice are proprietăţile : 

IA = A, 

(kl)A = k(lA), 

(k + l)A = kA + IA, 

k(A + B) = kA + kB. 

1.5. O matrice pătrat ică A pentru care A = tA(A = — fA) se numeşte simetrică (antisi-
metrică). Orice matrice pătratică poate fi scrisă în mod unic ca suma dintre o matrice simetrică 
şi o matrice antisimetrică. 

1.6. O matrice pătratică A = [atl] care are proprietăţile a{j = 0, i =£ j şi 3 /aşa ca au ¥= 0 
se numeşte matrice diagonală. O matrice diagonală în care afl <=» 1, l = 1, 2 , - . . , n, se numeşte 
matrice unitate şi se notează cu I. Avem IA = AI = A. 

1.7. O matrice pătratică care satisface condiţia fAA — I se numeşte matrice ortogonală. 

1.8. Dacă A este o matrice pătrat ică, atunci puterile naturale ale lui A se definesc inductiv : 

A" = I, An = A 4 * - l pentru n = 1, 2 , . . . 

1.9. Fie mulţimea Jn = {%> a 2 , . . . , a B } . O aplicaţie bijectivă c : Jn—• J„se numeşte permutare 
a mulţimii J „ şi se notează prin 

/(*! <x2 . . . <xn \ 

\ a ( a i ) c(a2) . . . <j(an)/ 

Signatura unei permutări a se defineşte prin 

dacă a este o permutare pară 

dacă 0 este o permutare impară. 

1.10. Simbolul lui Kronecker, 

K; 
8j.= {:; 

dacă i = j 

dacă i # j . 

• m}, 1.11. Presupunem că indicii i1; i 2 , . . . , in şi J l s J2»- • ->Jn iau valori din mulţimea {1, 2, 
unde m ^ n. Definim simbolul lui Kronecker generalizat: 

0, dacă întregii (ix, i 2 , . . . , iB) sau (j'i, j ' a , . . . , jn) nu sînt distincţi , 

0, dacă întregii (ilt i2 , . . . , in) şi (Jltjit. ••, jn) sînt distincţi dar mulţimile 
{(,, i 2 , . . . , iB} şi 0'j.,j8> . .- , . /„} nu sînt egale 

u ; i . ; 2 . . . J„ ea, dacă întregii (fj.,fa,..., in) şi (jlt j 2 , • • •, J„) sînt distincţi, iar mulţimile 
{î'l> h '»} Şi UvJv -'In) s î n t e§ a , e> u n d e 

\Jl Jî---JnJ 
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1.12. Cu ajutorul simbolului lui Kronecker generalizat se defineşte simbolul e: 

B*A—'» = 8 ' i W » , e , , . = si[2.. .», 
1!.. .»' hh-.Jn hh,.in 

şi se constată că 

1.13. Fie A = [ati] ° matrice pătratică cu elemente din cîmpul DC (numere reale sau com 
plexe). Elementul din K definit prin 

n 
d e t A = Yi -JA-Jnali1

a212---anin 

se numeşte determinantul matricei A şi tradiţional se notează prin | at • | sau 

« 1 1 

« 2 1 

ani 

«12 • 

"22 • 

a « 2 • 

• "w 

• ° 2 » 

• ann 

Vectorii [atl, ai2,. .., ain], i ~ 1, 2,..., n, poartă numele de liniile determinantului, iar 
vectorii t{a1j, a%i ,..., anj] j = 1, 2 , . . ., n poartă numele de coloanele determinantului. 

Numărul n se numeşte ordinul determinantului. 

1.14. Dacă A este o matrice pătratică şi tA este transpusa sa, a tunc i det A = det SA. De 
aceea orice proprietate referitoare la liniile unui determinant este adevărată şi pentru coloane. 

1.15. (1) Dacă elementele unei linii (coloane) sînt respectiv sume de cîte doi termeni, atunci 
determinantul se descompune într-o sumă de doi determinanţi. 

(2) Dacă elementele unei linii (coloane) se multiplică cu i e DC> atunci determinantul se mul
tiplică cu t. în general det (IA) = i"det A, unde n este ordinul lui A şi ts DC. 

(3) Dacă într-un determinant se schimbă două linii (coloane) între ele, atunci se schimbă 
şi semnul determinantului. 

Consecinţe: (i) Un determinant este nul dacă: are două linii (coloane) egale sau are două 
linii (coloane) proporţionale sau una din linii (coloane) este o combinaţie liniară de alte linii 
(coloane), (ii) Valoarea unui determinant nu se schimbă dacă : schimbăm liniile în coloane de 
acelaşi ordin sau la elementele unei linii (coloane) adăugăm combinaţii liniare formate cu ele
mentele din celelalte linii (coloane). 

1.16. {Dezvoltările lui Laplace). Fie determinantul |ay| de ordinul n a taşat matricei 
A = [au]. 

Determinantul de ordinul n — 1 care se obţine suprimînd linia i şi coloana j din | at, | se 
numeşte minorul elementului ai} şi se notează cu minor ati. Numărul cof atj = (—1){+> minor 
•atj se numeşte complementul algebric sau cofactorul elementului at,. 

Avem 
n n 

£ «pi C0Î %l = $V1 d e t A- £ "KP C ° f Q*« = S3>9 d £ t A-
Z = l A = l 

1.17. Matricele pătratice A pentru care det A ^ 0 (det A = 0) se numesc nesingulare (sin
gulare). 

1.18. Fie A o matrice pătratică. Matricea A - 1 care satisface condiţiile AA~* = A~XA =>= / se 
numeşte inversa lui A. 
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O matrice pătratică A posedă o inversă dacă şi mimai dacă det A j* 0. Această inversă se 
poate determina astfel : se calculează det A ^t 0 ; se face transpusa, tA, şi reciproca A + 

(•= matricea ale cărei elemente sînt cofactorii elementelor lui ( A ) ; A'1 = A+ . 
det A 

Inversa unei matrice are proprietăţile : 

(*A)_1 = ' (A - 1 ) , ( A - 1 ) - 1 = A, 

(kA)'1 = A"1 , unde k e K — { 0 } , 

k 

(AB)'1 = J3_ 1A - 1 . 

Cu ajutorul inversei se definesc puterile întregi, negative, ale unei matrice nesingulare : 

A~n = (A"1)", n = 1, 2 , . . . 

1.19. Fie A = [a(j] o matrice de tipul m x n şi p un număr natural ^ min {m, n}. Prin 
suprimarea în matricea A a (m — p) linii şi (n — p) coloane, se obţine o matrice pătratică de 
ordinul p al cărui determinant se numeşte minor de ordinul p al matricei A. 

Dacă A posedă un minor nenul de ordinul p, iar toţi minorii de ordinul p + 1 sînt nuli sau 
nu există, atunci numărul p se numeşte rangul lui A. Rezultă : 

rang A = rang (A, 

rang AB ^ min (rang A, rang B), 

iar dacă B este o matrice pătratică nesingulară, atunci 

rang AB = rang BA = rang A. 

1.20. Fie A = [a(j] o matrice de tipul m x n. Următoarele operaţii se numesc transformări 
elementare. 

(1) Schimbarea a două linii (coloane) între ele. 
(2) înmulţirea elementelor unei linii (coloane) cu un număr nenul. 
(3) Adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor corespondente din altă linie 

(coloană) înmulţite cu acelaşi număr nenul. 
Matricele obţinute din A prin transformări elementare au acelaşi rang ca şi matricea A. 

Mai mult, în cazul în care A este o matrice pătratică nesingulară, inversa A - 1 poate fi obţinută 
cu ajutorul transformărilor elementare. 

1.21. Fie A = [atj] o matrice de numere reale sau complexe, de tipul m x n, şi blf b2,. . . 
..., bm nişte numere reale sau complexe date. O mulţime de ecuaţii de forma 

« 
(*) Yi afiX} = b*' I = 1 , 2 , . . . , m, 

; = 1 

se numeşte sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute x,. Printr-o soluţie a sistemului se înţelege 
orice n-uplu (xv x2,..., xn) care verifică toate ecuaţiile sistemului. Matricea A se numeşte 
matricea coeficienţilor sistemului. 
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Fie B = *[bv bit. . ., bn] şi X = t[xl, x2 , . . . , xn]. Sistemul (*) este echivalent cu ecuaţia 
matricială (**) AX = B. Matricea [A | B] se numeşte matricea extinsă a sistemului. 

1.22. Sistemul (*) este compatibil dacă şi numai dacă rang A = rang [A | B]. 
Dacă A este o matrice pătratică nesingulară, atunci (**) are soluţia X = A~XB. 

C a p i t o l u l 2 

SPAŢII VECTORIALE 

§ 1. Grupuri 

un Prin structură algebrică înţelegem o mulţime pe care s-au definit ..._ 
număr finit de legi de compoziţie şi de relaţii împreună cu proprietăţile 
lor. O lege de compoziţie poate fi o operaţie binară, trinară, . . . , w-ară. 

Dependenţa structurilor algebrice cele mai des folosite este ilustrată 
schematic astfel 

Suigrup 

înainte de a defini spaţiul vectorial — structură algebrică ce ne pro
punem să o studiem în acest capitol — reamintim prin definiţii şi exemple 
noţiunile de grup şi cîmp. 

Fie G o mulţime nevidă. O funcţie definită pe G x G şi cu valori în G 
se numeşte operaţie binară pe G. O operaţie binară pe G se notează cu *, 
valoarea ei se notează cu gx*g2 şi se citeşte „gx compus cu gr2". 

1.1. Definiţie. 0 mulţime G împreună cu o operaţie binară * pe <? 
care satisface condiţiile: 

(1) v 9» 92i 9s e #> 9i*(92*9s) = (9i*9z)*9a, 
(2) 3 e e G, V geG, e*g = g*e = g, 

(3) V g e Q, 3 g' e G, g*g' = g'*g = e 

se numeşte grup. 
Un grup se notează fie prin (G, *), fie mai scurt prin G, caz în care opera

ţia binară se subînţelege din context. 
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Dacă Vg ,̂ g2 e G, gx*g2 = g2*gx, atunci grupul G se numeşte comutativ 
{dbelian). 

Elementul e care satisface (2) se dovedeşte a fi unic şi se numeşte efe
meri neutru; elementul g' care satisface (3) se dovedeşte a fi unic deter
minat de g şi se numeşte simetricul lui g. 

Dacă * este o „adunare", grupul aditiv se notează (G, + ) ; atunci e se 
notează cu 0 şi se numeşte zero, iar g' se notează cu —g şi se numeşte 
opusul lui g. Diferenţa g1 — g2 se defineşte ca fiind suma g1 + (—#2)-

Dacă * este o „înmulţire", grupul multiplicativ se notează (G, •);atunci 
e se notează cu 1 şi se numeşte unitate, iar g' se notează cu g~1 şi se numeşte 
inversul lui g. 

Exemple. Concretizînd mulţimea G şi specificînd operaţia binară obţinem grupuri particulare. 
Astfel pentru următoarele exemple se pot verifica uşor axiomele de grup 

i) ( R , + ) ; 

2) « Q \ { 0 } , • ) ; 

3) (G, *) , unde G est e mulţimea matricelor 

r. :i u a -:}• iar * înmulţirea matricelor ; 

4) mulţimea bijecţiilor definite pe A şi cu valori în A formează un grup în raport cu 
compunerea funcţiilor. 

1.2. Definiţie. Fie (G, *) un grup, O submulţime nevidă H a lui G se 
numeşte subgrup al lui G dacă Vgrx, g2 e H, gx*g2 e H. 

Interpretând definiţia putem spune că H este un subgrup al grupului 
G, *) dacă şi numai dacă H este grup în raport cu *. 

Exemplu. Fie G = [ R \ { 0 } şi * înmulţirea obişnuită. Se verifică uşor că (1) numerele ra ţ io 
nale formează un subgrup, (2) numerele reale pozitive formează un subgrup, (3) numerele i ra
ţionale nu formează un subgrup. 

1.3. Definiţie. Fie (G1} *) şi (G2, °) două grupuri. 0 funcţie (p:G1->Gz 
care satisface 9 (^1*^2)= <p(fl,i)°<p(flr2)> ^ 9v 92 € $1 se numeşte Jiomomorfism. 
Un Jiomomorfism bijectiv se numeşte izomorfism. 

De cele mai multe ori grupurile izomorfe se identifică. 
Dacă Gt — G2 şi * = o, atunci în loc de homomorfism spunem endo-

morfism, iar în loc de izomorfism spunem automorfism. 

Exemplu. Grupul Cayley (grup finit cu şase elemente) 

E 
A 
B 
C 
D 
F 

E 

E 
A 
B 
C 
D 
F 

A 

A 
E 
F 
D 
C 
B 

B 

B 
D 
E 
F 
A 
C 

C 

C 
F 
D 
E 
B 
A 

D 

D 
B 
C 
A 
F 
E 

F 

F 
C 
A 
B 
E 
D 
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1 2 3 

este izomorf cu grupul permutărilor a trei obiecte (grupul simetric S3), 

3^ 

3> 

,1 2 3 

' 1 2 3 

v2 1 3 

şi cu grupul următoarelor matrice 

, A-

, -D-

1 2 3 

1 3 2 

1 2 3 

2 3 1 

B-

, F-

1 2 

3 2 

1 2 

3 1 

' \ 0" 

0 1 
, A-s-

"— 1 0" 

0 1 
, B-> 

1 

2 

o 

K3" 

1 
2 

2 

2 

1 
~~2~ 

D-

1 

2 

2 

1 

ir 

1 
2 

E 
2 

2 

1 
~~2~ 

(operaţia binară este înmulţirea matricelor). Pe de altă parte există un homomorfism de ia 
grupul Cayley la grupul ({—1, 1},-) şi anume 

E A B C D F 
4' *r V 4" "ir 4-

1 — 1 — 1 - 1 1 l 

Compunînd acest homomorfism cu izomorfismul dintre S3 şi grupul Cayley se obţine homomor-
^ismul care asociază fiecărei permutări signatura sa. 

1.4. Definiţie. O mulţimea împreună cu două aplicaţii ale lui DC X DC 
î« DC., numite respectiv adunare şi înmulţire, care satisfac condiţiile : 

(1) adunarea determină pe DC o structură de grup comutativ, 
(2) înmulţirea determină pe DC — {0} o structură de grup, 
(3) înmulţirea este distributivă faţă de adunare, se numeşte corp. Un corp 

pentru care şi înmulţirea este comutativă se numeşte cîmp {corp comu
tativ). 

Un cîmp se notează (K ; + , .) sau mai simplu DC. 
Exemplu. Tripletele «£} ; + , . ) , (fJR ; + , . ) , ( ( £ ; + , .) sînt cîmpuri ; operaţiile de adunare 

şi înmulţire sînt cele obişnuite. 

Precizare. î n cele ce urmează vom folosi în special cîmpul numerelor 
reale R şi cîmpul numerelor complexe C-

§ 2. Spaţii vectoriale 
Spaţiul vectorial este una dintre cele mai importante structuri mate

matice care serveşte şi disciplinelor aplicate. 
Această structură constă dintr-un grup aditiv comutativ V, un cîmp 

DC şi o „înmulţire" definită pe DC x V cu valori în F care satisface patru 
axiome. 

2-c . 625 33 17 



Notaţiile pentru elementele lui F, respectiv K, vor fi potrivite con
textului. 

2.1. Definiţie. Mulţimea V se numeşte spaţiu vectorial peste cîmpul fl( 
dacă admite 

(1) o structură de grup comutativ, notată aditiv, 
(v, w) -> v -\-w; 

(2) o funcţie / : K x F -> F, f{k, v) = kv, astfel încît V k, l e K, V v, w e V 
•să avem: 

Iv = v, 
h{lv) = (kl)v, 

- (k + l)v = fey + lv, 
k(v -\- w) = kv -f- kw. 

Un spaţiu vectorial se notează fie prin tripletul (V, DC,/), fie pe scurt 
prin F. Elementele lui F se numesc vectori, elementele lui (K se numesc 
scalari, iar aplicaţia / se numeşte înmulţirea cu scalari. 

Un spaţiu vectorial peste cîmpul numerelor reale [R se numeşte spaţiu 
vectorial real. Un spaţiu vectorial peste cîmpul numerelor complexe (£ 
se numeşte spaţiu vectorial complex. Acestea sînt cele două situaţii întîlnite 
mai frecvent în disciplinele aplicate, motiv pentru care noi ne vom referi 
numai la ele. De aceea ori de cîte ori scriem simplu „spaţiu vectorial" 
subînţelegem că el poate fi real sau complex. 

Să prezentăm acum cîteva consecinţe directe ale definiţiei spaţiului 
vectorial, consecinţe care constituie punctele de sprijin ale tehnicii calcula
torii elementare. 

2.2. Teoremă. Dacă V este un spaţiu vectorial peste cîmpul DC, atunci 
V « e F ş i V/seK au loc următoarele proprietăţi: 

(i) Ov = 0, 
(ii) IcO = 0, 
(iii) (-l)v == — v. 
Demonstraţie, (i) Avem v -f- Ov = (ţinem seama de axioma (2)x), lv + 

-]* 0» = (vezi axioma (2)3), (1 + 0)v = (DC este un grup aditiv), lv = 
(axioma (2)x), v. Deoarece F este un grup, elementul neutru este unic şi 
deci relaţia v + 0-u = v implică Ov = 0. 

(ii) şi (iii) se demonstrează analog. 
Pornind de la consecinţele anterioare se pot justifica şi relaţiile : 
—(kv) = (—k)v = k(-v), 
(k — l)v = kv + (—l)v = kv -fc (—lv) = kv — lv, 
k(v — w) = k\v + (—l)w] = kv + (—k)w = kv + (—kw) = kv — kw, 

Vjfr, Z e DC şi V v, w s F. Drept urmare, adunarea şi scăderea elementelor 
din F, precum şi înmulţirea cu scalari au formal proprietăţile transfor
mărilor echivalente de la expresiile algebrice elementare. 

Alcătuim tabelul 1 pentru a exemplifica spaţii vectoriale mai des întîl
nite. Precizăm mulţimile F şi DC, adunarea din F şi înmulţirea cu scalari, 
iar verificarea axiomelor o lăsăm pe seama cititorului. 
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Tabelul 1 

Mulfimea V Cimpui IK Adunarea din V înmulţirea cu scalari 

IK K Adunarea din IK - V înmulţirea In K 

mulţimea 
numerelor complexe 

mulfimea 
numerelor 

reale 

Adunarea din C 
înmulţirea dintre un 
număr real şi un 
număr complex 

Kn*K*g(x--xi 
n factori K 

X - (Xi, Xz, • • •, Xn j 

y=(y1,y2,---,y„} 
x=y^xryt 

x*y-(xf*y1, xz+y2,-,xn*yn) 
O'(0,0, •'•'•'• O)originea luiKn 

X- ( Xj, X2 > •••> Xnj 

XX - {KXJjKXn,''',tCj.pl 

Denumire - spafiul vectorial arifmefic cu n dimensiuni 

V3 R 

v~w au aceeaşi 
direcţie, sens, lungime 

Denumire • spafiul vectorial al vectorilor liberi 

•0-v 

mxn ' " 1 
mulfimea mafricelor 
de tipul mxn cu ele-
menfe din cîmpul IK 

Denumire •• spafiul vectorial al mafricelor de fipul mxn 

Adunarea mafricelor 
Inmulfirea dintre un 
scalar si o matrice 

Mulfimea 
soIufiilor unui sistem 
liniar omogen de m 
ecuaţii cu n necunos
cute', cu coeficienţi 
din ff< 

Adunarea din K', 

n = numărul 
necunoscutelor 

X — f Xp X2; • • • , 37. 

KX =[KXi, A^V? * - - ,Xx \ 

Denumire • spafiul vectorial al soluţiilor sistemului îânx!=Q; i=1,2,-,m 
' M J J 

K Adunarea funcţiilor S = mulţime ne vidă 
W = spa'fiu vecforial 

peste cîmpul K 
Denumire • spafiul vectorial de fu ne fii 

înmulţirea unei 
funcţii cu un scalar 

Mulfimea solufiilor 
unei ecuaţii diferenfi-
ale ordinare, liniara şi 
omogenă 

Adunarea funcţiilor Inmulfirea unei 
funcţii 'cu un scalar 
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§ 3. Subspaţii vectoriale 

Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul DC. 

3.1. Definiţie. O submulţime nevidă W a lui V se numeşte subspaţiu 
vectorial al lui V dacă 

(1) V«, v e W, u + v e W 

(2) VfceK, VueW, JCUBW. 

Aceste condiţii pot fi înlocuite prin condiţia echivalentă 

V«, v e W, V Ic, l € K, Teu + Iv e W. 

De asemenea. întrucît adunarea şi înmulţirea cu scalari sînt restricţii 
la W ale operaţiilor de pe V, perechea {W, K) satisface toate axiomele 
spaţiului vectorial. Prin urmare putem da o definiţie echivalentă, aceea 
că W este un subspaţiu vectorial al lui V dacă şi numai dacă W este un 
spaţiu vectorial peste IK în raport cu operaţiile din V. 

Exemple. 1) Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K . Mulţimile {0} şi V sînt subspaţii 
vectoriale ale lui V. Acestea se numesc subspaţii improprii; oricare alt subspaţiu al lui V se 
numeşte propriu. 

2) Mulţimea n-uplurilor de forma (0, x2 , . . ., xn) este un subspaţiu vectorial al lui [}("• 
3) Mulţimea funcţiilor impare şi mulţimea funcţiilor pare sînt respectiv subspaţii ale spa

ţiului vectorial real al funcţiilor reale definite pe (—a, a). 

3.2. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi S o submulţime 
nevidă a sa. Un vector v e V de forma 

p 
v = Yi ^ivii unde vf e S, 7c, € IK, 

se numeşte combinaţie liniară finită de elemente din S. 
3.3. Teoremă. Dacă S este o submulţime nevidă a lui V, atunci 

mulţimea tuturor combinaţiilor liniare finite de elemente din S este un 
subspaţiu vectorial al lui V. 

Acest subspaţiu se numeşte subspaţiul generat de submulţimea S sau 
acoperirea liniară a lui S şi se notează cu L(S). Dacă S este mulţimea vidă, 
atunci prin definiţie L(S) = {0}. 

Demonstraţie. Suma a două combinaţii liniare finite de elemente din S 
este o combinaţie liniară finită de elemente din S. Produsul dintre un 
scalar k e K şi o combinaţie liniară finită de elemente din S este o combina
ţie liniară finită de elemente din S. 

Evident diferite submulţimi de vectori din V pot să genereze acelaşi 
( t t2 tn 1 

subspaţiu. De exemplu mulţimile {l,t,t2, . . ., tn], îl, —•> —> • • • > — l , 
1 1 ! 2 ! ni) 

{1,(1 — t), (1 — t)2, . . . , (1 — t)n} generează spaţiul vectorial al funcţiilor 
polinomiale care au cel mult gradul n, iar mulţimile {1, t, t2, ..., tn, ...}, 
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l i , ~ , ~ , . . . , S - , ...), { 1 , ( 1 - * ) , (l-t)2, . . . , ( 1 - * ) " , - . . } gene-
[ 1 ! 2 ! w! J 

Tează spaţiul vectorial al tuturor funcţiilor polinomiale. 
3.4. Teoremă. Dacă Wx şi W2 sînt două subspatii ale spaţiului vectorial 

V, atunci 
(1) mulţimea Wr + Wz = {v = % + i?2 j ^j e Wv v2e W2}, numită suma 

•dintre W1 şi W2, este un subspaţiu vectorial al lui V • 
(2) intersecţia Wx n W2

 es*e u n subspaţiu vectorial al lui V; 
(3) reuniunea Wt u W2 nu este un subspaţiu vectorial al lui V. 
Demonstraţie. (1) Fie u,ve W± + W2, adică u = % + «2> ^ = % + «2» 

unde %, «! e W1 şi «2, -»2 6 W2. Deoarece ux + % e W^ şi «2 + «2 G 1F2, 
rezultă că vectorul u + v — (% -f %) + (w2 + u2) aparţine lui Wx + W2. 

Fie fc e K. Deoarece kut e W^ şi fc«2 e JF2 rezultă că vectorul fc«=(&%)-f-(7cw2) 
aparţine hii Wx + W2. 

(2) Fie u,ve W1 (1 Wz. Eezultă u,veWx şi «, v e TF2. Dar P ^ şi W2 
sînt subspatii vectoriale. Deci V7i;, l e K , 7cw, + Z-»eW1 şi lcu + lveWz, 
adică &« + Iv e Wx n W2. 

(3) Fie % 6 W^ şi % £ ţf2, «2 $ Wx şi «2 E PF2. Eezultă % + «2 $ Wv 
vx + v2 ţ W2 şi deci % + »2 £ Wx U W2. 

Exemplu. Fie subspaţlile W Şi U generate respectiv de vectorii w1 = (1,5), » 2
 = (—2, —10), 

w3 = (3,15) şi Ui = (—1, —4), u2 = (—1,2), u3 = (2,0). Să se construiască subspaţiile 
W + U şi W n LT-

Soluţie. Subspaţiul sumă Wr + U este acoperirea liniară a vectorilor u>j, w2, !j>8, uv u2 u3, 
adică w6 W + (J este de forma 

v = /^roj + l-2w2 + k3w3 + ktut + /c5u2 + /c6i;3. 

Subspaţiul W n U conţine acei vectori pentru care 

a1w1 + a2i»2 + cc3w3 = ^ + P2u2 + (33u3. 

Folosind operaţiile cu vectori obţinem sistemul 

«i — 2a2 + 3a3 = — fa — p2 + 2 ^ 

5a t — 10 a2 + 15 <xs = — 4 & + 2[32. 

întrucît rangul matricei sistemului este unu, conform teoremei Iui Roche, compatibilitatea 
este asigurată de anularea determinantului caracteristic fa + 7(32 — 10 (33 = 0. Obţinem fa= 
= — 7X + 10 [X, [32 = X, (33 = ţi, X, fxG [R. Atunci (—7X + 10 u.) ux + Xu2 + [xu3 = (6X — 8 jx, 
30X — 40 [i)e PF n U ; x, t^e R . 

3.5. Teoremă. Fie Wx şi W2 două subspatii vectoriale şi e e PFX + PF2. 
Descompunerea « = % + «a este unică dacă şi numai dacă W^n ^2=10}. 

Demonstraţie. Fie v = % + v2 = «î + «â- Deoarece %, ui e Wj şi u2, «2 e PF2 
vectorul «=%—«I=,y2~i;2 este conţinut în Wx p, W2. De aceea W1 n PF2={0 
implică % = »{, «2 = «2> adică unicitatea descompunerii. 
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Eeciproc, unicitatea implică W1 n W2 — {0}, deoarece în caz contrar 
orice vector nenul weW1f]W2 ar avea cel puţin două descompuneri 
w = w+ 0 = 0+w. 

3.6. Definiţie. Fie Wx şi W2 două subspaţii vectoriale ale lui V. Dacă 
Wx n W2 = {0}, atunci suma Wx + W2 se numeşte sumă directă şi se 
notează cu Wx ® W2. Dacă în plus Wx ® W2 = V, atunci Wx şi W2 se 
numesc subspaţii suplimentare. 

Exemplu. Subspaţiul funcţiilor pare şi respectiv impare sînt suplimentare în spaţiul vec
torial real al funcţiilor reale definite pe (—a, a) întrucît intersecţia conţine numai funcţia zero 

1 1 
şi f (x) = [f(x) + f(—x)]-\ . [f(x) — f (—x)], V x<= (— a, a), V f adică orice funcţie 

2 2 
f: (—a, a ) - * IR este suma dintre o funcţie pară şi una impară. 

Evident noţiunile de sumă şi sumă directă se pot extinde la cazul unui 
număr finit de subspaţii vectoriale. 

§ 4. Dependenţă şi independenţă liniară 

Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul DC si S o submultime de elemente 
din V. 

4.1. Definiţie. Mulţimea S se numeşte liniar dependentă dacă există 
o mulţime finită de elemente distincte din S, să zicem vv v2, .. ., vp şi scalarii 

p 
lcx, Jc2, ..., Tcv cel puţin unul diferit de zero, astfel încît V ktvt — 0. 

» = i 

Mulţimea S se zice liniar independentă dacă nu este liniar dependentă, adică dacă pentru 
P 

orice alegere a elementelor vteS şi a scalarilor kt e DC, relaţia V k^ţ = 0 implică A'1 = A-
2 = 

= . . . = / S = 0. 

Facem observaţia că mulţimea 8 poate fi o mulţime finită sau infinită. 
De asemenea subliniem şi faptul că deşi liniar dependenţa şi liniar inde
pendenţa sînt proprietăţi specifice unor mulţimi de vectori, adeseori se 
vorbeşte direct despre vectori liniar dependenţi, respectiv vectori liniar 
independenţi. 

Exemple. 
1) {o| VytQj este liniar independentă ; {0} este liniar dependentă. 
2) Dacă 0 e S, atunci S este liniar dependentă. Dacă în S există un vector care se poate ex

prima ca un multiplu scalar al unui alt vector, atunci S este liniar dependentă. 
3) Fie Pj(/) = e£, v2(t) = e~(, v3(t)=sh.t. Deoarece e ' — e.~*—2 shi = 0, mulţimea [vx, v2, v3} 

este liniar dependentă. 

4.2. Teoremă. Fie S = {vx, v2, ..., «„}<=V o mulţime liniar indepen
dentă şi L(S) acoperirea liniară a lui S. Orice mulţime de p+1 elemente 
din L(S) este liniar dependentă. 

Demonstraţie. Fie wt = S\ ai3Vj, i = l,2, . . .,p + 1 vectori arbitrari 

care aparţin lui L(S). Eelaţia fc^ + Tc2w2 + ... +JcP+1w1>+1 = 0 conduce 
p /p+i \ . , . . . _ 

l a £ I £ ^i(lil \Vl = ° ş i î n t r u c î t VJ>3 = 1> 2> • • • >P s m t u m a r mdepen-
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•denţi obţinem \axi + k2a2j + • • • + fcj»+i«j>+ii = 0, j = 1, 2, . . . , p . Acest 
sistem omogen cu p ecuaţii şi p + 1 necunoscute admite şi soluţii ne
banale. Prin urmare wi sînt liniar dependenţi. 

§ 5. Bază şi dimensiune 

Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K. 
5.1. Definiţie. O mulţime B de vectori din V se numeşte bază pentru V 

•dacă B este liniar independentă şi generează pe V. 
Utilizînd axioma alegerii se poate demonstra că orice spaţiu vectorial 

diferit de {0} admite o bază [21]. 
Spaţiul vectorial V se numeşte finit dimensional dacă are o bază finită 

sau dacă V = {0}. în caz contrar V se numeşte infinit dimensional. 
5.2. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial finit dimensional. Oricare 

două baze ale lui V au acelaşi număr de elemente. 
Demonstraţie. Fie B şi B' două baze ale lui V. Fie n numărul elemente

lor din B şi n' numărul elementelor din B'. Dacă B este independentă şi 
generează spaţiul V, teorema 4.2 (orice mulţime formată din n + 1 vectori 
este dependentă) implică n' ^ n. Acelaşi raţionament pentru mulţimea 
B' conduce la n < n'; deci n = n'. 

Teorema 5.2 justifică următoarea definiţie : 

„ , .,. TT in. dacă V voseăă o bază formată din n elemente numărul dim V = \ 
[0, dacăV = {0} 

se numeşte dimensiunea lui V. Un spaţiu vectorial cu dimensiunea n se 
numeşte n-ăimensional şi se notează cu Vn. 

Exemple. Fie K * spaţiul vectorial aritmetic. Vectorii e1 = (1 , 0, 0, . ..., 0), e2 = (0, 1, 0, . . .,0) 
,..., en— ( 0 , 0 , . . . , 0,1) determină o bază JB={e1, e2 , . . ., en). Să arătăm că B este independentă ; 
relaţia k^ + fc2e2 + . . . + knen = 0 este echivalentă cu (kx, k2,..., kn) = (0, 0, 0), adică 
*i = ^2 = • - . = A„ = 0. Pe de altă parte V x 6 DC™, avem x = ( x 1 ; x2 , . . ., x j = xxex + x2e2+ 
+ • • • + x

n
en> ^ e c i B generează pe V. 

2) Spaţiul vectorial [K?JX] a l tuturor polinoamelor de grad ^ n are dimensiunea n + 1. 
într-adevăr observăm că B = { 1 , X1, X 2 , . . ., X"} este independentă, k0 + kxX + k2X2 + ... 
. . . + fcm-XK=0 => A'0 = /Cj = k3 = ... = kn = 0 şi orice polinom de grad ^ n este o combi
naţie liniară finită de elemente din JB. 

3) Spaţiul vectorial ^ m x n ( K ) al matricelor dreptunghiulare are dimensiunea mn. O 
bază este mulţimea B — {Ei}, 1 < i 4, m, 1 < j < n}, Ei} fiind matricea care are elementul 
1 la intersecţia liniei i cu coloana j , celelalte elemente fiind nule. 

4) Fie V un spaţiu vectorial complex. Spaţiul vectorial real K F care coincide cu V ca grup 
aditiv şi în care înmulţirea cu un număr real este definită ca în V se numeşte trecerea tn real 
a lui V. 

în particular, prin trecerea în real a spaţiului n-dimensional (£* se obţine spaţiul real de 
dimensiune 2n, notat K(E™ = [R2n. Baza { ev e 2 , . . . , en, iev i e 2 , . . . , \en) din E ( £ n provine din tre
cerea în real a bazei {ex, e2, . . . , en] din <£". 

5) Fie K [ X ] spaţiul vectorial al tuturor polinoamelor în nedeterminata X. Polinoamele 
1, X, X2,..., Xn, .. . constituie o bază a lui DC[X] şi deci dim K [ X ] = oo. 
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5.3. Teoremă. Pentru orice spaţiu vectorial «--dimensional Vn sînt 
adevărate următoarele afirmaţii: 

1) O mulţime de vectori liniar independenţi din Vn este o submulţime 
a unei baze din Vn. 

2) Orice mulţime formată din n vectori liniar independenţi este o bază 
a lui Vn. 

Demonstraţie. 1) Dacă S = {%, v2, . . ., vv} este o mulţime liniar inde
pendentă din Vn, atunci sau L(S) =^Vn, şi deci S este o bază, sau L(S) 
este o submulţime proprie a lui Vn. î n al doilea caz există v e Vn — L(S) 
astfel încît S' = {vv v2, . . . , vv, v} este independentă. 

Dacă L(S') = Vn, atunci S' este o bază ce conţine pe S, iar dacă L(S') 
este o submulţime proprie a lui Vn, atunci se reia raţionamentul făcut 
pentru S. Eepetînd raţionamentul trebuie să ajungem la o bază, după un 
număr finit de paşi, întrucât dimensiunea spaţiului este finită. 

în concluzie, mulţimea S poate fi prelungită sau completată pînă la o 
bază din Vn. 

2) Fie S o submulţime liniar independentă care conţine n vectori 
din Vn. Prima parte a teoremei arată că S este o submulţime a unei 
baze B a lui Vn, iar teorema 5.2 arată că baza B trebuie să aibă n elemente. 
Deci S = B. 

Spaţiile vectoriale finit dimensionale au un profit deosebit de pe urma 
prezenţei bazelor întrucît în acest caz există posibilitatea introducerii şi 
utilizării coordonatelor fără a se ieşi din contextul combinaţiilor liniare 
finite specific algebrei vectoriale. Precizăm însă că explicitarea teoriei 
coordonatelor impune în mod necesar ordonarea elementelor unei baze 
şi de aceea, în cele ce urmează, printr-o bază într-un spaţiu vectorial finit 
dimensional se va înţelege o mulţime finită, ordonată, liniar independentă, 
care generează spaţiul respectiv. 

Fie Vn un spaţiu vectorial «-dimensional şi fie B = {e±, e2, . . . , en} o 
bază în acest spaţiu. 

5.4. Teoremă. Orice vector veVn admite o exprimare unică de forma 
n 

v = £ XiCi (numită descompunerea lui v după vectorii bazei). 
»=i 

Demonstraţie. Deoarece V = L(B), orice vector veV poate fi scris ca 
n 

o combinaţie liniară de vectorii bazei, adică v = V â e». 
n 

Presupunem că vectorul v ar admite şi o altă exprimare v = £ x'iei-
j = i 

n 

Prin scădere obţinem 0 = V (%i — x'()et. întrucît vectorii et sînt liniar 
»=i 

independenţi, din definiţia 4.1 rezultă xt — x\ = 0, i = 1,2, ..., n sau 
xt = oo'i, i = 1,2, . . . , n. 

Numerele xt se numesc coordonatele vectorului v în raport cu baza By 
iar bijecţia/ : Vn -> DC" definită prin v -> (x±, xz, ..., x„) se numeşte sistem 
de coordonate pe Vn. 

Uneori vom prefera identificarea v = (xx, x%, ..., x„); în acest caz 
Jcv = (kxx, kx2, ..., Jcx„) şi dacă w — (yv y2, • •., yn) atunci v + w — 
= (®i + Vv, os2 + y2, ..., xn + yn)-
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5.5. Teoremă. Dacă W şi U sînt două subspatii ale spaţiului vectorial 
Vn, atunci 

dim W + dim U = dim (W + U) + dim(TF n U). 

Verificăm valabilitatea acestei teoreme pentru subspaţiile date în 
exemplul teoremei 3.4. 

Dimensiunea subspaţiului W -\- U coincide eu rangul matricei 

- 2 3 
-10 15 

- l 
-4 

- l 2 
2 0 

Obţinem dim (W +U) = 2. 
Un vector oarecare din subspaţiul W f) U s-a găsit ca fiind de forma 

(6X — 8(x, 30X — 40», X, p.£ R, 'astfel încît dim(Wn U) = 1. întrucît 
dim W = 1, dim [7 = 2, teorema 5.5 se verifică. 

Fie Vn un spaţiu vectorial raportat la baza B = {%, e2, ..., e„). Dacă 
v1; v2, . . ., vP e Vn, atunci 

vi — H anet> v-2 = S a4ae<' 
i = l t = l 

Acestor relaţii li se ataşează matricea 

' > "p — £ j Clipei-

A = 

*»2 

numită matricea de trecere de la vectorii ex, e2, ..., en la vectorii vx, v2, ... 
..., vP. Evident, vectorii %, v2, .".., v^ pot fi identificaţi cu coloanele ma
tricei A. De asemenea se ştie că rang A — rang'J.. 

5.6. Teoremă. Eangul matricei A este egal cu numărul maxim al vec
torilor coloană liniar independenţi. 

Demonstraţie. Ipoteza rang A = r, adică 

D = 
Hr 

ar\ 

5*0, 

implică liniar independenţa vectorilor coloană v±, 
unde r < l < p, şi determinanţii 

., vr. Fie coloana i\, 

D, , i = l , 2 , 

»n • 
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Fiecare dintre aceşti determinanţi este nul deoarece pentru i <; r, Dir 
are două linii identice, iar pentru i > r, ordinul lui Dt este mai mare decît r. 
Dezvoltînd pe Dt după ultima linie găsim 

atlAx + . . . + airAr + anD = 0, 

adică 
r ^ 

«n = Yi ^JaHi ^ = ~n ' ^ = 1' 2, . . ., n. 

r 

Aceste relaţii scalare sînt echivalente cu relaţia vectorială vt = y_ hvir 

r <l ^p, adică cu faptul că fiecare coloană vt este o combinaţie liniară. 
de primele r coloane ale matricei A. 

5.7. Consecinţă. Fie B = {e1} e2, ..., en} o bază a lui V„. Mulţimea. 
B' = \e'j — Yi cueii J = 1; • • • > n\ e s t e ° altă bază a lui Vn dacă şi numai 

dacă det [ci3] ^ 0. 
Schimbarea bazei. Fie B = {ev e2, ..., en} şi B' = {e[, e'2, . . . , e'n} două. 

baze distincte în spaţiul vectorial Vn. Notăm cu C = [%] matricea pă-
tratică ale cărei coloane sînt coordonatele vectorilor bazei B' în raport 
cu baza B, adică matricea de trecere de la baza B la baza B'. 

Fie Xi respectiv x'(, i = 1,2, .. .,n coordonatele aceluiaşi vector v 
n 

în raport cu baza B respectiv B'. Prin urmare v = ]£ Xiet respectiv v = 
i = l 

= ^ a^ej. Prelucrăm ultima relaţie, v = Yi x'i\Yi c"e* r £ I Yi°ilX'} r** 
n 

Eezultă Xi~ V Cijx'j, i = 1,2, ..., n. Aceste relaţii caracterizează trans-
formarea coordonatelor la o schimbare a bazei; matriceal se scrie X=CX'r 
unde X, X' sînt matricele coloană X = ' [%, #2, . . . , xn\, respectiv X' — 
= L^l) #2> • • • 5 ^KJ-

Spaţii vectoriale izomorfe. Fie F şi W două spaţii vectoriale peste cîmpul 
K. O aplicaţie 3~: V ~> W care satisface condiţiile 

£T(u + v) = ST{%) + 3T(v), Vu,veV 

ăr(ku) = kăr{u), V u e V, V fc e K 

se numeşte transformare liniară. 

5.8. Definiţie. O transformare liniară bijectivâ se numeşte izomorfism. 
Un sistem de coordonate pe V„ este un izomorfism canonic între Vn 

şi K». 
5.9. Teoremă. Două spaţii vectoriale V şi W peste cîmpul DC, de dimen

siuni finite, sînt izomorfe dacă şi numai dacă au aceeaşi dimensiune. 
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Demonstraţie. Presupunem că Vn şi Wm sînt izomorfe, adică există o 
transformare liniară bijectivă $~: Vn -> Wm. Evident 3T(0) = 0. Fie 
B={e1,e2,..., en} o bază a lui Vn. Mulţimea J'(B)={^'(e1),^'(e2),.. .,3T(en)}c 
<=Wm este liniar independentă, fapt dovedit de următorul sir de impli
caţii : fc^fo) 4- k2y(e2)+... +knF(en) = 0 => ̂ ( 7 ^ + fc2e2 + . . . +&„eB) = 
= 0 => &!% + k2e2 + .. . + 7t"„ere = 0 => kx = k2 = . . . = kn = 0. Pe de altă 
parte V w e Wm, 3 » = J ^ e FK astfel încît "̂(®) = w. Eezultă w = 

n 
= ^] xiST(e^) şi deci ^~(B) generează pe Wm, adică % = m. 

Eeciproc, fie Vn şi Wn. TJtilizînd sistemele de coordonate / : Vn -> K", 
g : Wn -*• Km, găsim că ^" = # - 1 of: Vn -> Wn este un izomorfism. 

§ 6. Spaţii vectoriale euclidiene 

Adăugăm la structura de spaţiu vectorial o nouă noţiune, aceea de 
produs scalar, cu ajutorul căreia putem defini lungimile, unghiurile, orto-
gonalitatea etc. 

6.1. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial complex. O aplicaţie (,) definită 
pe V x V şi cu valori în (£, care are proprietăţile : 

(v, w) = (w, v) 

(u, v -\-w) = (u, v) + (u, w) 

k(v, w) = (kv, w) 

(v, /y)>0 ; (v, v) = 0 -** v = 0, 

u, v, io e V, k £ (£, se numeşte produs scalar pe V. 
Axiomele precedente au următoarele consecinţe imediate : 

(v, kw) = Tc(v, w), 

(u -\- v, w) = (u, io) + (v, w). 

6.2. Teoremă. Dacă spaţiul vectorial complex V este dotat cu un 
produs scalar, atunci este satisfăcută inegalitatea Cauchy-Schwarz 

\{v,w)r < (v,v){w,w), 

cu egalitate dacă şi numai dacă v şi w sînt liniar dependenţi. 
Demonstraţie. Dacă v = 0 sau w = 0, demonstraţia este banală. Presu

punem că vectorii v şi w sînt nenuli şi notăm z — kv + ho, unde k şi Z 
sînt numere complexe pe care le vom preciza ulterior. Proprietăţile pro
dusului scalar implică O<(2,0) = (kv + Iw, kv + lw) = kk(v, v) + kl(v, w) + 
+ kl(w, v) + lî(w, w), eu egalitate dacă şi numai dacă z = 0. 
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Fie k — (w, w) > O; Te = k deoarece k este real. Prin simplificare cu k, 
inegalitatea precedentă devine 

(w, w) (v, v) + l(v, w)+l(v, w) + lî > 0. 

Fie l = —(v,w) şi deci l = —(v,w) — —(w, v). Inegalitatea devine 

(w, w){v, v) > (v, w)(w, v) == | (v, w) |2. 

Dacă V este un spaţiu vectorial real, atunci în definiţia precedentă <£ 
se înlocuieşte cu \R, axioma (v, w) = {w, v) se înlocuieşte cu (v, w) = (w, v), 
consecinţa (», kw) = k(v, w) devine (v, kw) = k(v, w), iar inegalitatea 
Oauchy-Schwarz se scrie (v, w)2 < (v, v)(w, w). 

6.3. Definiţie. Un spaţiu vectorial {real sau complex) pe care s-a definit 
un produs scalar se numeşte spaţiu vectorial euclidian (real sau complex). 

Exemple de spaţii vectoriale euclidiene canonice. 1) Fie x = (xv x2,..., xn) şi y = (jgv y2, • • • 
,ya) doi vectori oarecare din spaţiul vectorial aritmetic [Jţ". Funcţia reală definită prin 

(x, y) = xtyx + xiyî+ ... + xnyn 

este un produs scalar pe [Rn-
2) Analog ( £ " este un spaţiu vectorial euclidian în raport cu 

(x, y) = x ^ + x2î/2 + . • • + xnyn. 

3) Spaţiul vectorial real al tuturor funcţiilor cu valori reale, continue pe un interval [a, b]> 
este un spaţiu euclidian real in raport cu aplicaţia definită prin 

b 

(f,g)=y(x)cj(x)<ix. 
a 

6.4. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial euclidian. Funcţia || ||: V -> [R+ 
definită prin ||»|| = ^(v, v) este o normă pe V, adică satisface relaţiile 

\\v\\ > 0 pentru v # 0 , j|0|| = 0, 

Ilfct'H = \k\ \\v\l, k = scalar 

||» + w\\ < ||«|| + ||w|| (inegalitatea triunghiului). 

Norma din această teoremă se numeşte norma euclidiană. 
Demonstraţie. Presupunem că V este un spaţiu vectorial complex. 

Inegalitatea (v, v) > 0 implică \\v\\ ^ 0, cu egalitate dacă şi numai dacă v 
este vectorul nul. De asemenea pentru k e <£, şi v e V găsim \\kv\\ = 
= Y(kv, kv) = ][kîc(v, v) = Y\k\2(v,v) = \k\Y(v, v) = \k\ \\v\\, adică şi a 
doua proprietate este satisfăcută. Proprietatea a treia se demonstrează 
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ţinînd seama că (v, w) + (v, w) = 2 Be(«, w) < 2| («, «;) | şi folosind inegali
tatea Cauchy-Scbwarz transcrisă în forma \(v,w)\ <,\\v\\\\w\\. într-ade
văr, ||« -f w\\2 = ( î - f « , « + » ) = («, «) + («, «') + («,«?)+(«?, M>)< | |« | | 2 + 
+ 2||«||||w|| + ||«|1a = (B»|| + ll«'l|)2. 

Primele două proprietăţi ale normei asigură că orice element v din V 
poate fi scris în forma v = \\v\\e, unde ||e|| = 1. Vectorul e cu proprietatea 
||e|| = l se numeşte versor. Evident, versorul asociat unui vector nenul 
este e = v. 

IMI 
Fie V un spaţiu vectorial euclidian real. Pe submulţimea V — {0},. 

inegalitatea Cauchy-Sclrwarz, \(v, w)\ < [|«? || ||«*? |j, se transcrie 

_ x < Jv»)_ < 1 ; 
iMIIMI 

Această observaţie justifică următoarea definiţie. 
6.5. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial euclidian real şi v, w doi vectori 

nenuli din V. Numărul 8 e [0, TC] definit de egalitatea 

cos 6 — —— 
|| «Ml «Ml 

se numeşte unghiul dintre v şi w. 
Denumiri. Un spaţiu vectorial dotat cu o normă se numeşte spaţiu 

vectorial normat. Un spaţiu vectorial normat în care norma provine dintr-un 
produs scalar se numeşte spaţiu prehttbertian. Un spaţiu prehilbertian 
complet (în sensul că orice şir Cauchy de elemente din spaţiu este un şir 
convergent) se numeşte spaţiu Hilbert. 

6.6. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial normat. Funcţia reală definită. 
prin ă(u, v) — \\u — «|| este o distanţă (metrică) pe V, adică satisface-
relaţiile 

d(u, v) > 0 j d(u, v) == 0 <*• u = v, 

d(w, v) = d(«, u) 

ă(u, v) < ă(u, w) + ă(tv, v), V t t , i i , »e V. 

Demonstraţia este simplă şi o lăsăm drept temă pentru cititori. Dacă 
norma este euclidiană, atunci distanţa definită cu ajutorul ei se numeşte 
distanţă euclidiană. 

în general o mulţime oarecare înzestrată cu o funcţie distanţă (metrică) 
se numeşte spaţiu metric. Teorema 6.6 arată că orice spaţiu vectorial nor
mat este un spaţiu metric. 

Exemplu. Fie P 2 spaţiu] vectorial real al funcţiilor polinomiale reale de grad cel mult doi 
înzestrat cu produsul scalar ( , ) : P 2 x P 2 - > [R definit prin (p, q)=aob0 + 2a1b1 -f a2b2, p(x) = 
= Og + axx + a2xs, q(x) = b0 + bxx + b2x2. 
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în acest spaţiu se consideră vectorii px(x) = 2 + i + 5a;2, p2(x) = 2 + x — a;2, p3(x) = 
= 4 + x -j- 5x2, p4(x) = 3 + 3x + 5x2 şi se cere să se găsească un vector p 0 echidistant 

acestora ; să se calculeze această distanţă. 
Soluţie. Fie p0(x) = ca + q x + c2x2 ; coeficienţii c0, c1( c2 se stabilesc din egalităţile 

15 
lift — Poli = IIPg — Poli = llPs — Poli =ÎPi — Poli; obţinem c0 = 3, cx = , c2 = 2. 

Distanţa cerută este d=||p1—p0ll=l/'(Pi—Po> Pi—Po) = / (2—3)2 + 2 J l - j +(5—2) 2 

3 ]/" «T 
1T ' ~2 

§ 7. Ortogonalitate 

Ortogonalitatea este una dintre cele mai importante relaţii dintre vec
torii unui spaţiu vectorial euclidian. 

7.1. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial euclidian. Doi vectori din V 
•se numesc ortogonali dacă produsul lor scalar este nul. O submulţime S <= V 
se numeşte ortogonală dacă vectorii săi sînt ortogonali doi cîte doi, adică 
(v, w) = 0, V», w e S, v =£ w. O mulţime ortogonală se numeşte ortonormată 
dacă fiecare element al său are norma egală cu unitatea. 

7.2. Teoremă. Orice mulţime ortogonală dintr-un spaţiu vectorial 
euclidian V formată din elemente nenule este liniar independentă. Dacă 
dim V = n, atunci orice mulţime ortogonală care conţine n elemente 
nenule este o bază a lui V. 

Demonstraţie. Fie S c V — {0} o mulţime ortogonală, iar fc^ + k&z + 
+ . . . + kpOp o oarecare combinaţie liniară finită de elemente din S. 
-ipoteza fc,^ + kzv2 + . . . + kPvp = 0 implică 

&i(% 'h) + K(v» *2) + • • • + fcî>(%> vP) = 0, j = fixat din {1, 2, . . .p}. 
Punînd pe rînd j = 1,2, .. .,p şi ţinînd seama de ortogonalitate rezultă 
&].(%, vx) — 0, k2(v2, v2) = 0, ..., kp{vP, vv) = 0. Pe de altă parte ipoteza 
Vj =fc 0 implică (v}, v}) > 0 şi deci \ = fc2 — • • • = kP = 0, adică S este 
liniar independentă. 

Demonstrarea ultimei părţi a teoremei rezultă imediat din teorema 
5.3,2). 

Pentru studiul spaţiilor vectoriale euclidiene este comod să se lucreze 
cu baze ortonormate. Conform definiţiei 7.1 baza B = {ev ez, ..., en} <= V„ 
este ortonormată dacă 

. „ (1 dacă i = j [et, ej) = ba = i „ . . [0 daca i ^ j 
Simbolul S0- se numeşte simbolul lui Kronecker. 

Exemplu. în spaţiul vectorial C°([0, 2K]) al funcţiilor reale, continue pe intervalul [0, %TZ] în 

care definim produsul scalar prin aplicaţia (f, g) = \ f(x) g(x)dx, considerăm următoarea sub-
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mulţime infinită de funcţii trigonometrice S={f0> fi< U, • • •} unde f0(x) — 1, f2re__1(s) = cos nxr 

f2B(x) = sin nx, n = 1, 2 , . . . întrucît (fm, fB) = 0, m j= n urmează că S este o mulţime ortogo
nală ; datorită ortogonalităţii funcţiilor şi faptului că S nu conţine elementul nul al spaţiului 
C°[0, 2TT]), urmează că S este independentă. împărţind fiecare funcţie prin norma sa, |]/oll= 

/2rt _' 

sin3 nxdx — = V(/o>/o)= / l d x = f27r, II f2«—xI! = 1 / \ c o s 2 / m l * = 1^,11/2,, 11= / l 

o 
.— 1 cosnx 

= T/TU, obţinem mulţimea ortonormată (9o> 9i> ?2>-- - j unde 90(x) = -7-:—, 92»_i('T) =—p^* 
1/27T |/7T 

sin nx 
lP2»(a:) = —77=^ • 

Observaţie. Mulţimea ortogonală S ne ajută să construim seria Fourier a unei funcţii peri
odice. 

7.3. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial euclidian. Vectorul —' w, unde 
(w, 10) 

v,we V, iv^O, se numeşte proiecţia vectorului v pe w, iar numărul 
(w, w) 

se numeşte mărimea algebrică a proiecţiei lui v pe w. 
IA. Teoremă. Fie spaţiul vectorial euclidian Vn. Dacă B={ev e2,..., en] 

" (Q g.) . 
este o bază ortogonală a lui V si v = V x^e,, atunci xt = ———. In 

.•=1 (e„ef) 
particular, dacă B este o bază ortonormată, atunci xt = (v, et). 

Demonstraţie. Conform teoremei 5.4, orice vector v e Vn se scrie unic 
« 

ca o combinaţie liniară de vectorii bazei, adică v = j j x^j. înmulţim scalar 

cu vectorul e,-, i = 1,2, ..., n; (v, et) = V x}{e}, et) = ^(e{, e,); rezultă 

a;, = ———, adică coordonata a?* este mărimea algebrică a proiecţiei lui 
« pe ef. 

Dacă baza este ortonormată, {et, et) = 1 şi rezultă #,- == (», e4). Prin 
urmare oricare ar fi vectorul «e F„, raportat la o bază ortonormată, se « 
scrie unic « = £ («, e ^ . Coordonatele a?» = (», e4), i = 1, 2, . . . , n ale 
vectorului v se numesc coordonate euclidiene. 

7.5. Teoremă. Dacă Fre este un spaţiu vectorial euclidian complex n-
-dimensional şi B = {e1; e2, . . . , en) este o bază ortonormată, atunci 

n 

(v, w) = Yi x)Vn u^de Xj = {v,ei), yj = {w,e1). în particular, ||u|]2 = 

= £ l^i2-

Demonstraţie. Prin ipoteză (e,-, es) = 8^ şi « = J] xse},w=Yi H'fii- Ţinînd 
3=1 j= 1 
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seama de proprietăţile produsului scalar 

( '« n \ n n n n n 

£ a*to S îfre* = Y, X ^ * ( e " e*) = S S ^ A * = S x&i' 
j=l i = l J ;'=1 *=1 i = l A=l ; = 1 

Fie F un spaţiu vectorial euclidian şi S o submulţime a sa. 

7.6. Definiţie. Un element al lui V se zice ortogonal lui S dacă este orto
gonal pe fiecare element din S. Mulţimea tuturor vectorilor ortogonali lui S 
.se numeşte „S ortogonal" şi se notează ou S1. 

Se observă că S1 este un subspaţiu vectorial al lui F, indiferent dacă S 
este sau nu un subspaţiu al lui F . în cazul cînd S este un subspaţiu vectorial 
S1 se numeşte complementul ortogonal al lui S. 

7.7. Teoremă. Dacă V este un spaţiu vectorial euclidian şi Wn este un 
subspaţiu w-dimensional al lui F, atunci F = W„ © W£. Mai mult, dacă 
veV, weWnsi wx e W£, atunci este satisfăcută teorema lui Pitagora 
||«||s = ||tt>|j*+'||w-L||2. 

Demonstraţie. Fie B= {et, es,...,en} o bază ortonormată a lui W„ 
şi w = J] (v, et)et proiecţia lui v eV pe subspaţiul Wn. Punînd w1=v—w 

rezultă : 

{w1, w)= {v, w) - ( i c , w) = f«, J ] («; e«)e* j - ( £ (ţ>, e ,K £ (t>, e,)eA = 

n n n 

i= i i=i i = i 

= S (*>c')*- £ £ K *)(«>«*)*« = ° 
«=i i = i y = i 

si deci w1 e Wx. Exprimarea unică v= w + w1 arata că F — W„ © W£. 
Teorema lui Pitagora : IM12= (v, v)2 — (w + w1, w + w±) = (w, w) + 

+ 2{w, w*-) + (M?-1-, w x ) = ||w||2 + Hw1!!2. 

§ 8. Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt 

Fie F un spaţiu vectorial euclidian. Ne propunem să arătăm că din orice 
mulţime liniar independentă de vectori din F se poate construi o mulţime 
ortonormată (mulţime ortogonală ale cărei elemente au norma 1). î n 
acest sens—prin demonstraţiile teoremelor care urmează—vom pune în 
evidenţă procedeul de ortogonalizare Gram-Sclimiăt. 

8.1. Teoremă. Dacă F este un spaţiu vectorial euclidian cu dimensiunea 
n, iar vv v2,... ,vn este o bază a lui F , atunci există o bază ortonormată 
{ex, e2, . . . ,eM} astfel încît mulţimile {%, v2,..., vk} şi {ev e2,.. ., ek} gene
rează acelaşi subspaţiu Ut<=-V pentru fiecare fc = 1, 2,. . . ,». 
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şi deci 

Demonstraţie. Mai întîi construim o mulţime ortogonală şi apoi îî nor
măm elementele. Mulţimea ortogonală {wx, w2, . . . , wn) se construieşte din 
{vu »2, . . . , vn} în felul următor : 

1) Se ia Wţ = vx. 2) Se pune w2 = v2 + Jcw^ Vectorul w2 nu este zero 
deoarece v± şi v2 sînt liniar independenţi. Se determină Jc din condiţia ca 
w2 să fie ortogonal lui wv adică 0 = (w2, Wj) = (v2 + Jcw1} Wj). Eezultă 
]t — ?)—1_. Tje c i Wz _ ţ,2 L?2—L_ Wi> adică vectorul w2 se obţine 

( « ? ! , % ) " (Wl ,Wl) 
scăzînd din »2 proiecţia lui «g P e w i- 3) Vectorul w3 este definit prin w3 = 
= «3 4- &!«>! + ^2W2; e l este nenul ca urmare a faptului că %, i>2* v3 sînt 
liniar independenţi. Scalarii \ , k2 sînt determinaţi din condiţiile ca w3 
să fie ortogonal lui w1 şi lui w2, adică 

0 = («?3, w^ = (v3, wx) + k1(w1, wx) 

0 = (w3, w2) = (v3,w2) + 1c2(w2, w2) 
Găsim 

fe = _ ^ 3 , <Oţ) fc = _ (*>3> « 2 ) 

(W u W j ' 2 (W2J W 2) 

(WX, Wj) (W2, W2) 

adică w?3 se obţine scăzînd din v3 proiecţiile lui v3 pe w± şi pe w2. 
Eepetăm schema precedentă pînă obţinem o mulţime de n vectori 

ortogonali [w1} wz, . . . , wn}. Mulţimea ortonormată se găseşte definind 

e _ —L. 4 = 1 ,2 , . . . ,» . 
Ilw.ll 

Pentru final se poate arăta că E7t = L({vv v2, . . . , «*}) — -£({«!, e2, . . . 
• • •, «*}). 

Exemplu. Fie Qţ3 spaţiul euclidian canonic cu trei dimensiuni. Să se găsească o bază orto
normată pentru subspaţiul generat de vectorii x1 =' (1,1 — 1), Xj = (3,—1, —1), x» •» 
= (0, — 1 , 1). 

Soluţie. Utilizînd procedeul Gram-Schmidt, construim o mulţime ortogonală {yv gz, yt} for^ 
mată din vectorii nenuli 

gt = xj = ( 1 , 1 , — 1) 

02 = x 2 _ ( l 2 ' g l )
 ffx = (3, - l , - 1 ) — — ( 1 , 1 , - 1 ) = (2, - 2 , 0) 

(ffl, ft) 3 

(*s> ffi) (xs. J/a) ._ . . . (—2) . . . ... 2 ,„ „ n v 
Os = ^3 • Pi • Sa = ( 0 , - 1 , 1) ( 1 . 1 , —1) ( 2 , - 2 , 0 ) = 

(Vv ?i> (»!> tf*> 3 8 

16 6 3 ; 

3—o.625 62 33 

Ilw.ll


împărţim fiecare vector din baza ortogonală prin norma sa şi obţinem o bază ortonormată 

II 0i II / s fă" ]/TJ ny2ii V|/T' /2 J ' IIv%II ^ e ' e ' 3 ) ' 

Teorema 8.1 se generalizează în felul următor. 

8.2. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial euclidian, fie {vx, v2, ...} c V 
o mulţime finită sau infinită şi L(vv ...,%) subspaţiul generat de primii 
fc vectori. Atunci există o mulţime {wv w2, . . . } c F cu următoarele pro
prietăţi, pentru fiecare k e [N, 

1) vectorul wt este ortogonal pe L(vv v2, ..., Vjt-i), 

2) !<«>„ ...,wk) = L(vv ...,%), 

3) wu w2, . . • sînt unic determinaţi abstracţie făcînd de un factor 
scalar. 

în loc de demonstraţie ne mulţumim cu un mic comentariu. Vectorii 
wv w2, ..., wk au expresiile 

w1 = vvwr+1 = vr+1 — V -^-^—-— w„ r = 1,2, . . . , fc — 1 , 
i " (Wj , W() 

care se dovedesc bune pentru fiecare k e IN. Evident aceşti vectori sînt 
construiţi astfel încît wr+1 să fie ortogonal cu w±,w2, .. .,wr adică vectorul 
wr+1 se obţine scăzînd din vr+1 proiecţiile lui vr+1 pe vectorii wv w2. . . . , wT. 
Din mulţimea ortogonală {w1} w2, . . . } se obţine mulţimea ortonormată 

{, w1 iv2 

Will' | |tCa | | ' 

Exemplu. Fie P spaţiul vectorial al tuturor funcţiilor polinomiale reale definite pe [—1,11 
1 

înzestrat cu produsul scalar (», u>) = i v(t) w(t)ăt. Baza acestui spaţiu este alcătuită din vec-J , 
- l 

torii vjt) = /", n = 0, 1, 2 , . . . Ortogonalizînd această bază cu procedeul Gram-Schmidty 
1 3 

obţinem polinoamele Legendre, w^t) — t, w2(t) = iz , wa(t) = ts — •— / , . . . , w„(0 = 
3 5 

n! d" 
(2n)l d*B 

§ 9. Spaţii punctuale euclidiene 

9.1. Fie V — {ă, b, c,...) un spaţiu vectorial euclidian. O mulţime f£= {A, B, C,...) se 
numeşte spaţiu punctual euclidian dacă există o funcţie f: f£ X \£ -> F astfel incit 

(i) /-(A, B) + f{B, C) = f(A, C), A, B, C6 E , 

(ii) funcţiile parţiale fA : f£-+ F definite prin /^(B) = /'(A, B) sînt bijective. 
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V se numeşte spaţiu director; elementele lui V se numesc vectori directori; elementele lui [£ 
se numesc puncte; f se numeşte funcţie de structură afină. 

Spaţiul punctual euclidian [£ se numeşte real (complex) dacă V este un spaţiu vectorial real 
(complex). Dimensiunea lui [£ se defineşte ca fiind dimensiunea lui V. Un spaţiu punctual 
euclidian de dimensiune n va fi notat cu f£m-

9.2. Pentru orice punct i e f£ şi orice vector vG V există un singur punct BE fjŢ astfel 
încît v = f(A, B). 

9.3. Există spaţii punctuale euclidiene care nu sînt spaţii vectoriale. Orice spaţiu vectorial 
euclidian V este un spaţiu punctual euclidian deoarece funcţia f: F x F - > V definită prin f(u, » )= 
= u — v satisface (i) Şi (ii). 

9.4. Fie f£ un spaţiu punctual euclidian, V spaţiul vectorial euclidian asociat şi f funcţia 
de structură afină. O pereche ordonată (A, B) de puncte din f£se numeşte vector tangent la f£ 
în punctul A (segment orientat, vector legat). Punctul A se numeşte originea sau punctul de 
aplicaţie al vectorului tangent, iar B se numeşte extremitatea sa. Valoarea f(A, B) se nu
meşte partea vectorială a lui (A, 73). Dacă O este originea lui [£ , atunci (O, B) se numeşte 
vector de poziţie al punctului B. 

Mulţimea tu turor Vectorilor tangenţi la [£ In punctul A se numeşte spaţiu tangent la f£ 
în punctul A şi se notează cu T 4 [ £ . Această mulţime este un spaţiu vectorial euclidian izo-
morf cu V. 

Doi vectori tangenţi (A, B) şi (C, D) se numesc egali dacă au aceeaşi parte vectorială f(A, B)= 
= f(C. D) şi acelaşi punct de aplicaţie, A = C. Doi vectori (A, B) şi (C, D) care au aceeaşi 
parte vectorială, f(A, B) = f(C, D), dar care au puncte de aplicaţie diferite, A ^ C, se numesc 
paraleli. 

Mulţimea tuturor vectorilor tangenţi la f£ paraleli cu un vector tangent dat se numeşte 
vector liber şi se identifică cu un vector director (element al lui V). 

9.5. Un vector legat (A, B) se notează cu AB sau cu v dacă f(A, B) = v ; un vector liber 

se notează fie prin AB, dacă AB este un segment orientat din mulţimea numită vector liber» 
fie prin v dacă f(A, B) = v. 

9.G. Fie f£ un spaţiu punctual euclidian. Funcţia d : [£ x f£ —> [R + definită prin d(A, JB) = 

= || Al? | | = ][(ĂB, AB) este o distanţă pe J£. 

9.7. Fie L o mulţime închisă din r£M, fie A un punct oarecare din f£re şi B un punct oarecare 
din 2 . Marginea inferioară 

d = d(A, S) = inf d(A, B) 

se numeşte distanta de la A la 2 . Aceasta este de fapt minimul funcţiei B-> d(A, B). 
Fie S j şi S 2 două mulţimi închise din f£m, fie A un punct oarecare din S x şi B un punct 

oarecare din £ 2 . Marginea inferioară 

d = d(Slt S2) = inf d(A, B) 

se numeşte distanţa de Za 2^ ZaS2. Dacă S i este compactă şi d a c ă S j n 2 2 = 0 , atunci d = d ( S 1 ( S2) 
este minimul funcţiei (A, B)-+ d(A, B). 

9.8. Fie {"e^..., en) 0 bază ortonormată a spaţiului director V şi O originea spaţiului punc
tual euclidian \£n. Ansamblul $2 = {0,7i,- • -."<•„)} s e numeşte reper cartezian în f£ n . 

Coordonatele ( % , . . . , xn) ale vectorului de poziţie OM = x t e | + . . . + xne^ se numesc coor" 
donatele carteziene ale punctului M in raport cu M. 
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Fie-A(g1 , . . .>»n)şiB(g1 , . . . ,gw). Rezult8/JB=(ffx— %) P j + . . . + . . . + (ff„—•*„) e„, d(A, B ) = 

§ 10. Probleme 

1. Fie mulţimea R 3 = [ R x r R x r R pe care definim operaţiile (1) x + y = (xt -f ylr 
x2 + y2, % + j/3), V x, ye [R3, (2) kx = (fe^, 0, te,), V ke |R, V xe R 3 , (3) Ads = 
= (kxv kxv xs), V i 6 [R, V x€ |R3. 

Formează [R3 un spaţiu vectorial real faţă de operaţiile (1) şi (2)? Dar faţă de (1) şi (3)? 

2. Să se arate că mulţimea tuturor şirurilor convergente cu elemente din Q((|K = (C s a u 

IK = R ) formează un spaţiu vectorial peste K în raport cu adunarea a două şiruri şi înmulţirea 
dintre un număr şi un şir. 

3. Să se stabilească dacă mulţimea tuturor funcţiilor reale de clasă C* pe U c R " este un 
spaţiu vectorial real în raport cu adunarea funcţiilor şi înmulţirea dintre un număr şi o funcţie. 

4. Idem pentru mulţimea funcţiilor integrabile pe [a, b]. 

5. Fie V un spaţiu vectorial real. Ps VxV definim operaţiile 

(u, v)'+ (x, y) = (u + x, v + y) 

(a + io) (u, D) = (au — bv, bu + ac), a + ibe (£. 

Să se arate c â F x F este un spaţiu vectorial peste (£ (acest spaţiu se numeşte complexificaluî 
lui V şi îl notăm cu C I 0 . 

8. Să se stabilească dacă mulţimile 

A = (Pe R J X ] |3 qe R„[X] a.î. p(x) = q(x + l) — q(x), V x e R } 

B = {pe R J X ] I P(x) = p(x + 1), V x G R } 

sînt subspaţii vectoriale ale spaţiului vectorial al polinoamelor cu coeficienţi reali, de grad ceî 
mult n. 

7. Să se cerceteze dacă vectorul v = (1, —2, 0, 3) este o combinaţie liniară a vectorilor 
ux = (3, 9, —4, —2), ua = (2, 3 ,0 , -1) , u3 = (2, — 1 , 2,1). 

8. Dîndu-se subspaţiile W şi U generate respectiv de vectorii wx = (2, 3,11, 5), u>2 = (1,1, 
5, 2), ws = (0,1,1,1) ; ux = (2,1, 3, 2), u2 = (1,1, 3, 4), u„ = (5, 2, 6, 2), să se arate că aceste 
subspaţii sînt suplimentare şi să se găsească descompunerea vectorului v = (2, 0, 0, 3) pe aceste 
subspaţii. 

0. Să se stabilească care dintre următoarele submulţimiale lui (^"(R) sînt liniar dependente, 
respectiv liniar independente {1, cos 2x, cosa x}, {ex, e - s , eh x}, {ex, xe*,. . . , x m - 1 e a : }. 

Fie fv f2,..., fnB C°°(R). Determinantul w = det [fj*-1>], i, j = 1, 2 «, se numeşte 
wronskianul funcţiilor f1; f2,..., fn. Să se arate că {/j, f2,..., fn} este liniar dependentă dacă şi 
numai dacă •wronskianul este nul. 

10. Fie IKl^] spaţiul vectorial al tuturor polinoamelor în nedeterminata X. Să se arate că 
{1, X, X a , . . . , Xn

> ...} este o mulţime liniar independentă. 
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11. Să se găsească o bază a sumei şi o bază a intersecţiei subspaţiilor vectoriale W şi U gene
rate respectiv de vectorii 

w1 = (1 , 2 ,1) , w2 = (2, 3, 1), w3 = (3 ,1 ,1 ) 

U l = (0, 4, 1), u2 = (1, 0, —2), u3 = (1, 0, 3) 

12. Să se stabilească dimensiunea subspaţiului ^ C c # 2 x 3 ( I R ) 

= J A | A = 
a: 0 y 

u v 0 
u — 3P , x, y, u, ve [R 

şi să se găsească o bază. 

13..Să se determine coordonatele vectorului x = (0, 0 , 1 , 1 ) în baza B = {ev e2, e3, e4} ; ex«^ 
= (1, 1, 0, 1), e2 = ( 2 , 1 , 3,1), e3 = (1, 1, 0, 0), e4 = ( 0 , 1 , — 1 , —1). 

14. Fie Vh spaţiul vectorial real al polinoamelor în cos x care au cel mult gradul 4. Să se 
scrie transformarea de coordonate care permite trecerea de la baza B = {1, cos x, cos2 x, cos8 x, 
cos4 x] la baza B' = { 1 , cos x, cos 2x,cos 3x, cos 4x}şi sase găsească inversa ace stei transformări. 

15. Fie spaţiul vectorial complex n-dimensional (£,n şi fie K ( E " trecerea în real a lui (£° . Ştiind 
că oricărui vector z=(a1 + ibv a2 + if t2 , . . . , an+ibn) din ( £ ° îi corespunde vectorul (a,, a 2 ) . . . 
. . ' . , an, ftj, 8 2 ) . . . , *B) din ^(^n, să. se stabilească vectorul din '"(E" care este asociat lui iz. 

Dacă (E n este înzestrat cu produsul scalar (z, i») = a^t + a2(32 + . . . + aBP„, unde 2 => 
= (otj, a 2 ) . . . , <xffl), i» = ((31( p 2 , . . . , Pn), să se stabilească ce produs scalar se induce în K ( C 0 . 

16. Să se arate că aplicaţiile ( , ) : R„[-X] X \Rn[X] -* [R definite prin formulele (*) (p, ? ) = 
n n n n 

= V Ojbp (**) (p, q) = V (jlfdjbj, u n d e p = V ajX},q = V fyX*, sînt respectiv produse 
j=o j=o j=o j=o 

scalare. 

Să se calculeze unghiul dintre polinoamele p şi g, faţă de produsul scalar (*), respectiv 
(**); unde p = 4 +-X\ q = 2 — 3X — 2X2 . 

17. Fie spaţiul vectorial euclidian real C°([0, 4]) în care produsul scalar este dat de (f, g) = 

= V f(x) g(x)ăx ; să se scrie inegalitatea lui Cauchy-Schwarz şi să se calculeze cl(f, g), ]\g||,/unde> 

o 

ti s 1 — ' - Xe [0> 2 ] 

f(x) = 1, - ' 14 — x, xe (2, 4] . 

18. în spaţiul euclidian canonic |R 3 , fie vectorul v — (14,—3,—6) şi submulţimea $ = 
= {aj,fls, a3}, unde ax = (—3, 0, 7), Q2 = (1 , 4, 3), o, = (2, 2, —2). Să se găsească proiecţia orto
gonală w a lui v pe £ ( S ) şi vectorul u»-1-. 

19. Fie [fţ4 spaţiul vectorial euclidian canonic cu patru dimensiuni. Să se găsească o bază 
ortonormată pentru subspaţiul generat de vectorii xx — (0, 1, 1, 0), xt — (0, 4, 0 ,1) , Xj = 
= (1, — 1 , 1 , 0), x4 = (1, 3, 0 ,1) . 

20., Fie spaţiul vectorial euclidian Cc([0,1]) în care produsul scalar este definit prin aplicaţia 
i 

V/v*) <7(a (f> 9)= \f(x) /7(x)dx. Să se ortonormeze mulţimea {2, 2 + x, (2 + x)2, (2 + x) 3 j . 

o 
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C a p i t o l u l 3 

TRANSFORMĂRI LINIARE 

§ 1, Proprietăţi generale 

Fie V şi W două spaţii vectoriale peste cîmpul K. 
1.1. Definiţie. 0 funcţie &~: V -> W cu proprietăţile 

f(x + y) = âr(x) + ST(y), Vx,yeV, 

ST(kx) = hăr(x), V ic e K, VxeV 

se numeşte transformare Imiară (operator liniar sau liomomorfism de spaţii 
vectoriale). 

Precizare: uneori în loc de 3~(x) se scrie 9~x. 
Eestricţia unei transformări liniare la un subspaţiu vectorial al lui V 

este tot o transformare liniară, dar restricţia unei transformări liniare la 
o submulţime a lui V care nu este subspaţiu vectorial nu mai este o trans
formare liniară. Orice transformare liniară definită pe un subspaţiu vec
torial al unui spaţiu vectorial V poate fi prelungită la o transformare 
liniară definită pe V. 

O transformare liniară (: V -> K (cîmpul K este considerat ca spaţiu 
vectorial aritmetic cu o dimensiune peste K) se numeşte formă liniară. 

1.2. Teoremă. Funcţia ST: V -*• W este o transformare liniară dacă 
şi numai dacă 

3T(lix + ly) = JcăT(x) + lS~(y), V fc, le K, x, y e V. 

Demonstraţie. Dacă 9~: V -> W este liniară, atunci conform definiţiei 
1.1 avem &~(Jtx + ly) = 2T(lcx) + STify) = lc$~(x) + l2T{y) şi deci condi
ţia din teoremă este satisfăcută. 

Beciproc, condiţia din teoremă împreună eu ipoteza k = l = \ dă 
^"(# + y) — 2T{x) + 2T{y), iar împreună cu ipoteza l = 0 implică 
F(kx) = JcS~(x). 

Exemple. 1) Fie aplicaţia ST : [Ra —> [R3 definită prin 

cS C^l» X%) = ( X j , X2 , Xj + X 2 ) . 

Succesiv avem ^ ( l y x2) + (ffl, y2)) = £T(xx + yv x2 + y2) = (xt + yt, x3 + y2, xt + yt + 
+ xa + y3)=(x1) xj, Xj + x2) + (ffl, y,, ^ + y2) = 5r(.x1, x2) +&~(y1; ih), V (xls xa), {gv yt)& |R2. 
Analog, ^{k^xx, x2)) = STik.x^ kxt) = (icxx, i:x2, icxx + A'x2) = k(xv x2, x t + x2) = kj~(xv x2), 
VJce[R, VCXJ.X^GJR2. 

2) Fie DCt-X] spaţiul vectorial al polinoamelor în nedeterminata X cu coeficienţi diu K- Deri
vata D : IK[X]-> K[X] este o transformare liniară. 

1.3. Teoremă. Fie ST : V -> W o transformare liniară. 
1) 3T(0) = 0. 
2) Dacă V este un subspaţiu vectorial al lui V, atunci ^{U) este un 

subspaţiu vectorial al lui W. 
3) Dacă vectorii xv x2, ..., xn e V sînt liniar dependenţi, atunci şi 

vectorii ^{x±), ^~(a?2), . . . , &~{xn) e W sînt liniar dependenţi. 
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Demonstraţie. 1) Eelatia &~(kx) = kST{x), V T C E K , V # e F implică 
#•(0) = 0^(0) = 0. 

2) F ieu, ve £T(XJ) şi k, le K. Existenţa elementelor a;, j / e F astfel încît 
u = 3~(%), v = £F{y), împreună cu liniaritatea lui 3~ implică ku +lv = 
— kST{x) -\-lST{y) — 3~{kx + ly)e &~(U). De aceea &~{U) este un sub-
spaţiu vectorial al lui W. 

3) Temă. 
Fie S?(V, W) mulţimea tuturor transformărilor liniare definite pe V 

şi cu valori în W. Egalitatea transformărilor liniare, adunarea şi înmulţirea 
cu scalari se definesc ca la funcţii; dacă Sf, ST e jăf (V, W), atunci 

<f = ST ^ Sf{x) = ST(x), V xe V, 

{Sf + ST){x) = £T{w) + 3T{x), V s e F , 

(k&)(x) = JW(<B), V 7ce K, V i t e F . 

în raport cu aceste operaţii mulţimea ^ ( F , W) este un spaţiu vectorial 
peste cîmpul K. 

Elementele lui i?(F, F) se numesc endomorfisme ale lui F . 
Spaţiul vectorial JS?(F, DC) al tuturor formelor liniare definite pe F 

şi cu valori în K se numeşte dualul lui V. O parte a dualului lui SC(V, D() 
se identifică cu F, fiind izomorfe. 

1.4. Teoremă. Fie F„ şi TF două spaţii vectoriale peste cîmpul K, 
fie {ex, e0, ..., en} o bază a lui F„, iar w1? w2, ..., wn, n vectori arbitrari 
din W. 

1) Există o transformare liniară unică 3~: F„ -> W care satisface 
5"(.e0 = «Pj, t = 1,2, . . . , n. 

2) Dacă vectorii wv w2, ..., wn sînt liniar independenţi, atunci trans
formarea liniară ST determinată de condiţiile ^"(e4) = wf, i = 1,2, ..., n 
este injectivă. 

« 
Demonstraţie. 1) Fie x e F„, adică o? = J] xtet. Eegula x -> ^"(aî) = 

==' J] x(wt defineşte o funcţie & : Vn -> W, cu proprietatea &~(e{) = wt, 

i = 1,2, ..., n. Să arătăm că ^" este o transformare liniară. Pentru 
» 

aceasta observăm că dacă y e F B , y = V y ^ , atunci /ca; + 7?/ = 

= £ (fe*< + ljft)e, e F„, V 7r, 7 e K şi £"(*<» + fy) = £ (fa,, + fy^ = 

= fc J] <rfw« + l £ yjw< = fc^"(<r) + 7<T(?/). 
i= ! i = l 

Unicitatea lui &~ se demonstrează prin reducere la absurd. 
n n 

2) Fie x = Yi xieii V = 5] ^e* ^°i vectori oarecare din F„. Ipotezele 
1 = 1 4 = 1 

^"(«0 = ^ , t = 1,2, . . . , « , ST(x)=Sr(\j) implică £ (a?« — ̂ )w>4 = 0. 
i= l 

Aceasta împreună cu liniar independenţa vectorilor wx, w2, ..., wn dă 
wt = 2/j, adică x = y. 
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Compunerea afdouă transformări liniare, definită ca la funcţii, este 
numită înmulţire (produs) şi are ca rezultat tot o transformare liniară. 
Evident compunerea nu este comutativă, dar este asociativă. 

Compunerea poate fi combinată cu operaţiile algebrice de adunare şi 
înmulţire cu scalari: . " ' 

1) dacă s#, ăi, ^ sînt transformări liniare pentru care ăU sens s£:-f J>, 
s#ă$, şi ®<gx atunci V 7c, le K, 

(7cs/ + IM)<€ = kst<g -f W<g 
2) dacă si, @, % sînt transformări liniare pentru care au sens J& +âS, 

<€$£ şi <6£, atunci V k, le K, 

Fie ST un endomorfism al lui V. Puterile naturale ale lui 3" se definesc 
inductiv : 

STa = £7, ^"» = ^ T » - i , • «, = 1, 2, ... ' 
unde 3 este identitatea. 

~Fie^~:U->V o transformare liniară bijectivă (inversabilă). Inversa 
^ - 1 : V -> [7 este tot o transformare liniară. î n plus dacă &~: U-> V şi 
«£" : F -> W sînt transformări liniare bijective, atunci SP o y ; ; U -> W 
este o transformare liniară bijectivă şi (S? o y ) _ 1 = 9"y<>.£?'*•. 

O transformare liniară bijectivă se numeşte izomorfism de spaţii vecto
riale (vezi Cap. 2 § 5). 

§ 2. Nucleu şi imagine 

Fie V şi W două spaţii vectoriale peste cîmpul QC, iar 3~: V ->. W o 
transformare liniară. 

2.1. Definiţie (fig. 1). Mulţimea 
Kev(r) = {«> e F, ^"(a) = 0} c= F . ; , _ . 

se numeşte nucleul lui ST. 
Mulţimea Im(^") = ^"(F) a W se numeşte imaginea lui V prin ST. 
2.2. Teoremă. Fie Pe &{V, W). 
1) Nucleul lui 3~ este un subspaţiu vectorial al lui F . 
2) Imaginea lui F prin y este un subspaţiu vectorial al lui W 

Fig. i 
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Demonstraţie. 1) Fie x, y e Ker^", adică ST{x) — O, &~{y) = 0. Liniari 
tatea lui ^"implică ^"(&# 4- ly) — O, V &, le K, Şi deci lcx-\- lye Ker(^">, 
Vfc, Ze|K. 

2) Temă! 

Exemplu. Pentru ^ " : f£2 ->• [R3, ^"(Xj, x2) «= (xx, x2, xx + x2) găsim Ker(^") = 
= {(*!, %)6 DR2|(*i> *2> *i + z2) = (0, O, 0)}={(0, 0)}, Im(^r)={(r/1, 2/2> j/3)e [R3/3 (x1( x2)6 [R2, 
(x15 x2, X! + x2) = (j/j, y2, g3)j = {(yv j / 2 , z/3)6 [R3/^ + 2/2 = {73}- Se observă că ^ " este 
injectivă, dar nu este surjectivă. 

2.3. Teoremă. Dacă 9~: V -> W este o transformare liniară, atnnci 
următoarele afirmaţii sînt echivalente. 

(1) ,Ş~ < este injectivă. 
(2) "&';V-> sny) este inversabilă. 
(3) Ker(.T) = {0}. 
Demonstraţie. Echivalenţa dintre (1) şi (2) este evidentă, De aceea 

este suficient să dovedim că (1) este echivalentă cu (3). 
Fie Ker(^") = {0}. Ipoteza 9~(x) — &~(y) împreună cu liniaritatea lui 

3T implică' ^{x — y) = 0, adică x — y e Ker(^"). Astfel x — y = 0, 
adică x == y şi deci ST este injectivă. 

Presupunem că ST este injectivă. Această ipoteză împreună cu pro
prietatea generală &~{0) = 0 implică Ker(^") = {0}. 

2A. Teoremă. Dacă V este finit dimensional, atunci şi spaţiul vectorial 
Im(<^~) este finit dimensional şi 

dim Ker (^ ) 4- dim Im(^") = dimF. 

Dimensiunea nucleului lui ST se numeşte defectul lui ST, iar dimensiunea 
imaginii lui V prin & se numeşte rangul lui 0". 

Demonstraţie. Fie n — dim V şi p — dim Ker(^"). Cazul p = 0 este 
lăsat pentru cititor. Dacă jp > 1, alegem o bază {et, . . . , eP, ep+1, ..., en} 
în V astfel încît {%, . . . , ev} să fie o bază în Ker(^ r). Pentru orice # e Im(^"} 
există un # = £ # # ; e F astfel încît y = ^"(a?) =-^'j J] ®i$t 1= 5]*<^"(e<)= 

= ^+1^(^+1) + . . . 4 a>n0'{e%), deoarece ^ ( e j = 0, . ..,F{eP) = 0.. 
Rezultă că ^"(ej,+1), . . . , ^"(e„) generează pe Im(^").| Să arătăm că aceşti 
vectori sînt liniar independenţi: din 'kP^1^{eIl+1%-^r ... -f|A-K^"(eJ = 0 
găsim ST(k.p+1ep+1+ . . . 4 hnen) = 0, adică Tc3,+1ep+1'+ . . . 4 ^ „ e K e r ( 5 " ) 
sau S3,+ieî,+i+ • • • + &»eB = ^ A 4- • • • 4- ^ e * ; liniar independenţa^ bazei 
din F implică Jc1= ... = ~kP = JcP+1 <= . . . = ftB = 0. 

în concluzie spaţiul vectorial Im(^~)§ este finit^ dimensional şi 
dimlm(^") = d i m F — d imKer (^ ) . 

Exemple. 1) Pentru endomorfismul ST: [R8-» [R3 definit prin &~(x)=(xx + x2 + x3, x1 + 
+ x2 + x3, xx + x2 + x3), x = (Xj, x2, xs) avem Ker(^')={x/^'(x) = o}. Din ^"(x)*= 0 obţinem 
sistemul xx + x2 + x3 = 0, x± + x2 + x3 «= 0, x1 + x2 + x3 = 0 care se reduce la ecuaţia 
xx + x2 + x3 = 0 ceea ce arată că sistemul este dublu nedeterminat şi are soluţia 
(x t, x2, x3 = —x±—x2). în concluzie orice vector x6 Ker(^") are forma x = (xv x2, —xx—x2) == 
= x^l , 0 —1) + x2(0,1, —1). Vectorii e1 = (1, 0, —1) şi e2 = (0* 1, —1) sînt liniar indepen
denţi şi generează pe Ker(^") aşa încît ei formează o bază în Ker(^"). Deci dim Ker(^") = 2. 
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Din definiţia subspaţiului Im(^") conchidem că orice vector din Im(<^") are coordonatele egale 
aşa încît orice doi vectori din această mulţime sînt liniar dependenţi. Deci dim Im(#") = 1. Evi
dent dim \m(&~) = dim [R3 — dim Ker(5") = 3 — 2 = 1. 

2) Fie V spaţiul vectorial al tuturor funcţiilor reale continue pe [a, b] şi endomorfismul 
6 

S~ •• V -*• V definit prin g = ăT(f) unde g(x) — V f(t) cos (x — t)dt, x^ ["> *]• s ă determinăm 

b 

Ker(^"). Anume condiţia ST{x) = 0 implică g(x) = 0 adică V f(t) cos (x — t)<U = 0, V XE [a, b], 

a 
b b 

Ori această condiţie este echivalentă cu | \ f(t) cos Ut | cos x + | ^ f(t) sin tăt J sin x — 0, 

b 

« 

= 0 adică V) 

a 

| l f(() cos /dM cos x + I V f(l) sin * d* 

a a 
b b 

V xS [a, 6] ceea ce înseamnă că V f(t) cos / di = 0, V f(f) sin i d/ = 0. 

Deci Ker(^") conţine acele funcţii f care sînt ortogonale funcţiilor cos şi sin. 

2.5. Teorema. Presupunem că ST : V -> W este o transformare liniară, 
iar dim F = n. Atunci următoarele afirmaţii sînt echivalente. 

(1) ST este injectivă. 
(2) Dacă ev ...,epeV sînt vectori liniar independenţi, atunci şi 

3~\ex\ ..., &~(ep) e 5"(F) <= W sînt vectori liniar independenţi. 
(3) dim =T(F) = n. 
(4) Dacă {ex, ..., en] este o bază pentru F , atunci {$~{ex), . . . , ^~{en)} 

este o bază pentru &~{V). 
Demonstraţie. Cea mai simplă justificare este dovedirea implicaţiilor 

(1) => (2) => (3) => (4) =* (1). 
Admitem că 5" este injectivă, iar ex, ..., ePeV sînt vectori liniar inde

pendenţi. Belaţia \ &~{ex) + • • • + k,v$~{eP) = 0 implică F(ltxex + . . . 
. . . + hPep) = 0, adică Jcxex + . . . + kPev e Ker(^") = {0}. Deci lcxex -f 
+ . . . + hPep — 0 şi prin urmare \ — . . . = hp = 0. Astfel (1) => (2). 

Dacă (2) este adevărată V p < » , iar {e1( . . . , eK} este o bază în F , 
atunci vectorii ^"(ei), . . . , $~{en) sînt liniar independenţi. De aceea 
d i m ^ F ) > «. Pe de altă parte teorema 2.4 arată că dim &~{V) < n. 
Eămîne că dim ST{V) = n, adică (2) => (3). 

Fie (3) şi {ev .. ., <?„} o bază în F. Pentru orice y e ^"(F) există 
« « 

a; = Ş] xfii e V astfel încît y =3~{x) = Ş] a4^"(e4). De aceea {&~{ex), ... 
i = l » = 1 

. . . , ^"(e„)} generează pe ^"(F). Aceasta împreună cu dim ST{V) = w 
implică faptul că {&~{ex), • • •, ^ ( e j } este o bază a l u i ^ F ) . Deci (3) => (4). 

Dacă (4) este adevărată, atunci 2T{%) = 0 implică % = 0 si deci 
K e r ( ^ ) = {0}, adică (4) =* (1). 

2.6. Teoremă. O transformare liniară injectivă 3~: Vn->Wn este bijectivă. 
Demonstraţie. Presupunem că ST este injectivă, adică Ker (^ ) = {0}. 

Eelatiile dimKer(^") = 0, d i m F = d imKer(^) + d i m l m ( , r ) implică 
dim îm(^") = n. Aceasta împreună cu Im(^") c Wn implică Im(^ r) = Wn, 
adică 2T este şi surjectivă. 
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Exemple. 1) Transformarea liniară ST : [R3 -> [R3 definită prin &~(x) = (x.,̂  + x2 — 2x3, x2, 
x x — x3), x = (Xj, x2, x 3 )e [R 3 es tc bijectivă. într-adevăr ST fiind un endomorfism este suficient 
să ară tăm că este injectiv. Din 9~{x) — O rezultă sistemul liniar şi omogen xx + x2 — 2x3 = O, 
x2 = 0, Xj— x3 — O, care admite numai soluţia banală x± = x2 = x3 = 0. în concluzie K e r ^ " = 
= {0}. Pentru a determina transformarea inversă notăm 3T(p) = V, unde y = ({/15 z?2, j /3)e [R3. 
Obţinem sistemul liniar x1 + x2 — 2x3 = i/1; x2 = j / 2 , x2 — x3 = y3 cu soluţia Xj = y2 — J/i + 
+ 2j/3, x3 = !/a> x3 = j / 2 — i/j + ys. Deci 3~~\x) = (x2 — Xj + 2x3, x2, x2 — x1 + x3). 

2) Endomorfismul ST : F—»F cu proprietatea că <ff2—3~+'3 = (9 este inversabil. într-adevăr 
dacă ^"(Xj) = «^"(x2), xv x 2 e F avem şi 9~\x£ = ^ 2 ( x 2 ) şi atunci , din ^ ( X j ) — ^ " ( x 1 ) + x 1 = 0 
şi ^"2(x2) — ^"(x2) -|- x2 = 0, rezultă Xj = x„ ; deci ^ " este injectiv. 

Notînd x=y—£T(y) rezultă 5~(x) = 3T(y) — 3T\y). Din condiţia 5" 2 — 5" + 3 = 6 avem 
'3=gr—3"i aşa încît y=3~(y) — ^ 2 ( y ) . Cele două egalităţi implică y=&~{x) adică ^ " ( F ) = F , 
ceea ce înseamnă că ^~ este surjectiv. Cum 3~ este injectiv şi surjectiv rezultă că ST este bijectiv. 

§ 3. Matricea unei transformări liniare 

Fie V„ şi Wm două spaţii vectoriale finit dimensionale peste cîmpul K 
şi ST : Vn -> TF,„ o transformare liniară. 

3.1. Teoremă. Dacă {%, e2 , . . . ,e„} este o bază a lui F„, iar {wv wz,... ,wm] 
este o bază a lui Wm, atunci există o matrice şi numai una T = pw] de 

m n 

tipul r« x n astfel încît 5"(fy) = JJ <«w«. î n plus, dacă a? = V a?^ are ima-
»=i i = i 

ginea ^"(a?) = £ ^Wj, atunci #4 = ]£ t,jXj, i — 1, 2, . . . , m. 

Notînd JT = '[a?!, x2, . . . , a?„], Y = f[yv y2, . . . , #OT] obţinem scrierea 
matriceală Y — TX a lui ST. 

Demonstraţie. Teorema 1.4 arată că 3~ este unic determinată de valorile 
&~(e3) e Wm. Pe de altă parte fiecărui vector &~(e}), j = fixat, i se ataşează 
coordonatele sale (tjj, t2j, ..., tml) în raport cu baza {wv wz, ..., wm}. 

m 
Deci $~(e}) — J] t^Wi, j = 1,2, . . . , « , matricea T — [t(1] ale cărei coloane 
au drept elemente coordonatele vectorilor ^"(ex), ^~(e3), . . . , ^"(e„) în 
raport eu baza {ÎP15 W2, . . . , wm} fiind unic determinată. 

n n n / m \ 
Fie a? = £ a%- e F . Eezultă ST{x) — J] a?j «̂ "(e,) = J] ^' I S ^"Wi I ~ 

m / n \ m n 
= Ţi I E f « ^ I Wi- T m î r i t l seama de F(x) = J] îW4, găsim y{ = J] ^„a?^, 
t = 1, 2, .. .,m. 

T se numeşte matricea asociată transformării liniare y în raport eu 
perechea de baze considerate. Vom scrie T = m{&~). 

Exemplu. Fie ST: F 3 - > F 3 endomorfismul definit prin £T(v) = » x ă , ăfixat (vezi Geometria 
analitică). Ne propunem să determinăm o bază în F 3 faţă de care matricea lui ff" să fie de 
forma 

"0 0 0" 

A = 0 0 1 

o — Itall2 o 
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Pentru aceasta considerăm baza formată din vectorii e± = a, e2S Im(^"), e3=e2 X 5. Reriume-
rotînd, obţinem baza formată de vectorii fx — ev f2 = «3. fa = e2 în care ^"(/i) = &(ey) = 
«= ijXa = 5x5 = 0= 0-fx + 0- f2 + 0-^, ^-(4) = ^-(i3) = i3x5-(i2x5)x5==5(ă,i2) — 
— es(ă, o) = — (5, â)i2 = — \\a\tţz — 0- /̂  + 0- f2 — ||ă||2f3 deoarece i 2£ Im(5") implică 
(ă, e2) = 0 ; $~(f3) = ^"(e2) = e2 X ă = e3 = f2 = 0 • ft + 1 • f^ + 0 • f3. Avînd în vedere 
definiţia matricei unui endomorfism într-o bază rezultă că baza căutată este {fL, f2, fs}. 

Fie =ă?(F„, Wm) mulţimea tuturor transformărilor liniare de la Vn la 
Wm şi ^mxn(IK) mulţimea tuturor matricelor de tipul m x » cu elemente 
din K- Funcţia TO : S?(Vn, Wm) -> ^mx»(K) definită prin $~->T (în raport 
cu baze fixate în V„ respectiv Wm) este un izomorfism de spaţii vectoriale. 
De aceea spaţiul vectorial JS?(F„, Wm) are dimensiunea m». 

Izomorfismul m are proprietăţile: 
1) mţSPy) = m{y)m{2T), dacă «9*5" are sens; 
2) ^ : Vn -> F„ este inversabilă dacă si numai dacă m{9>) este inver-

sabilă şi m{£f-^) = (m(^))-1 . 
Fie F„ un spaţiu vectorial «-dimensional peste cîmpul EK şi 3~: Vn -> F„ 

o transformare liniară (endomorfism). Fixînd baze diferite în Vn, lui &~ 
i şe asociază matrice pătratice diferite. 

3.2. Teoremă. Matricele A şi B, pătratice de ordinul n, cu elemente 
din DC, reprezintă aceeaşi transformare liniară &~ :Vn—> ¥n dacă şi numai 
dacă există o matrice nesingulară O astfel încît B = G~lAG. Matricea G 
este de fapt matricea de trecere de la baza veche la baza nouă. 

Demonstraţie. Fie {e1} e8, . . . , e„} şi {e'i, e'2, ..., e'n} două baze în Vn, 
iar G = [c(}] matricea de trecere de la prima bază la a doua, adică 
e'j = Yi ct)eii3 = 1» 2, ...., n. Fie &~: Vn -> FK o transformare liniară. BTotăm 

cu A = [a<j] matricea ataşată lui ^" în raport cu prima bază, adică 3~{ej) .— 
H 

= 51 a<A> j = 1, 2, . . ., w, şi cu B = [&y] matricea ataşată lui- .^ în 
n 

raport cu a doua bază, adică &~\e'j) = V] fr^eî, j = 1, 2, . . . , n. Belaţiile 

i = l * = 1 \k = l } h=\ \i=l J \ t = l / 

= £ c"jr(e*) = £ M S a"e* = "S E a**c»i e* implică J] dst6„ = 
»=i »=i V «1=1 / ft=i V »=i / *=i 
« 

= 5J a*»c» s a u altfel scris 0 5 = J.O. Eezultă -B = C~XAQ. Cu acestea 

teorema devine evidentă. 
Exemplu. Fie 3~x, ^"2 : [R4-* [R4 două endomorfisme definite prin e^"i(x)—'(Xj, x2, x3, x )̂ res

pectiv ^"2(x)=(x1 + x2 + x3 + x4, 0, 0, 0), x=(X!, x2, x3, x4)e [R4. Să se determine matricea 
sumei ^ " = ^ " 1 + ^ " 2 în raport cu baza determinată de vectorii /j= (1, — 1 , 2, 3), f% = (2,1,1,0), 

f8 = (3, —2, 0, 0), U = (4, 0, 0, 0). 
Deoarece ^*(x) = (^"x + ^"2)(x) == (xx + x2 + x3 + 2x4, x2, x3, xx) rezultă că pentru baza 

canonică ex= (1, 0, 0, 0), e2= (0, 1, 0, 0), e3= (0, 0 ,1 , 0), e4= (0, 0, 0, 1) a lui |R4 avem ST{e-d= 
= (1, 0, 0,1), ^ (e a ) = (1,1, 0, 0), JT(e3) = (1, 0 ,1 , 0) şi ^"(e4) = (2, 0, 0, 0). Matricea lui 
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S~ = ^ " i + ^ " 2 în această bază este 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

2 ' 

0 

0 

0 

şi avînd în vedere că matricea de trecere de la baza canonică la baza formată de vectorii ft, 
i = 1, 2, 3, 4 este 

1 2 

- l 1 
C = 

2 1 

3 0 

rezultă că matricea lui &" = &~x + &~a în baza formată de vectorii fp este 

3 

-2 

0 

0 

4" 

0 

0 

0 

B = C_1AC = 

1/3 2/3 

4/3 

1 

1/2 

-1/3 —2 

- l —1/2 

7/4 11/8 

4/3 

-8/3 

-2 

7/2 

La acelaşi rezultat se ajunge dacă scriem matricele Tx şi T2 ale lui <J~X şi j7"2. 

Matricele A, B e ^„X»(IK) se numesc asemenea dacă există o matrice 
nesingulară (7 e ^nXre(IK) astfel încît £ = 0_1Ji(7. Asemănarea matricelor 
•este o relaţie de echivalenţă pe J?nXll(lK), fiecare clasă de echivalenţă 
•corespunzînd la un endomorfism ^" al lui Vn. 

1) Deoarece G este nesingulară, matricele B şi A au acelaşi rang; 
acest număr este de fapt rangul enăomorfismului ST. 

2) Deoarece det B = det (C^AO) - (det C - ^ d e t J.)(det O) = det A, 
toate matricele dintr-o clasă de echivalenţă au acelaşi determinant. 
Această observaţie permite să definim determinantul unui endomorfism al lui 
¥„ ca fiind determinantul matricei asociate în raport cu o bază fixată. 

§ 4 . Endomorfisme "particulare 

Fie F un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi ^(V, V) mulţimea tuturor 
•«ndomorfismelor lui F. Mulţimea .S?(F, F) este (1) un spaţiu vectorial 
peste cîmpul K în raport cu adunarea endomorfismelor şi cu înmulţirea 
dintre un scalar şi un endomorfism, (2) un inel în raport cu adunarea endo
morfismelor şi cu produsul (compunerea) endomorfismelor. 

4.1. Definiţie. Fie F un spaţiu vectorial peste cîmpul DC. Bnăomorfismul 
-J5": F -> V se numeşte 
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1) cmtomorfism dacă este bijectiv; 
2) proiecţie ăaeă J*2 = #"; 
3) involuţie sau structură produs dacă ^ 2 = 3, unde 3 este transformarea 

identitate; 
4) structură complexă dacă J5"2 = — 3 ; 
5) endomorfism nilpotent de indice p dacă ^p = &, unde p = 2, 3, . . . , 

iow* <P esfe transformarea zero. Un endomorfism nilpotent de indice 2 şi de 
rang maxim posibil se mai numeşte structură tangentă. 

Submulţimea lui i£ {V, V) ale cărei elemente sînt automorfismele lui 
V este notată cu S£f(P). Această submulţime nu este un subspaţiu vec
torial al spaţiului vectorial &{V,V) deoarece suma a două automorfisme 
poate să nu fie un automorfism. î n schimb @Jif(V) este un grup în raport 
cu produsul (compunerea) automorfismelor. Grupul &J?(V) se numeşte 
grupul liniar general. 

Exemplu. Dacă jF : Vn-+Vn are proprietatea că #~2=3F—3 atunci §? este un automorfism,. 
într-adevăr fie A = [at]] matricea asociată lui J^ în raport cu o bază din Vn. Relaţia !F%—^+ 
+ 3 = & este echivalentă cu egalitatea matriceală —A2 + A — 1 = 0 sau A(I — A) = 
= (Z — A)A = I ceea ce arată că / — A este inversa lui A şi deci 3< este un automorfism. 

4.2. Teoremă. Dacă J5": V -» V este o proiecţie, atunci 

F = Ker (^ ) © Im(#"). 

Demonstraţie. Fie s e F , #"(«) e Im(#") şi w = « — J*(«) e V. Eezultă 
&{w) = ^"(v — #"(«)) = #"(«) — ^2{v) = 0, adică w e Ke^J5"). Deci 
F = Ke r (^ ) +Im(J 5 ' ) . 

Să arătăm că Ker(J2r) nlm( J*") = {0}: fie M e K e r ( f ) n I m ( ^ ) . 
Apartenenţa u e Im( J5") implică existenţa lui veV astfel încît u = «F(«); 
apartenenţa ue Ker(Jir) implică 0 = &(u) = #"(#"(«)) = ^"(«) = w. 

Denumirea de proiecţie provine din interpretarea geometrică a relaţiei 
V = Ker(#") © Im( J5"); fiind dat veV, există un singur vector w e Ker( J5") 
şi un singur vector u& Im(#") astfel încît « = w + « , unde ^(w) = 0 
şi &{u) = u. Geometric, & proiectează (fig. 2) vectorul s s F p e subspa-
ţiul Im(i5 ') de-a lungul subspaţiului Ker(&). 

Dacă i5" este o proiecţie, atunci şi 3 — S7 este o proiecţie. în plus se poate 
arăta că 
F=Ker (£7-# ' )©Im(S7- i r ) , Ker(S7-#-)=Im(^-), \m{3~^) = Ker (^ ) . 

Din acestea se observă că restricţia lui J^ la Im( J^) este identitatea pe 
I m ( ^ ) , iar restricţia lui 3 — !F la Ker(#") este identitatea pe Ker(#"). 

Exemplu. Fie SF:V-*V un endomorfism pe V. Să 
— ̂  arătăm că endomorfismul &r

1 — 2&r — 3 este o involuţie 
^ / •ts' l dacă şi numai dacă #" este o proiecţie. Dacă JF este o proiec-

&V s ' / ţie, atunci J5"2 = #". Rezultă <F\ = 4J>2 —4#" + 3 = g 
X / s^ I ceea ce înseamnă că # \ este o involuţie. Reciproc, relaţia 

•V / ^ / #1= £7 implică # " 2 = l ^ f + l ^ + 1^7 = 1 . ( ^ + 5 ) = ^ 
^ _ »/ 4 2 4 2 

U-J(V) şi deci ^ este o proiecţie. 
Fig. 2 Teorema 4.2 se generalizează în felul următor. 
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4.3. Teorema. Dacă J% : V -s* F, i = 1, 2, . . . , p, sînt proiecţii cu 
p 

proprietăţile #",•#"., = 0 pentru i ^ j şi £ J5"* = £7, atunci 

F = Im(#'1) © . . . © Im(#-
J)). 

4.4. Teoremă. Un spaţiu vectorial finit dimensional F admite o struc
tură complexă dacă şi numai dacă dimensiunea sa este pară. 

Demonstraţie. Presupunem dim F = n — 2m. Fie {e17 e2, . . . , em , 
#m+u • • ••> ^2m} o bază a lui F. Definim o transformare liniară J* prin 

^{et) = em+i, ^(em+i) = — ei} i = 1, 2, . . . , m. 
Avem &2{ea) = — ea, a = 1, 2, . . . , n şi deci J*"2 — —3, adică J5" este o 
structură complexă. 

Keciproc, fie & o structură complexă pe F . Dacă alegem un vector 
nenul as1 din V, atunci se poate arăta că vectorii xv ^{xx) sînt liniar inde
pendenţi. De asemenea, luînd din F un alt vector x2 cu proprietatea că 
&!, x2, ^{xr) sînt liniar independenţi, deducem uşor că vectorii xu x2, 
J ^ j ) , ^{x2) sînt liniar independenţi. Gontinuînd acest procedeu obţinem 
«o bază a lui F care conţine un număr par de vectori, adică dim F = n = 
= 2m. 

Observaţie. Matricea ataşată structurii complexe ^ : V2m->V2m în raport cu baza {xv.. -,xm, 
J^Xj ) , . . . , J*-(xm)}este 

Vm °J 
4.5. Teoremă. Dacă ^" G JS?(F, F) este un endomorfism nilpotent de 

indice p şi x0 e F , #0 # 0 aşa încît J5r*~1(a;0) # 0, atunci vectorii x0, 
S~(x0), . . ., ^^_1(a;0) sînt liniar independenţi. 

p-\ 
Demonstraţie. Fie combinaţia liniară £ klST'l{x^) = 0,7Cj e QC, i = 0 ,1 , . . . 

i = l 

. . ., p — 1 şi fie j primul indice pentru care k} ar fi nenul. Atunci împăr
ţind prin k, obţinem {*)^\x0) = £ liSr\x0) = ârj+1( £ l ^ - i - ^ A ^ 

P~l k-
= &~j+1(y) unde am notat y = £ Zi«^4"_J"_1(a?0) iar lt = —, t = j - j - i , . . . 

. . . , ^ - 1 . 
Luînd j=p—l, avem .Tp-1(a;0) = ^ - ^ ( ^ ( a ; , , ) ) = ,r3>~-''-1(^'+1(y)) = 

= 5"p(y) = 0, deoarece prin ipoteză ^" este un endomorfism nilpotent de 
indice p. Ori &~p-l{<cQ)=b contrazice alegerea lui x0. Eezultă k0 = k1 = ... 
* . . = n/p—i === U. 

Observaţii. 1) O altă demonstraţie pentru teorema 4.5 este dată în [48], Cap. 1, § 3, pro
blema 38. 

2) Se poate arăta că dacăi(S) este acoperirea liniară a mulţimii S={x0, &~(x0),.. .,!Tv~\xa)), 
atunci există un subspaţiu U <= V, invariant faţă de UT, aşa încît V = U © L(S). 

4.6. Teoremă. Dacă ST : Vn -> V„ este un endomorfism, atunci există 
două subspaţii vectoriale U, WcVn, invariante faţă de £~, asa încît 

1) Vn= U®W, 
2) restricţia STjlJ este nilpotentă, 
3) restricţia ăT\W este inversabilă, dacă W j= {0}. 
Demonstraţie. Fie iVs — Ker(^"*) şi Rk~ Im(^~*), ke IM. Se poate arăta 

că Nk şi Rk sînt subspaţii invariante faţă de ST şi că există un p e [N, 
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minim, aşa încît JVX e JV2 <= . . . <z Np = NP+1 = . . . şi i ^ => R2 => ... 
. . . =>RP = fij,+1 = . . . într-adevăr dacă xs Rtşiye Vn aşa încît ^"%) = a? 
atunci ^"(a?) = 3~\$-{y)) e Rk adică ^(Rt) a Rt. Analog ^(iV*) c 

în continuare să arătăm că dacă NP=NP+1, rezultă NP=NP+a, V q e Qs|. 
într-adevăr, dacă a?e iVj,+î rezultă ^"^«(a?) = 0 sau 9~** \sr*-\x)) = 0 şi 
ipoteza 2V„=JV„+1 implică 0-*{r'-\x))=O sau rt+'-^x) = 0. Continuînd 
procedeul obţinem ^(a?) = 0, ceea ce înseamnă că xe Np; deci NP+a<=Np. 
Aceasta împreună cu Np<=Np+a implică -2V3,-=iV.(H.g. Analog se dovedeşte 
pentru Rp. Eezultă U=NP şi W=RP. 

Să arătăm că Vn=U®W. Deoarece dim Vn= dim A^+dim Rp ră-
mîne să dovedim că U (]W = {0}. într-adevăr, dacă xeUoW, rezultă 
xe U şi xeW, adică $~p(x)=V> şi x=£T^{y); deci ^ - 2 ^ = 0 şi cum 
NZJ,=NP+P=NP rezultă ^rp(y)—0 ceea ce implică a?=0. 

Să dovedim în continuare că ST\J] este nilpotent de indice p, iar 
^"/PF este inversabil. Deoarece &~P(NP) = {0} rezultă că ^"/C este nilpo
tent de indice p. Apartenenţa xeW dă x=STv{y), deoarece W=RP. 
Eelaţia şT{x)=Q implică £r(*rv(y))=o sau s~v+1(y)=0, adică srp(y)=0 şi 
deci'a;=0. Eezultă Ker (^IW)—{0}, adică ^"/W este inversabil. 

Exemple. 1) Endomorfismul D: Rml^] —> Q?n[X] definit prin D(p) = p ' , unde p'este deri
vata lui p, este un endomorfisin nilpotent de indice n + 1. într-adevăr, p fiind un polinom, 
de grad cel mult n, derivata de ordinul n + 1 este identic nulă. 

2) Endomorfismul ST : [R3 -» [R3 definit prin matricea 

1 1 - 1 

- 3 - 3 3 

- 2 — 2 2_ 

este un endomorfism nilpotent de indice 2. într-adevăr se constată că ,42 = 0. 

§5. Transformări liniare pe spaţii euclidiene 
Fie V şi W două spaţii vectoriale complexe şi euclidiene al căror 

produs scalar îl notăm la fel. Fie g~: V-+W o transformare liniară. 
5.1 Definiţie. Transformarea liniară ST* :W->V definită prin (x, &~y) — 

=(£T*x,y), V xeW, V yeV se numeşte adjuncta lui 3~. 
Un endomorfism ST' e Sâ (V, V) se numeşte 
1) liermitian dacă ST = &"*, 

2) antihermitian dacă 3~L = , — 3~*. 
5.2. Teoremă. Endomorfismul ST e <£(V, V) este liermitian dacă şi 

numai dacă produsul scalar (x. .Vx) este real V x e V. 
Demonstraţie. Dacă £T = £T*, atunci (x, STx) — {&~x, x) = (x, STx) 

(bara înseamnă coniueatnl complex). Deci (x, &x) este real V x e V. 
Eeciproc, dacă (x, STx) este real, atunci (x, &~x) = (x, 9~x) = (&~*x, x) = 
= (x, 3~*x). 

Aşadar, (x, [ST — &*)x) = 0, V x e V şi deci ST = .T*. 
Exemplu. Fie &~: <Ea->(E2 definit prin £T{x) — (xx + ix2, —iXi + x2), x = (x1; x2). Avem. 

{3~x, x) = {xx + ix2)xx + (— ixx + x2)x2 = | Xj |a + ix2xt — i x ^ + | x21
2 = \x1f + i x ^ + 

48 



+( i^ 2
x i ) + l ^sl2 care este real (deoarece z + zG [R, dacă zG (£) . Astfel £T este un endomorfism 

hermitian. 

5.3. Teoremă. Fie ST, Sf e jgf (F, F) hermitieni şi ~k e \R. Atunci 
1) ft^~ -f £f este hermitian 
2) dacă F este inversatul, atunci şi ST~X este hermitian 
3) F£f este hermitian-*» Fy = ^ ^ . 
Demonstraţie. 1) este evidentă avînd în vedere că ( ^ + ,5 )̂* = ^"* + 

+ £"* şi QtST)* = Â;,r*. 2) rezultă din (£T-i)* = C^*)-1 = &—\ 3) • T ^ 
hermitian implică (£T$>)* = srse. Dar {STST)* = ^*^"* = Sfăr deoarece 
^" şi y sînt hermitieni. Deci ^"«^ = <? g~. Eeciproca este evidentă. 

5.4. Definiţie. O transformare liniară £T ;V ->W se numeşte unitară 
dacă păstrează produsul scalar, adică {STx, 3~y) — (x, y), V x, y e V. 

5.5. Teoremă. Transformarea liniară ST : F -> PF este unitară dacă şi 
numai dacă [ |^c] | = ||a?||, V xe V. 

Demonstraţie. Dacă ^ este unitară, atunci (&~x, $~y)—(x, y), V a?, y e F ; 
în particular pentru 2/== a? avem (^"a;, £Tx) = (x, x), adică ||^~a;|[2 = 
= ||a;j|2 şi deci l$~x\\ = ||a;||. Eeciproc dacă \\ăTx\\ = ||a?||, V a;e F, atunci 
folosind egalitatea (x,y) = — [\\x + y\\2 — j|a? — y\\2 + i\\x + iy\\2 — 

4 
- ifla - i^|P] avem ( ^ , ^ y ) — •— {\\^{co + y)\\2 - \\tT(x - #)|i2 + 

4 
+ i\\£T(x +iy)\\2 — i||^"(a? — iy)\\2] =l{x,y). Deci 5" este unitară. 

Observaţie. Condiţia (3~x, £Ty) = (x, y) este echivalentă cu &~ST* =9"*'ST = £7 ; deci putem 

spune că !T este unitar dacă şi numai dacă 0~2T* = y * ^ " = 3-

5.6. Teoremă. Orice transformare unitară ST : F -» PF este injectivă. 
Demonstraţie. Dacă ^" este unitară atunci ||^"a?|| = ||a?||. Deci (^~#, "̂a?) = 

= (x, x) şi dacă STx — 0 rezultă {2Tx, STx) = 0 adică (x, x) = 0 care 
implică a; = 0. Eezultă Ker5" = {0} şi deci 3~ este injectivă. 

Presupunem că F şi W sînt w-dimensionale şi că în fiecare s-a fixat o 
bază ortonormată. Transformării liniare 3~: V -> W i se ataşează matricea 
T. Matricea T* = lT ataşată lui ST* se numeşte adjuncta matricei T. 

Dacă T = lT, atunci matricea pătratică T se numeşte hermitică 
iar dacă T — — *T, atunci matricea pătratică T se numeşte antihermitică. 
O matrice pătratică T cu proprietatea TI* = I, unde I este matricea 
unitate, se numeşte matrice unitară. 

5.7. Teoremă. Un endomorfism ST -. Vn -> Vn este hermitian dacă şi 
numai dacă matricea lui într-o bază ortonormată este hermitică. 

Demonstraţie. Fie {ex, ..., en] <= Vn baza ortonormată faţă de care 
' n 
matricea lui ST este T = [t(1]. Fie ST hermitian. Din 3~e$ = Ş] tkjek, prin 

» 
înmulţire scalară cu e{, obţinem (^"^, e4) = ^] hs(ek, et) = *M şi analog 

C^*^, e4) = ti}. Dar (^*6 j , e4) = (e ,̂ ^ej) = (^e4, ê ) = t}i. Deci i*- = t„ 
şi cum ^ * = ST rezultă ti} = ti% adică T = lT. Eeciproc dacă T = lT 

&vem(x,£rx)=(Ytx]ej, %x1£re})=Y1\xj\
2(es,&-ei)='V1 {xMe,, S«*A) = 
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= S £ l<tyl**«(«to e*) = £ £ |a7il%t(e;, e*) = £ 1^1%, = (a?, 9~x) adică 
j = l A = l 7 = 1 A = l j ' = l 

(x,^~x)e [R şi deci &~ este hermitian. 
Condiţia ca baza să fie ortonormată este esenţială şi vom ilustra acest 

lucru prin exemplul următor. 

Exemplu. Fie &~: [R2 -> [R2 definit prin matricea A = 

f3 = (1 , 1). Deoarece *A 

în baza /j = (1 , 0), 

^ A matricea A nu este hermitică şi totuşi 3" este 

este matricea de 

hermitian. Să găsim matricea lui &~ în baza canonică a lui [R2, ^ = ( 1 , 0), e2 = (0, 1) care este 
f i 1" 

o bază ortonormată. Avem /i = ev f2 = et + e2. Deci C = 

L° i. 
trecere aşa încît matricea lui &~ în baza canonică, pe care o notăm prin B, este B = C^AC — 

"1 2 1 , -
_2 1 
Observaţie. Un endomorf ism ST '• Vn —> Vn este unitar dacă şi numai dacă matricea lui în 

raport cu o bază ortonormată a spaţiului este unitară. 

Exemplu. Endomorfismul 3~ : (£2—>(£2 definit prin 3~{x) = (x-lco% a—x2 sin a, Xj sin a 4-
+ x2 cos a), x = (Xj, x2), a € [0, 2n] este un endomorfism unitar deoarece matricea lui 
3~ în baza canonică ortonormată ex = (1, 0), e2 = (0,1) este unitară. într-adevăr 

iar T* = 
cos a 

—sin a 

sin a" 

cos a 
şi deci TT* = 

"1 

0 

0 

1 
= I. 

î n continuare presupunem că V şi W sînt două spaţii vectoriale 
reale şi euclidiene al căror produs scalar îl notăm la fel. Fie &~:V-*W 
o transformare liniară. 

5.8. Definiţie. Transformarea liniară 2T* :W^-V definită prin 
(%, STy) = (£~*y, x), V x £ W, V y eV se numeşte transpusa lui ST. 

Endomorjismul ST e J£(V,V) se numeşte: 
1) simetric dacă 3~ = ST* 
2) antisimetrio dacă ST = —S/~*. 
5.9. Definiţie. Transformarea liniară ST ; V -> W se numeşte ortogonală 

dacă păstrează produsul scalar, adică (&~x, HTy) = (a;, y), V », ^ E F echiva
lentă cu condiţia ca \\&~x\\ = \\x\\, V i e F . 

Dacă admitem V şi W finit dimensionale şi că în fiecare s-a fixat o bază 
ortonormată atunci transformării 3~ : V -> W i se ataşează matricea T 
iar lui 5~* matricea tT. Unui endomorfism simetric îi corespunde o matrice 
simetrică, iar unui endomorfism antisimetric îi corespunde o matrice antisi-
metrică. Unui endomorfism ortogonal îi corespunde o matrice ortogonală. 

Observaţie. Transformările simetrice respectiv antisimetrice au proprietăţi analoage proprietă
ţilor transformărilor hermitiene respectiv antihermitiene. Transformările ortogonale au proprie
tă ţ i analoage proprietăţilor transformărilor unitare. 

§ 6. Izometrii 
Fie V un spaţiu vectorial euclidian real. Transformările ortogonale pe 

V au proprietăţile: păstrează distanţa euclidiană şi au drept punct fix 
originea. 

Să introducem acum o altă funcţie pe V care păstrează distanţa eucli
diană. 
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6.1. Definiţie. Funcţia ST : V -» V definită prin 2T(x) = x -f «,, aeVr 
a = fixat, se numeşte translaţia de vector a. 

Se observă eă translaţia prin 0 este identitatea pe V. 
6.2. Teoremă. 1) Dacă 3~x este translaţia de vector ax şi 5^2 este trans

laţia de vector a2, atunci STX o 2T2= 5~2 o STX este translaţia de vector ax + a2. 
2) Dacă ^" este translaţia de vector a, atunci^" - 1 există şi este translaţia 

de vector —a. 
Demonstraţie. 1) Fie STX translaţia de vector ax şi <̂ ~2 translaţia de vector 

a2. Produsul ăTx °3~2 este translaţia de vector ax + a2. Analog STZ ° 3~x 
este translaţia prin a2 + ax si deci 2TX o ST2 = ^ 2 o ^ 1 . 

2) ST osr'-1 = i d p e F . 
Eezultă că produsul defineşte pe mulţimea tuturor translaţiilor lui V 

o structură de grup comutativ {grupul translaţiilor). Acest grup este izo-
morf cu grupul aditiv comutativ V. 

6.3. Teoremă. Translaţia păstrează distanţa euclidiană adică ă(£~(x)r 
ST{y)) = d(x, y), V x, y eV. 

Demonstraţie. d(^(x), ST{y)) = ||(y + «) — (« -f a) II = 11̂  — #11 = 
= d'(o?, 2/), V x,ye V. 

6.4. Definiţie. O funcţie surjeetivă #": F -> F care păstrează distanţa 
euclidiană, adică d( #"(#), #"(2/)) = d(#, 2/), V a?, y E V, se numeşte izometrie. 

Transformările ortogonale şi translaţiile sînt izometrii. De asemenea 
se dovedeşte uşor că produsul a două izometrii este o izometrie. 

6.5. Teoremă. O izometrie & : V -> V cu proprietatea ^(0) = 0 este 
o transformare ortogonală. 

Demonstraţie. Să arătăm că #" păstrează normele: 
||®|| = ||0 - 0|| = d(0, x) = d(^(0), 3F(x)) = d(0, #-(®)) = ||#-(a?) — 0H _ 

= ||^(<r)||, V « F . 
Utilizînd acest rezultat putem dovedi ca !F păstrează produsul scalar : 

d(F(x), &{y)) — ă(x, y) «*• \\&{y) - &{x)\\ = ||y - ®|| «* 
^ (jF(y) - ^-(a?), #"(y) - P(x)) = (y - x, y - x) o ( # » , JF(y)) = 

= (®, y), V a?, y. 
Eămîne să dovedim că orice izometrie care păstrează produsul scalar 

este o transformare liniară: 
(&{x), 3F(y)) = (x, y) => {^(Tcx), &(y)) = (Jcx, y) = k(x, y) = 

= M*{x), P(y)) = (fc (̂<B), i^(y)) => (*(ka>) - fc^(a>), ^(y)) = 0, 
V #"(y), V Jc e [R. Facem ^r(y)=^(kx)—'k^r(x) şi rezultă #"(fo»)—k&(ce)=0, 
adică #" este omogenă. 

( ^ ( s + y), #"(«)) = (a? + y,z) = (a>, 0) + (y, *) = (jr(a»), *•(«)) + 
+ (^(y), J ^ ) ) = (&(x) + &{y), &{z)) => (^ (0 + y ) - ^(<B) -

— &(y), &{z)) = 0, V #"(s). Deci &{x + y) — J (̂a?) — J^(y) = 0, 
adică S' este aditivă. 

6.6. Teoremă. Dacă J5" este o izometrie, atunci există o translaţie ST 
şi o transformare ortogonală 3% astfel încît J5" = ST °0l. 

Demonstraţie. Fie ^" translaţia prin ^(0) şi ^"_:L translaţia prin — J*(0). 
Funcţia •? * o <F este o izometrie care păstrează pe 0. Conform teoremei 6.5, 
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izometria J _ 1 o ^ este o transformare ortogonală 3&. Deci ST~xoS!r —-0t 
sau J5" = ST o @. 

Compunerea defineşte pe mulţimea tuturor izometriilor lui V o structură 
de grup. 

Presupunem dim V = n. Dacă {ev ..., en} este o bază ortonormată 
şi â$ este o transformare ortogonală pe V, atunci şi {^{ex), . . . , M(en)} 
oste o bază ortonormată. Reciproc, dacă în V sînt date două baze orto-
normate, atunci există o singură transformare ortogonală care ne duce 
de la una la alta. 

Fie #" = ST o 01 o izometrie pe spaţiul «-dimensional V. Dacă det 0t = 
= + 1 , atunci SF se numeşte izometrie pozitivă, iar dacă d e t ^ = —1 
atunci !F se numeşte izometrie negativă. 

Exemplu. Punctele M(x, y, z) raportate la triedrul tridreptunghic Oxyz verifică ecuaţia 
g(x, y, z) = x2 + 3y3 + 4yz — 6x + 14y + 4z + 1 = 0. 

Ne propunem să găsim ecuaţia verificată de coordonatele {x', y', z') ale acestor puncte faţă 
de triedrul O'x'y'z' obţinut din cel iniţial printr-o translaţie în punctul 0 '(3, — 1 , —2). 

Deoarece formulele care dau translaţia sînt x = x' + 3, y — y' — 1, z — z' — 2, înlocuind 
în ecuaţia dată găsim x'2 + 3i/'2 + 4y'z' — 9 = 0. Ecuaţia dată în enunţ este ecuaţia generală 
a unei cuadrice cu centru ; punctul O' reprezintă centrul de simetrie al cuadricei. Ecuaţia cua-
dricei raportată la sistemul translatat O'x'y'z' s-a simplificat deoarece au dispărut termeniiliniari, 
iar termenul liber a căpătat valoarea 0(3, — 1 , —2,) = —9. 

§ 7. Probleme 

1. Să se cerceteze care din funcţiile ST : t R S - > IR3 definite prin 

g~(x~) = a, a £ fjR3, fixat 
ST(x) = x + a 
3T{x) = Xx, Xe [R 

*s (x) = (Xj, X2, Xg), X = ^Xp Xg, X3) 

&"{*) = (x3> xl> xi) 
ST{x) = (x3, Xj, x2 + k), ke R , k^O 
£T(x) = (xx + 2x2 — 3x3, 3x1 — x2 + 3x3, 4xx + 7x2 + 8x3) 

sînt transformări liniare. 

2. Fie IR n [X] spaţiul vectorial real al polinoamelor de grad < n. Să se arate că funcţia 
&" '• K n t x l ~ ^ K « [ x ] definită prin 9~p{x) = p(x + 2) — p(x), V x e [R este o transformare 
liniară. 

3 . Fie spaţiul vectorial V={f: [a, &]-»[R I /"£ <£°([a» *!)}• Să se arate că primitiva P i V-*V 
X 

definită prin g = P(f), cu g{x) = \ f(t) ăt pentru a < x < b este liniară. 

a 
4. Fie spaţiile vectoriale V={f: (a,g)-* [R I f derivabilă}, W={g : (a, b) -> fR}. Să se arate 

că derivata D : V -> W definită prin g = D(f) = f este o transformare liniară. Să se determine 
Ker (D). 

5 . Pe spaţiul vectorial real al funcţiilor polinomiale de grad cel mult n, notat P„, se defi# 
1 

neşte funcţia p(x)->- ^"(p(x)) = x\tp(f)dt, V xG [R. Să se arate că 2T este o transformare 

o 
liniară şi să se determine Ker (ST*) şi Im (ST). 
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6. în [R3 se consideră vectorii x = (3, 2, —1), ;/ == (1, —2, 1), z = (1, 0, 2). 1) Să se arate 
că există o singură formă liniară £ : I R 3 - * [R astfel încît £{x) = — 8, £{y) = 0, / (z) = 6. 

2) Să se determine o bază a subspaţiului Ker {£). 

7. Fie &~: V3—y V3 funcţia definită prin egalitatea 3~(p) = « ă , a fixat. 1) Să se arate că 
£T este o transformare liniară. 

2) Să se găsească Ker (&~) şi Im ( iT) şi să se arate că Ker (^") © Im (£T) = Va. 

8. Să se determine matricea asociată transformării liniare, în raport cu baza canonică a 
spaţiului , în cazurile 

1) ^ " : ER3-> C3> Fix) = (ix1( ix2> ixs) 
2) ST : * # 3 X 3 ( K ) - > U r , x , ( K ) , =T(A) = (A 

3) .T:C^^W<L). "̂(*) = 

9. în spaţiul vectorial real al tuturor funcţiilor reale fiecare dintre mulţimile {sin x, cos x}, 
ie2x sin 3x, e a x cos 3x}, {1 ,1 — x, 1 — x — ex} este liniar independentă şi generează un subspaţiu 
V finit dimensional. 

Utilizînd mulţimile date ca baze pentru V, să se găsească matricea ataşată operatorului 
4e derivare D : V —> V. 

10. Să se determine matricele transformărilor liniare 3~: R 3 - » [ R 3 î n raport cu baza formată 
•din vectorii /j = (1, 2, 3), fa = ( 2 , 1 , 3), /'g = (1 ,1 ,1 ) cunoscînd că 

- l 2 —3 " 

1) T± = 

3 2 0 

- 1 0 0 

0 0 0 

2) r2 = —2 2 3) T3 

1 — 1 2 

3 — 3 6 

2 — 2 4 -2 2 —6 
sînt matricele transformărilor respective în raport cu baza canonică a lui fR8. 

11 . Fie V un spaţiu vectorial real, ®V complexificatul său şi ST : V —y V un endomorfism. 
Funcţia ^ ^ : ̂ F - » C F definită prin ^ăTţu, v) = («g^u, ^"u) , sau altfel scris ^ ^ " ( Î J + iu) = 
= STVL + i&~», se numeşte complexificatul lui <^~. 

1) Să se arate că ̂ ST este o transformare liniară care are proprietăţile 

®(k&~) = ]&g-, ke £R 

\se + sr) = vsp + <£&-

(Gg-)-i = <E(^~1), dacă ST este inversabilă. 

2) Fie {ex,..., en} o bază a lui F n şi {{ex, 0 ) , . . . ,(en , 0)} baza corespunzătoare din ̂ V. Să 
se verifice că matricea ®T a taşată lui ^ST este egală cu matricea T a taşa tă lui £T. 

12. Fie 3~: (£"-> <Cm ° transformare liniară. Se numeşte reprezentarea reală a transformării ST, 
transformarea reală E<^~: K^t—^K^m c a r e coincide punctual cu 3T, unde ®(£,n, E ( £ m sînt 
trecerile în real ale spaţiilor ( £ " şi (£OT. Ştiind că ^" : <E 3 -»(£ 3 e s t e transformarea liniară definită 
pr in ^ " (x )= (x 1 4- ix 2 , xx + x3, ix3), x — (xx, x2, x 3)e (C3> să se determine matricea reprezen
tării reale a lui <T in baza {/i, fa, f3} unde /i = (0, i, 1), f% = (0, 0, i), f3 = (i, —2, 2). 

13. Să se arate că transformările liniare asociate matricelor 

Şi T2 = 

27 

21 

12 

18 

—14 

— 8 

27 

—21 

—12 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0" 

0 

0 
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sint proiecţii. 

14. Fie F 2 spaţiul vectorial al segmentelor orientate cu originea O identificat cu mulţimea 
punctelor din plan şi fie &" : F 2 - » F a transformarea liniară definită prin 3~(ţi)—b, ^ " ( 6 ) = ? 
unde A(a) şi B(b) sînt două puncte fixe necoliniare cu 0(0), iar C(c) un punct din plan. Să 
se determine C(c) astfel încît 

1) S~ să fie o proiecţie, 
2) ST să fie o involuţie. 

15. Să se arate că matricea A 

"0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 ' 

1 

°. 
este o matrice nilpotentă de ordinul trei. 

16. Fie g~ : [R 3 -» [R 3 endomorfismul care transformă vectorii v± = (0, 0, 1), v2 = (0, 1, l)y 

Ds — (1, 1, 1) în vectorii wt = (1, 2, 1), wz = (3, 1, 2), u>3 = (7, — 1 , 4). Să se determine matricea 
lui ST*, transpusa lui ST, în baza ortonormată e1 = (1, 0, 0), e2 — (° . 1» 0), e3 = (0, 0 ,1) . 

f 3 + 2i 2 — 2i~I 
17. Fie &~ : (P2--»(r2 endomorfismul definit prin matricea 2" = în baza 

L1 — i 3 + 4i_ 
canonică a lui (£ 2 . Să se arate că ST = 2TX + i$~2,vmăe^'v&~2smt endomorfisme hermitiene. 

-cos 9 0 sin 9" 

18. Fie &~ : [ R 3 - > fJR3 endomorfismul definit prin matricea T 

—sin 6 0 cos ( 
baza canonică a lui [R3 . Să se arate că endomorfismul 3~ este ortogonal. 

0 0 

C a p i t o l u l 4 

VALORI ŞI VECTORI PROPRII 

§ 1. Valori şi vectori proprii 

Fie F un spaţiu vectorial peste cîmpul DC ([R sau (C) Şi & '• V-> V un 
endomorfisni pe F . 

1.1. Definiţie. Un vector x e F — {0}, se numeşte vector propriu al endo-
morfismului si : F -> F «tacă există X e DC aşa Cwcîi j /a; = Xa?. Scalarul 
X se numeşte valoarea proprie a lui si corespunzătoare lui x. Mulţimea 
tuturor valorilor proprii ale endomorfismului si poartă numele de spectrul 
lui si. 

Ecuaţia s/x = Ix de definiţie a vectorului propriu este echivalentă 
cu xe Ker (si — 13), x # 0, unde £7 este endomorfismul identitate. 
De asemenea se observă că dacă x este un vector propriu al lui si, atunci 
pentru fiecare k e DC — {0}, vectorul kx este propriu. 

1.2. Teoremă. 1) La un vector propriu al lui si îi corespunde o singură 
valoare proprie. 
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2) Vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sînt liniar 
independenţi. 

3) Mulţimea S(X) = {kx\s/x = \x, X valoare proprie, h G K} este un 
subspaţiu vectorial în V invariant faţă de s/, adică s/(S) e s . Acest 
subspaţiu poate fi finit sau infinit dimensional şi se numeşte subspaţiul 
propriu ataşat lui X. 

Demonstraţie. 1) Fie x un vector propriu corespunzător valoi ii proprii 
X; s/x = Ix. Dacă ar exista X'e DC) X'^X astfel încît s/x = ~k'x, 
atunci \x = X'x. De aici găsim (X — X')x — 0 şi deci x = 0, ceea ce este 
absurd. 

2) Fie xx, . . ., xp vectorii proprii ai lui s/ corespunzători la valorile 
proprii distincte Xlv . . , \v. Procedăm prin inducţie după p e [N. Pentru 
p = 1 proprietatea- este evidentă deoarece vectorul propriu este diferit 
de vectorul nul. Presupunem că proprietatea este adevărată pentru p — 1 
vectori. Din ecuaţia \xA + k2x2-\- . • • + fej,-i«j,_i + fcp^j, = 0 cu Ttt e K, 
» = 1 , 2 , . . . ,̂ > rezultă^/^a?! +• • • Jt-Jcpxp)~0 şi deci Z^X^ + . . . JcpXpxp = 0. 
Acestea implică fc1(X1 — XP)a?1+ • • • + ^ - 1 ( ^ - 1 — Xp)a?P_1 = 0, care, 
împreună cu ipoteza de inducţie, dă \ = k2 = . . . = Tcp_t = 0. Rezultă 
]cpxp = 0, adică şi hp = 0. 

3) Pentru orice a?, t/ e S(X), şi fc, î e | X avem .s/(&a; + fo/) = ks/(x) + 
4- Z.ss%) = fcXa? + ÎXy = \{lcx + ly); deci fta? + ly e S(X). Eezultă 
jtf(S(X)) S S(X). 

Exemplu. Fie F = {f: [—1, 1] -» [R I fG <C°°} spaţiul funcţiilor de clasă (C°° pe [—1,1]. 
Endomorfismul 9> : V -* V, £f(f(x)) = [(x3 — l)f(x)]', V xe [—1,1], se numeşte operatorul 
Slurm-Liouville. Săarătăm că \ = n(n + 1), nd [N sînt valorile proprii iar vectorii i - ^ f j ! ) = 

1 d" 
= — [(x2 — 1)"], ne-QSj sînt vectori proprii. Anume dacă notăm fn(.x)={x%—*)* a vem 

n ! 2» dxra 

egalitatea evidentă (x2 — l)/'M(x) = 2nxfn(x). Derivînd de n + 1 ori ambii membri, utilizînd 
formula Leibniz, găsim (x2—l)/J*+2)(x)+2x(n + l)$"+1>(x) + n(n + l)f<">(x) = 2nxf0»+1)(x) + 
+ 2n(n + l)#*>(x), sau [(x2 — l)P^(x)]' = n(n + l)P„(x). Deci ^(P„(x)) = n(n + l)P„(x), 
ceea ce arată că Xm = n(n + 1) sînt valorile proprii iar P„(x) sînt vectorii corespunzători. 

1.3. Propoziţie. Subspaţiile proprii corespunzătoare la valori proprii 
distincte, sînt disjuncte. 

Demonstraţie. Fie valorile proprii distincte Xx şi X2, iar S(X1), S(X2) 
subspaţiile proprii corespunzătoare. Dacă ar exista x e S( Xx) n S( X2), 
nenul, ar rezulta s/x = \x şi s/x = X2x şi de aici (Xx — X2)a? = 0, adică 
te = 0 ceea ce este absurd. Deci S(XX) n S(Xa) = {0}. 

§ 2. Polinom caracteristic 

Fie A = [ai3] o matrice pătratică de ordinul «. şi X = [a^] o matrice 
nermlă de tipul n x 1 cu elemente din cîmpul K ([R sau CC). Dacă există 
X G K astfel încît AX = XX, atunci X se numeşte vector propriu, iar X 
se numeşte valoare proprie pentru matricea A. 
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Ecuaţia matriceală (A — 1I)X = O este echivalentă cu sistemul liniar 
şi omogen, 

(%1 — X)®1 -f %2*2 + . ' • ' • + al»a!» = 0 

" «21^1 + («22 — *)»2 + • • • + <»>1n%n = 0 

anlx± + an2x2 + . . . + (ann — \)xn = O 

care are soluţii nebanale dacă si numai dacă 

P(X) = det(J. - XI) 
X a 12 « i » 

a 

a. Ml 

22 

«7î2 • • • « ; 

X . . . a 2« = 0. 

2.1. Definiţie. Polinomul P(X) = det (A — XI) se numeşte polinomul 
caracteristic ăl matricei A, iar ecuaţia P(X) = det (A — XI) = 0, A e K , 
se numeşte ecuaţia caracteristică a matricei A. 

Valorile proprii ale matricei A sînt soluţiile ecuaţiei caracteristice. 
Fie A o matrice pătratică reală de ordinul n şi P( X) = det (A — XI) = O 
ecuaţia ei caracteristică. Deoarece nu orice ecuaţie algebrică admite 
soluţii în IR, dar admite în (C, uneori valorile proprii ale lui A se definesc 
ca fiind elemente din C- î n acest caz vectorii proprii corespunzători aparţin. 
complexificatului lui \Rn notat CIR". 

2.2. Teoremă. 1) Polinomul caracteristic are expresia 

P(X) = (-1)»(X» - ^ X - 1 +82X"-2 - . , . & $ , ) 

unde $f, i = 1, . . . , «, reprezintă suma minorilor principali de ordinul 
i ai matricei A — XI. 

2) Două matrice asemenea au acelaşi polinom caracteristic. 
Demonstraţie. 1) Descompunem P(X) = det(A — XI) în 2" determi

nanţi. Mai întîi 

P(X) = 
a, t*ll "-12 

«21 «22 

fl/ral a 

• «1» 

X . . . a, 

*n\ n2 ' a„ 
+ 

— X 

0 

0 

«22 "" 

an2 . 

« i » 

- X . . . a2n 

.. am — X 

= Ai + A2 

Apoi descompunem Ax şi A 2 m 2 n - 1 determinanţi fixînd prima coloană* 
Anume 

-X 0 

A2 = 

— X 

0 

0 

a12 . 

«22 • 

an2. 

• • « i » 

• • « 2 B 

• * ann 

4-
« i » 

• X . . . a. 

0 

2» 

«Brt 

+ .. 

Analog pentru Ax. Deoarece (— X)1 poate apărea, pe diagonala principală 
în n moduri, coeficientul lui (— X)1 este format din suma minorilor principali 
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•de ordin n 1 din A — XI, în număr de C£ = C£ -1, adică 

-X)1 

€VQO 

+ 
%1 % 3 • • • al-

^31 ^33 

^»1 ®»3 • • • ^»n 

+ 
a. 

% , n—1 

»—1,1 • • • * » — 1, B— 1 

Tot din dezvoltarea lui A2 şi A2, se vede că perechea (— X, — X) apare pe 
•diagonală principală în CI moduri şi deci coeficientul lui ( — X)2 va fi format 
din suma tuturor minorilor principali de ordin „n — 2 " din matricea 
A — XI, în număr de CI = CîT2. Deci 

( -X)2 
*33 

* » 3 

* 3 M 

%» I 

*11 

+ • • • + 
an— '«-3 ,1 

a l , ffl—3 

a f f l—3,f l—3 

Analog, coeficientul lui (— X)* va fi format din suma tuturor minorilor 
principali de ordinul „n—i" din matricea A — XI în număr de Cj, = CJ-*. 
•Coeficientul lui ( — X)° = 1 este evident $n = det A, deoarece P(0) = 
= det (A — 01) = det A = S„. Coeficientul lui ( —X)"-1 este urma lui A, 
adică Sj = tr A. 

2) Fie A şi B două matrice asemenea, adică B — C~XAC unde C este 
o matrice nesingulară. Atunci det (B — XI) == det {0~xAC — XI) = 
= det {0-\A - 7J)0] = det (O-1) det (A - XI) det O = det (A - XI). _ 

Să presupunem că A este o matrice reală (A coincide cu conjugata ei A) 
şi simetrică (A coincide cu transpusa tA). 

2.3. Teoremă. Valorile proprii ale unei matrice reale şi simetrice sînt 
reale. 

Demonstraţie. Pornim de la (1) AX = XX şi prin conjugare complexă 
găsim (2) AX == XX. î n (1) înmulţim la stînga cuJX, iar în (2|_înmulţim 
la stînga cu 'X. Eelaţia A = tA implică fXAX = *XAX şi deci 
(X — X)'XX = 0. Deoarece 'XX ^ 0, rămîne că X = X, adică X e [R. 

Exemple. 1) Matricea 

1 0 2 — 1 

0 1 4 — 2 

2 — 1 0 1 

arepolinomul caracteristic P(X) = det(A—X/)=(X—l)4 şi valorile proprii X1=X2=X3=X1=1. 
Din AX = IX, X = t[x1, x2, x3, x4] obţinem sistemul 2xg — xt •• 

cu soluţia nenulă x2 = 2xx + x3, x4 = 2x3. Notînd : xx ~ a şi x3 

0,2xj — x2 — x3 + xt — 0 
= b soluţia se scrie : x2 = 

= 2a + b, xt = 26. Rezultă X = * [a, 2a + b, b, 2b] = a* [1, 2, 0, 0] + fi* [0, 1,1,2]. Deci 
valorii proprii X = 1 ii corespund doi vectori proprii: »x = ' [ 1 , 2, 0, 0] şi v3 — ' [ 0 , 1 , 1 , 2]. 
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2) Pentru matricea 

A = 

4 

3 

-3 

6 

—5 

—6 

0 ' 

0 

1 

se obţine : P(X) = (X — 1)2(X + 2 ) ; valorile proprii : Xx = X2 = 1, X3 = — 2. Vectorii proprii : 
v1 = t[1,-2,0], ps = «[0,0,1], », = '[1,-1,-1]. 

Fie Vn un spaţiu vectorial finit dimensional peste cîmpul K şi s& : V„-~- V„, 
un endomorfism. Fie x un vector propriu al lui .s/ şi X valoarea proprie 
asociată. Acestea satisfac relaţia six = \x. 

Fixăm o bază în Vn. ÎTotăm cu A matricea ataşată endomorfismului si" 
şi cu X matricea coloană ataşată vectorului x. Eelaţia s/x = 7.x este 
echivalentă cu ecuaţia matriceală AX = XX. 

Fie P(X)'= det(J. — XI) polinomul caracteristic al matricei A. Consi
deraţiile precedente arată că dacă există, valorile proprii ale endomorfismu
lui si sînt rădăcinile lui P(X) în K, iar vectorii proprii ai lui si sînt solu
ţiile ecuaţiei matriceale (A — XI)X = 0. Pe de altă parte teorema 2.2 
arată că polinomul P( X) = det {A — XI) este invariant faţă de o schimbare 
a bazei din V,„ adică coeficienţii lui P( X) depind de si şi nu de reprezen
tarea matriceală particulară A. Desigur numărul det A se numeşte deter
minantul lui si, numărul tr A se numeşte urma lui si etc. Acestea justi
fică următoarea 

2.4. Definiţie. Fie si :Vn —> Vn un endomorfism şi A matricea asociată 
în raport cu o bază fixată în V„. Polinomul P(X) = det (A — XI) se numeşte 
polinomul caracteristic al endomorfismului si. 

Endomorfismul si : Vn -5- Vn are cel mult n valori proprii distincte.. 
Dacă si are exact n valori proprii distincte, atunci vectorii proprii cores
punzători determină o bază a lui Vn M matricea A ataşată lui si în raport 
cu această bază este o matrice diagonală avincl drept elemente pe diagonală 
valorile proprii ale lui si. 

Fie Vn un spaţiu vectorial real n dimensional şi si : Vn -> Vn un endo
morfism. înotăm cu CFB coinplexificatul lui V„ şi cu €si complexificatul 
lui si. Deoarece si şi ^si au aceeaşi reprezentare matriceală, valorile proprii 
ale lui €si sînt valorile proprii în <C ale matricei reale asociată lui si. 
Avînd în vedere acest lucru, uneori ^sf se identifică cu si, căutîndu-se 
valorile proprii ale unui endomorfism real direct în (C şi bineînţeles vectorii 
proprii în complexificatul spaţiului vectorial real. 

Exemplu. Pentru endomorfismul si '• [R3 —* Qţ s , care în raport cu baza canonică a lu i 
[R 3 are matricea 

'4 0 01 

0 1 

- l 2 

obţinem polinomul caracteristic P(X) = (X—1)2(X — 4), valorile proprii Xj = 4, Xj 
şi vectorii proprii corespunzători v1 = (1, 0, 0), v2 = ( 0 , 1 , 1). 
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§ 3. Forma diagonală 

Deoarece matricea oricărui endomorfism s# : Vn -> F„ depinde de ale
gerea bazei în V„, prezintă interes cazul cînd se poate găsi o bază în V„ 
faţa de care matricea endomorfismului să aibă o formă cît mai simplă. 

3.1. Definiţie. Un endomorfism s/ : Vn -> Vn se numeşte diagonalizabil 
dacă există o bază {ev ..., en} astfel încît matricea lui în această bază să fie 
diagonală. 

Matricele din clasa de asemănare care îi corespunde endomorfismului 
J / se numesc matrice diagonalizabile. 

3.2. Teoremă. Un endomorfism si : F„ ~> Vn este diagonalizabil dacă 
şi numai dacă există o bază a spaţiului Vn formată din vectori propiii 
ai endomorfismului. 

Demonstraţie. Dacă si este diagonalizabil, atunci există o bază 
W; ,, en} a spaţiului faţă de care matricea lui este diagonală : 

A = 

«11 

0 

0 

0 . 

«22-

0 . . 

. 0" 

. . 0 

• 0"nn . 

Deci siet = auei, i = l,2,...,n, ceea ce înseamnă că vectorii et, 
i = 1, ..., n sînt vectorii proprii ai endomorfismului si'. 

Eeciproc, dacă {vT, v2, ..., vn} este o bază în FB, formată din vectorii 
proprii ai lui si, adică sivt — X^, i = 1, . . ., n, atunci matricea lui si 
în această bază este 

1) 

\ 

0 

0 

0 . 

x2 . 

0 . . 

. 0 

. . 0 

. x„ 

Evident unele dintre numerele X, pot fi egale. 

3.3. Teoremă. Dimensiunea unui subspaţiu propriu al endomorfismu
lui si : Vn -> Vn este cel mult egală cu ordinul de multiplicitate al valorii 
proprii corespunzătoare subspaţiului. 

Demonstraţie. Fie X0 o valoare proprie multiplă de ordinul m, şi S(X0) 
subspaţiul propriu corespunzător. Notăm dim S( X0) = p < n. Fie 
{e-L, e2. . . ., ep} c S( X0) o bază în subspaţiul propriu. Completăm această 
bază pînă la o bază în Vn de forma {e3, . . . , eP, fP+1,.. ., /„}. întrucît vectorii 
«o t = 1, •••ip sînt vectori proprii corespunzători la valoarea proprie 

p 
avem si(et) = X0eo i = 1, P Şi J*{fs) 
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j — p ~\~ 1, ..., n. Matricea lui st în această bază este 

X0 

0 

0 

0 

0 . 

x „ . 
0 . . 

0 . 

. 0 

. . 0 

. x0 

. 0 

alp+l • 

a2p + l • 

(lpp+1 • • 

anP+l• 

• %ra 

• ^2» 

. dpn 

• dnn _ 

aşa încît polinomul caracteristic alin ist are forma P(X) = det (A — XI) = 
= (X0 — X)PA(X), unde A(X) este un determinant de ordinul n — p. 

î n concluzie, A(X0) = 0 implică p < m, iar A(X0) ^ 0 implică p = m. 
Deci p < m. 

3.4. Teoremă. Un endomorfism st: Vn -> Vn este diagonalizabil dacă. 
şi numai dacă polinomul caracteristic are toate rădăcinile în cîmpul 
peste care este luat Vn şi dimensiunea- fiecărui subspaţiu propriu este egală-. 
cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunzătoare. 

Demonstraţie. Admitem că st: Vn -> Vn este diagonalizabil. 
Rezultă că există o bază {ex, . . . ,en} în Vn formată din vectori proprii 

pentru st faţă de care matricea lui st este diagonală. Fie<P(X) = (X — Xj)"*1-
•(X — Xa)™* . . . (X — ~kP)mp, adică X4, i = 1, . . . , p sînt valorile proprii ale 

p 
lui st de multiplicităţi m( cu ]£ m,t = n. Fără a afecta generalitatea, putem. 

admite că primii m1 vectori din baza {%, . . . , en} corespund lui Xlr urmă
torii m2 lui X3 etc. î n concluzie, vectorii {ev..., em] c S.(X1) apaxţin 
subspatiului propriu corespunzător valorii proprii \ , ceea ce înseamnă că 
numărul lor ml este mai mic sau cel mult egal cu dimS(X1):TO1< 
< dim S{\). Pe de altă parte, conform teoremei 3.3, avem dini S{\) < m^ 
în concluzie m1 = dimS(\). Analog rezultă dim S(X4) = m*, i = 2, . . . ,p. 

Eeciproc, admitem că dim S(X,) = mt, i = l,2,...,p. Atunci fie 
« 

B = {ex,... ,eMi, e,ni+1,... ,e„2 , . . . ,emp_l+1,.. • ,emp}, £ mt—n o mulţime de 
vectori din V„ aşa încît primii mx vectori să constituie o bază în S(XX)? 
următorii m2 să constituie o bază în S(X3) şi aşa mai departe. Utilizînd: 
inducţia asupra lui^» se dovedeşte că B este o bază a lui Vn. Faţă de această 
bază, matricea lui st: V„ -> Vn este 

\h 
0 

0 

0 . . 

Xx . . 

0 

0 

. 0 

. 0 

Xi 

jXp 

|o 
io 

0 

0 . . 

x , . . 

0 

. 0 

. 0 

Xj , 

adică o matrice diagonală. 
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V„ este diagonalizabil atunci Vn = S( Xx) (j> 

V„ procedăm 

Consecinţă. Dacă si : Vn 

e s(x2) © ... e s ( u 
Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism si : V„ 

în felul următor: 
1) Fixăm o bază în Vn şi determinăm matricea A. = [al}] a lui si în 

această bază. 
2) Aflăm valorile proprii care sînt soluţiile în IK ale ecuaţiei P(X) = 0. 
3) Dacă există p (p < ») valori proprii distincte Xlv . ., X, cu ordinele-

de multiplicitate mx, . . . , TWP, calculăm rangul fiecărei matrice A — 1SI, 
j = 1, . ..,p. Dacă rang (JL — X Î) = n — m ,̂ j = 1, . . ., p, dim S(X )̂ = 
= dim Ker (si — ls3) este numărul de soluţii independente ale sistemului 
omogen (A — \jI)X = 0, atunci (conform teoremei 3.4) si este diago
nalizabil. 

4) Se rezolvă cele p sisteme omogene (A — X;-Z)X = 0. Un sistem 
fundamental de soluţii pentru un asemenea sistem reprezintă coordonatele-
vectorilor proprii corespunzători valorii proprii X.,. 

5) Matricea lui si, în raport cu baza formată din vectorii proprii ai 
lui si, are pe diagonală elementele X1? . . . , X x ; , . . . ; Xp, . . . , X̂ ,, adică. 
valorile proprii. 

6) Notăm prin D e ^nxn (DC) matricea diagonală ataşată lui si în raport 
cu baza formată din vectorii proprii ai lui si'. Dacă Ce "//„*„ (K) este 
matricea ale cărei coloane sînt vectorii proprii care alcătuiesc noua bază 
a lui V„, adică matricea de trecere de la baza iniţială din Vn (baza canonică 
în [R") la baza formată din vectorii proprii, atunci 

D = ( T U C . 

Exemple. 1) pentru endomorfismul si • [Rs -+ [R3. definit prin matricea 

-3 —7 —5" 

A = 

avem : polinomul caracteristic, P(X) = (X— l ) 3 ; valorile proprii, Xj = X2 = X3 = 1, (triplă,. 
'—4 —7 —51 

m1 = 3); rang (A — II) = rang 2ş4 71 7J7 1=3 3 = 0. 

1 2 1_ 
Deci endomorfismul si nu este diagonalizabil. 
2) Fie si : [R* -> [R*, .j/(x) = (xx + x4, x2, x3 — 2x4, x1 — 2x3 + 5x4), x = (x1; x2, x3, x4). 

în raport cu baza canonică a lui [R4, matricea lui si este 

0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 — 2 

1 0 — 2 5 

P(X) = det( A — XI) = X(l — X)2(X — 6). Rezultă valorile proprii \ = 0, X2 = X3 = 1 ş* 
X4 = 6. Deci ordinele de multiplicitate sînt nij = 1, m2 = 2, m3 = 1. 
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Deoarece rang (A — \I) = 3 = n — m x = A — 1 = 3, prin rezolvarea sistemului omogen 
(A — G1)X1 — 0, obţinem vectorul propriu v1 = ' [—1, 0, 2 , 1 ] . 

Analog rang (A — X27) = 2 = n — m 2 = 4 — 2 aşa încît dimS^Xa) = 2. Vectorii proprii 
corespunzători sint v2 = ' [0, 1, 0, 0] , v3 = * [2, 0 , 1 , 0 ] . Rang (A — \I) — 3 = n — m3 aşa 
încît vectorul propriu corespunzător valorii proprii X4 = 6 este v4 — f [1, 0, —2, 5], în concluzie 
«nclomorfismul si este diagonalizabil cu matricea diagonalizatoare C = [vv vv v3, p4] = 

. Se obţine D = C'KIC = 

1 

0 

2 

1 

0 

1 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

1" 

0 

—2 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0" 

0 

0 

6 

§4. Forma Jordan 

Fie Vn un spaţiu vectorial peste cîmpul K (K sau C) şi si • Vn -> V„ 
un endoniorfism. Matricea A a endomorfismului si depinde de alegerea 
bazei în V„. Uneori această matrice poate fi diagonalizată, alteori nu. 
Condiţiile în care matricea A se poate diagonaliza au fost date în teoremele 
3.2 şi 3.4. Una dintre formele relativ simple şi utile, care se poate obţine 
în unele dintre cazurile cînd nu este posibilă diagonalizarea, este forma 
Jordan. 

Fie X e K. Matricele de tipul 

[X], 
X 1 " 

0 X. 
) 

rx î oi 
0 X 1 

0 0 X. 

, . . . , 

X 1 0 

0 X 1 . . . 0 

6 o î 
o o x 

se numesc celule Jordan ataşate scalarului X. 
4.1. Definiţie. Spunem că endomorfismul si : Vn -> V„ este adus la 

forma Jordan dacă există o bază in Vn faţă de care matricea 

J = 
Jl 

0 

0 

0 . 

J2. 

0 . . 

. 0" 

. . 0 

• Js. 

m reprezinte pe si, unde Jt sint celule Jordan ataşate valorilor proprii X< 
i = 1, 2, . . . , s, ale endomorfismului si. 

O celula Jordan de ordinul p ataşată unei valori proprii X multiplă de 
ordinul s > p corespunde vectorilor liniar independenţi ex, e2, • • •, ep 
aşa încît sfe± = Xe15 sie2 = ex + Xe2, . . .,siep = ev-x + X<v Vectorul ex 
este propriu, iar vectorii ez, . . . , ev se numesc vectori principali. 
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Există endomorfisme ale spaţiilor vectoriale reale care nu pot fi aduse 
la forma Jordan şi anume acelea pentru care ecuaţia caracteristică nu 
are toate rădăcinile în IR. Discuţia următoare pune în evidenţă că endo-
morfismele spaţiilor vectoriale complexe pot fi aduse totdeauna la forma 
Jordan. 

Observaţii. 1) Forma diagonală a unui endomorfism diagonalizabil este un caz particular 
de formă canonică Jordan ,şi anume cazul cînd toate celulele Jordan sint de ordinul unu. 

2) Forma canonică Jordan nu este unică, dar numărul celulelor Jordan (egal cu numărul 
total de vectori proprii liniar independenţi ai lui si) ca şi ordinul celulelor Jordan sint unice 
pentru un endomorfism si, dat . 

3) Ordinea celulelor Jordan pe diagonala formei canonice Jordan depinde de ordinea vec
torilor din bază. 

4.2. Teoremă. Fie Vn un spaţiu vectorial «-dimensional peste cîmpul 
K(R sau <D). Dacă si : Vn -> Vn este un endomorfism şi X15 . . . , \P sînt 
valorile proprii distincte ale lui si cu multiplicităţile mv m2,..., min 

p 
^ mk — n, atunci există p subspaţii vectoriale V} <=. V, j = 1, .. .,pr 

invariante faţă de si, de dimensiuni ms, j = 1, ..., p aşa încît Vn = V1 © 
© V2 © . . . © Vp iar si/V. =Jf} + X} 3mi, j = 1, . . ., p unde JVJ sînt 
endomorfisme nilpotente de diferite ordine. 

Demonstraţie. Pentru j e {1,2, . . .,p} fixat considerăm endomorfismele 
jfj=si — ~A}g şi aplicînd teorema 4.6, cap. 3, se obţin subspaţiile V} 
şi Rj aşa încît c^iSv- este un endomorfism nilpotent, iar Jfj/n. este nesingular. 
Deoarece V, este invariant faţă de Jf] el este invariant şi faţă de endomor
fismul X} -f Xj3 = si. Fie jtf/Vj şi -st/n. restricţiile lui si la subspaţiile Vf 
şi Rj; deci unica valoare proprie a lui si'/v este Xs care nu este valoare 
proprie şi pentru si' /R} (deoarece si — \{3 este nesingular pe U ; iar 
det(A — \jd) — ăet (si/Vj — X ^ ) det (si /Bj — X-,£72)). Bezultă ăimV}=mf 

şi V, n Vh = {0}, pentru j ^ h, aşa încît Vn = V1 © F 2 © . . . © Vv 
p \ 

ştim prin ipoteza ca £ mk = n\. 
* = i / 

în plus, din si = Xj-\-'k13 rezultă si/r, = J^/F,- + X.,£?m.= Jft + X3-£7OT 

cu Jfj nilpotent deoarece X}/r- este nilpotent prin construcţie. 
4.3. Teorema Jordan. Fie Vn un spaţiu vectorial n-dimensional peste 

cîmpul (K (K sau (£)• Dacă endomorfismul si : V„ -s» Vn are valori proprii 
(în K) Şi dacă suma multiplicitătilor acestor valori proprii este n, atunci 
există o bază în V'„ faţă de care matricea lui si are forma Jordan. 

Demonstraţie. Fie \}, j — 1, • • •, p, valorile proprii ale lui si (în K) de 
p 

multiplicităţi mj}j = 1, . . .,p, £ m,, = n. Construim subspaţiile V, = 
; ' - i 

= Ker (si — )-}3)mi, j = 1, . . ., p. Conform teoremei 4.2 avem Vn = Fx © 
© F 2 © . . . © VP. 

Notăm JTj =si/V. — \}3m. endomorfismele nilpotente Jft de indice h}. 
Admitem Ji} = m}, j = 1, ...,£> (cazul ^ < ?% se tratează analog). 
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Construim mulţimea de vectori &mJ = {f[,fi,.. .-,$,} din V, aşa încît 
fi =SŢr\x), fi =J?-\x)t . . . , / 4 - , = > / £ ) , / ^ - x unde « F , Din 
definiţia lui Jft şi a mulţimii #""V avem 

(i) ^ ( / D = o, jrm =&••• ,^(fD=fi.;, 
1 > *i 

deoarece JT} este prin construcţie un endomorfism nilpotent de indice 
hj = m}. Avînd în vedere definiţia lui Jft egalităţile (1) devin 

(2) ^/r//i) = hfi, ^ivţfi) = hfi +&..., *Mt) = hfi} +£,_,• 

Dovedim în continuare că vectorii mulţimii J2rm» sînt liniar independenţi. 
Pentru aceasta fie ecuaţia £ k(f{ = 0, kt e K şi aplicăm endomorfismul 

•=i 

^ &j/i ) = Yi kijV{fi)=Q sau, 
t=i / «=t 

dacă ţinem cont de egalităţile (1), k2f{ + k3fţ-\-... +ft»./4._1=0. Aplicînd 
din nou ^ şi folosind egalităţile (1) găsim k3f{+kji+... +kmjf}

m _ 2 =0 . 
Prin aplicarea succesivă a lui Jft de w^—2 ori obţinem fcffl._i/i + km fl=0. 

Aplicînd ^ din nou (deci în total de m} — 1 ori) avem &m,/i = O. Deoarece 
/{ # 0, deducem kmj = 0. Aceasta implică km..\f{ = 0 şi deci fcm^_i = 0. 

Analog, din celelalte egalităţi, obţinem km 2 = kmjs= • • • —ks=k2= 
= kx = 0. în concluzie vectorii mulţimii i2"^ sînt liniar independenţi. 
întrucît dim V} — irij rezultă că ăFm* este bază în Vf; aceasta este o bază 
Jordan în V} datorită egalităţilor (2). în raport cu această bază matricea 
restricţiei lui s& la V}, este 

J,= 

X, 1 0 . . . 0 

0 X; 1 . . . 0 

0 0 0 . . . X, 

e ^ x » / K ) . 

P 
Datorită egalităţii V„ = Vx © V2 © . . . © VP, mulţimea (j & ' este 

i=i 
baza căutată în V„, numită bază Jordan faţă de care matricea lui $2 
este de tip Jordan. 

Concluzii. Numărul de submulţimi !Fmi din baza Jordan este egal cu 
numărul vectorilor proprii independenţi ai lui si. Numărul de vectori 
principali care corespund unei valori proprii X̂  este egal cu mj — hf. 

Presupunem ht < m}, unde Ji} este indicele de nilpotenţă al endomorfis-
mului Jf) — si/v — ^}3mj- Pentru a găsi baza Jordan este necesar să 
se urmărească problemele următoare: 

1) Fixarea unei baze în V„ şi explicitarea matricei A ataşată endomor-
fismului si : Vn -> Vn. 
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2) Determinarea valorilor proprii distincte 1}, j = 1, ..., n respectiv 
multiple de ordinul ni],j~i,...,p prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice ; 

p 
pentru continuare este suficient ca V m} = n. 

3) Găsirea vectorilor proprii liniar independenţi corespunzători fiecărei 
valori proprii. 

4) Calcularea numărului de celule Jordan, 
dim S(Xj) = dim Vn — rang (A — \}I) — n — r}. 

5) Eezolvarea sistemului 
(A - \}IpX = 0 

pentru fiecare j = 1, . . .,p. Pentru j — fixat, soluţiile nenule generează 
subspaţiul V}. 

în cazul matricelor de ordin relativ mic putem ocoli unele dintre etapele 
precedente ţinîad seama de observaţia că la o celulă Jordan corespunde 
un sifigur vector propriu. Pentru găsirea vectorilor din bază corespunzători 
celulei de ordinul p, ataşată valorii proprii X}, se determină soluţia generală 
pentru s/tj = \,ej, apoi se impun condiţii de compatibilitate şi se deter
mină soluţii pentru sie2 = e2 + hev • • •» -^ep — ep-i + Kiev 

Dacă notăm prin G matricea care are pe coloane coordonatele vectorilor 
din baza Jordan. atunci 

j = o-uo. 
Exemplu. Să se reducă la forma canonică Jordan si : |R4-»-[R4> si(x) = ( S X J + X J , — i x 1 —x 2 , 

£ j T X% ~r 2X3 "T" Xţţ 1 iX-y OX2 ^-3)) X — ( X ţ , X2 , Xg, X^). 
Soluţia I. în baza canonică a lui [£ 4 , endomorfismul si arc matricea 

3 1 0 0 

— 4 — 1 0 0 

7 1 2 1 

—17 0 

Ecuaţia caracteristică (1 — X)4 = 0 are soluţia X 1 2 S 4 = 1 = X deci mx = 4. Deoarece 
rang(A — XI) = 2, numărul celulelor Jordan este egal cu n— rang(A — XI) = dim S(X) = 
= 4—2 = 2. Ele ar putea fi amîndouă de tipul 2 x 2 sau una de tipul 1 x l şi cealaltă de tipul 
3 x 3 . Pentru a lămuri situaţia folosim indicele de nilpotenţă al restricţiei Jf\— si'(vx—~^3v 
iar pentru aceasta trebuie să determinăm pe l \ = Ker (si — X£7)4. 

Deoarece 

(A - Xlf = 

0 0 

4 -2 0 0 

7 1 1 1 

-17 —6 —1 —1 

obţinem, 
S(X) = K e r ( j / — xg) c K e r ( j ^ — X£7)2 = Ker(si — X3f = Ker ( . s /—X£7) 4 =Vi=F=[R*-

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0" 

0 

0 

0 

5 — c. 6S5 
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Rezultă restricţia Jfx= sg^—"kTJ aşa încît indicele de nilpotenţă l\ al restricţiei Jfx este 
egal cu 2. Deoarece dim I t e r^—AS0 2 =4 şi dim Ker(,î/—X£7)=dim S(X) = 2 rezultă că 
numărul celulelor Jordan de tip \xlix cu hx = 2 este egal cu dim(ja/—XS7)2—dim(j/—X50 = 
= 4 — 2 = 2. 

0 
în concluzie forma Jordan va fi dată de matricea J •• 

şi J a = n F •"2J 
unde J1 Lo xj 

Soluţia II. Deoarece rang(A — XI) = 2, la X = 1 corespund doi vectori proprii pe care-i 
determinăm rezolvînd sistemul omogen (A — X/)Xj = 0, unde Xx = '[Xj, x2, x3, x4] adică 

2i x + x2 = 0 

— 4xx — 2x2 = 0 
7»i + x2 + x3 -f x4 = 0 

-17x, 

care este dublu nedeterminat. Notînd x, 

a + b 2(a + b) 
a,b~\ 

' 0 & 2 ~~— *^3 "——" "^4 — *̂ > 

a + 6 2(a + 6) 
a, x4 = b obţinem x, = , x3 = • 

5 5 
, a ?4 0, b ^ 0, adică există numai doi vectori Deci Xx — 

5 5 
proprii liniar independenţi. 

Fie X2 = t[u1, u2, u3, a4] matricea corespunzătoare vectorului principal. Obţinem sistemul 
neomogen (A — XJ)Xa = Xx (corespunzător la stf(e$) = ex + Xe2), adică 

a + b 
2ux + us •• 

- 4zjj — 2u2 = 2 

5 
a + 6 

7iîj + ua + u3 + u4 = a 

- 17HX — 6K2 —• u3— ut = b. 
Notînd H3 = c, u4 = â" obţinem 

T 6a + £ —5c —5d 

25 

-17a —76 + 10c + 10d 

25 
> c, d 

Deoarece sistemul neomogen este compatibil oricare ar fi a şi 6, rezultă că fiecăruia dintre vec
torii proprii liniari independenţi i se ataşează un vector principal. Luînd a — 7, b — —17 
deducem vectorul propriu e% = (2, —4, 7, —17), iar pentru a = 7, b = — 17, c = d = 0 se 
obţine vectorul principal e2 = (1, 0, 0,0) ataşat lui ex. Pentru a = 1, b = — 6 Se găseşte vectorul 
propriu e3 = (1, —2,1 , —6); pentru a = 1, 6 = — 6 , c = d = 0, găsim vectorul principa) 

4 = (0,1, 0, 0) care se ataşează lui e3. în baza Jordan {ev e2, e3, e4} matricea lui j / este 
1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

c 

0 

0 

1 

0 

0" 

0 

1 

1_ 
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Matricea de trecere 

C = 

2 

- 4 

7 

17 

1 

0 

0 

0 

1 

—2 

1 

—6 

0 

1 

0 

0 

verifică C XAC = J 

§ 5. Spectrul endomorîismelor pe spaţii euclidiene 

Fie V un spaţiu euclidian peste cîmpul K (R sau (£.), si: V -*• V un 
endomorfism, X o valoare proprie a lui si şi x un vector propriu ataşat 
lui X. în aceste condiţii X = - —-• 

(,T, a?) 

5.1. Teoremă. Fie F un spaţiu euclidian complex şi fie si: V -*• V 
un endomorfism hermitian. 

1) Valorile proprii sînt reale. 
2) La valori proprii distincte corespund vectori proprii ortogonali. 
3) Dacă dim V = n, atunci endomorfismul hermitian si : Vn -> F„ 

admite exact n vectori proprii ortogonali doi cîte doi. 
Demonstraţie. 1) Se observă că 

- = (six, x) 
(x, x) 

(x, six) (six, x) 
(x, x) (x,x) 

2) Fie Xx # x2 valori proprii ale lui si şi vv v2 e V vectorii proprii cores
punzători. Atunci (s/vlf v2) = (Xx%, v2) = \(vv v2) şi respectiv (sivx, v2) = 
= (vv siv2) = (vv ~k2v2) = X2(»1, v2). Eezultă (\ — X2)(«1, f2) = 0, adică 
(«-L, »2) = 0, întrucît \ # X2. 

3) Dacă dim F = n, atunci polinomul caracteristic P(X) admite cel 
puţin o rădăcină Xi (eventual multiplă de ordinul n), iar acestei valori 
proprii îi corespunde cel puţin un vector propriu vx. Fie Sx = SfXj)1 sub-
spaţiul ortogonal suplimentar în V al subspaţiului propriu S( Xx). 

Atunci V = S(X1) ® Sx şi dim Sx = dim V — dim Ŝ X-J = n — 1. Fie 
de asemenea si/s1 restricţia lui si la S± şi fie ?/0 e«s//s1(S1). Atunci există 
a?o e Si astfel încît 2/0 = s//Sl(x0) = six0. Deci (%, y0) = (vv ^a?0) = 
= [sivx, x0) = (X^, x0) = \(vv x0) = 0, de unde rezultă y0 J_ %, adică 
</0 6 <$i sau s/zs^Si) <= Sj. Vectorii proprii ai endomorfismului . J / / ^ satisfac 
egalităţile (*) ^ / s ^ = six = \x ceea ce înseamnă că sînt în acelaşi timp 
vectori proprii ai lui si'. 

Tot din egalitatea (*) rezultă că valorile proprii ale endomorfismului 
s//s1 sînt şi valori proprii ale endomorfismului si, deci polinomul caracte
ristic PX(X) al endomorfismului si/sl divide polinomul caracteristic P(X) 
al lui si. Fie X2 o rădăcină a lui PX(X) (X2 poate fi egal cu \ sau nu) şi v2 
vectorul propriu corespunzător : si'/stv2 — siv2 — l2v2. în calitate de vector 
propriu al endomorfismului s/,s1: Sx -> Sx, putem lua t>2 e Sx şi deci ^2^%. 
Dar v2 este vector propriu şi pentru si astfel încît am determinat doi 
vectori proprii ai lui si care sînt ortogonali. 
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Procedura continuă pînă la construcţia restricţiei si/s _ la subspaţiul 
(**) S n _ ! C S „ _ 2 <= Sv cu dim S^-! = 1. Polinomul caracteristic 
al lui J#/sn_ are gradul întîi şi deci singurei valori proprii a lui J&rs îi 
corespunde un vector propriu Vne Sn-1 care datorită incluziunilor (**) este 
ortogonal pe toţi vectorii proprii construiţi anterior. în concluzie am obţi
nut exact n-vectori proprii ai lui si ortogonali doi cîte doi. 

Consecinţă. Datorită proprietăţii 3), orice endombrfism hermitian este 
diagonalizabil. 

Observaţii. 1) Pentru un endomorfism antihermitian valorile proprii sint pur imaginare 
sau nu le ; vectorii proprii corespunzători au aceleaşi proprietăţi ca şi în cazul hermitian. 

2) Pe spaţiile euclidiene reale, valorile proprii ale unui endomorfism simetric sint reale, iar 
valorile proprii ale unui endomorfism antisimetric sînt nule. Dacă Vn este un spaţiu euclidian 
real n dimensional, iar si '• Vn —v V„ este simetric, atunci si posedă n vectori proprii care con
stituie o bază ortogonală a lui Vn. Această proprietate nu este adevărată pentru un endomor
fism antisimetric. 

Exempla. Fie spaţiul euclidian complex ( £ 3 şi si • (C3—>(C3 endomorfismul dat prin matricea 

"3 

i 

0 

—i 0 

3 0 

0 4 

A 

Să arătăm că si este hermitian şi să determinăm o bază în ( £ 3 faţă de care matricea endomorfis-
mului să aibă forma diagonală. Valorile proprii sînt reale 1± — 2, X2 = X3 = 4, iar vectorii proprii 
corespunzători e2 = (1, i, 0), e2 = (0, 0 ,1) pentru X = 4, şi e3 = (i, 1, 0), pentru >, = 2, sînt orto
gonali doi cîte doi. Deci si este hermitian. Normînd vectorii proprii obţinem baza ortonormată 

este 

eJ_J±,±,o\Uî=Ji_JJ_,±,0\u. 
ei\\ \Y2 / 2 ) ||e,H \}/2 p ) 

3 = e 2 . Matricea de trecere la această bază 

C = 

f2 p 

y-2 
1 

o 

aşa încît 

'4 

0 

0 

0 

2 

0 

0 ' 

0 

4 

D = C^AC= 

5.2. Teoremă. Fie V un spaţiu euclidian complex (real) şi si : V -+ V 
un endomorfism unitar (ortogonal). 

1) Dacă există, valorile proprii ale lui si au modulul egal cu unitatea. 
2) La valori proprii distincte corespund vectori proprii ortogonali. 
3) Dacă V este complex şi w-dimensional, atunci posedă n vectori 

proprii ortogonali doi cîte doi. 
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Demonstraţie. 1) Fie Xe C valoare proprie pentru endomorfisrnurunitar 
s/ : V -> F şi ace F-— {0} vectorul propriu corespunzător lui/'X. Avem 

(jj/a?, J ^ « ) = (Xa?, Xx) = \-"A(X,X), 

(s/x, s/x) = (.«, a?) 

unde Xeste conjugatul complex al lui X. Prin scădere rezultă (XX—l)(ac, *•)=0. 
Deoarece (x, ac)#0, rezultă XX — 1 = 0 sau )X|2 = 1, adică |,X| = 1. 

2) Fie X, i= X3 valori proprii şi ac17 x2 vectorii proprii corespunzători. 
Atunci (s/xv s/x2) = (xx, x2) şi (s/xx, s/x2) = {\xv X2£2) — X1X2(a;1, x2). 
Prin scădere rezultă (XXX2 — l){xlf x2) = 0. Deoarece XXX2 — 1 # 0 dedu
cem (xv x2) — 0 ; adică x1 şi x2 sînt ortogonali. 

3) Se demonstrează analog cu 3) din teorema 5.1 cu deosebire că egali
tatea (%, ?y0) = (i\, s/x0) — (s/v1} x0) = \(t\, x0) se înlocuieşte prin 
(^D Vo) — (vn ^xo) = { —' ̂ vu ^xo) = — (vv xo) — °> deoarece x0e Sx. 

X, >* 

5.3. Principiul minmax. Fie s/: Vn -> Fw un endomorfism hermiţian 
şi Xj > X2 > . . . > X„ valorile proprii ale lui s/'. Dacă V0 este un subspaţiu 
vectorial al lui Vn, iar |x(F0) = max (s/x, x) şi ,u,,-=min{pi(F0)/dim F 0 = 

»sn. IHI-=I 
= « — li + 1 } ; atunci y.k = Xs, fc = 1, 2, . . . , n. 

Demonstraţie. Fie o bază ortonormată {e1? . . . , eK} a lui F„. pentm care 
j / e , = 'jHet, i = 1, 2, . . . , ?i şi fie Ffc c F„ subspaţiul generat de vectorii 
en e2, ..., ek, k < n. Prin construcţie F* n V0 ^ {0}, deoarece am 
admis că dim Fn n — Ic + 1. Fie # e Ffc n F 0 cu 

s 
1 ; avem 

# = X ̂  ^ ^ ^ ^ = X xi(^et' x) = X aj«(Xie" ^ = X 7^x>(ei> x) 
s = l » = 1 i = l 

= X >.^i2. 
Î = I 

Ipoteza Xi > X2 > . . . > X,. > . . . > XB implică (s/x, x) > X* V |aj( |2— 
»=i 

Xt. Deci jx(F0) > Xi., adică ţj.fc > Xfc. Fie t/ s c V subspaţiul = MMI2 

generat de vectorii e*, e t+1, . . ., en şi fie x e LT
;. n F0 . Atunci ac = J] 55,(2, 

1 a;|| = 1 şi (s/x, ae) = X h\xi\2 < ** X l^ l 2 = 7->-- Rezultă fx(F0)<X,,.? 

adică \xk < X*. Din cele două inegalităţi obţinem ,u,, = Xt, ft = 1, . . . ,». 

Exemplu. Pe spaţiul euclidian canonic Q^4, fie endomorfisnml j / : [R4->[Jţ4riat prin matricea 

0 0 — 1 0" 

A — 
1/2 

0 

3/2 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

—3/2 

0 

1/2 
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deoarece AlA = I rezultă că matricea A este ortogonală ; deci şl endomorfismul ş& est» 
ortogonal. Să verificăm că valorile proprii ale lui ^jf : ̂ Qţ'*-» ^fR" au modulul egal cu 
unitatea şi că vectorii proprii corespunzători sînt ortogonali. 

valorile proprii ale lui *•$$ sînt soluţiile ecuaţiei det (A — X7) = 0, adică >,x = — 1 , Â3 =• 1, 

*3 = — + 1 ~ , A4 = 1 
4 4 4 4 

Evident | Xx I = |X2| = 1 şi |X3| = |X4| = 1/ — _L — = 1. Vectorii proprii cores-= F ^ + S = 
punzători sînt respectiv e1 = (—]fs, ]/"£ —J/a, 1), e3 =» (—1,1, 1, —^3), e3 = (—1/4, 1/4, 
1, J/3/2) + i(|Al5/4, ]fl5[i, 0, 0) şi e4 = i3, Vectorilor e3 şi e4 li se ataşează vectorii reali 
« = (—1/4, 1/4, 1, 3/2) şi v = (fl5/4, J/Î5/4, 0, 0) astfel încît e3 =. u + i», e4 = u — iv. Se 
verifică imediat că (ev e,) = 0, (elf u) = 0, (ev D) = 0, (e2, a) = 0, (e2, v) = 0, (u, u) = 0. 

§6 . Polinoame de matrice. Funcţii de matrice 

Fie Vn un spaţiu «-dimensional peste cîmpul DC şi st* Vn -> Vn un 
endomorfism căruia, în raport cu o bază a lui Vn, i se ataşează matricea 
•4- = C«d 6 -//Bx„(K). 

Oricărui polinom P(£) = amtm-\- am^1t
m x4- • • • + <M -1* «o c u coeficienţi 

din cîmpul DC i se poate ataşa polinomul P(s/) = amstm -jr am-.xs£m~x -f* 
+ . . . + %,*/ + a0S7 sau polinomul P(J.) = aOTA

m 4- affl_1J.m~1 + . . . - > 
4- % J. + «0Z. 

6.1. Definiţie. Polinoamele P{sf) se numesc •polinoame de enăomorfisme, 
iar polinoamele P{A) se numesc polinoame ăe matrice. 

Evident, cercetarea polinoamelor de endomorfisme se reduce la cerce
tarea polinoamelor de matrice. în ceea ce priveşte calculul matricei P(A) 
cînd se dă A este recomandabil să se folosească observaţiile următoare: 

1) dacă A se reduce la o matrice diagonală D, atunci A = CDC~\ A2 = CD2C_1,..., Am =» 
= CDmC~1; 

2) dacă A se reduce ia o matrice Jordan J, atunci A =• CJCT1, A3 = CJ^C'1,..., Am => 
= CJmC~K 

6.2. Teorema Cayley-Hamilton. Dacă P(X) este polinomul caracteristic 
al matricei A, atunci P{A) = O. 

Demonstraţie. Dacă Ce •//„«„(DC), atunci {*) C-C+ = (det 0)1, unde 
C+ este reciproca lui O. Fie A e y/nxn(flC) şi P(X) = det (A — XI) 
polinomul său caracteristic. Avînd în vedere egalitatea (*) avem (**) 
(A - 1I)(A - XI)+ = P(X)I. 

Prin construcţie (J. — XI)+ este o matrice de polinoame de grad n — 1, 
adică (.4 — XI)+ = P ^ X " " 1 + PB_2X"-2-f . . . + P0 , unde Pt- e .//nXK(!K), 
i = 0, . . . , n — 1. Fie P(X) = Ş] «jX*, «*, Xe DC- Egalitatea (**) devine 

»~o 
(A-XI)(J57!_1X"-1+Pfl_3X"-2_L. . . -^£ 1 X^P 0 )==(a B X"-^a s - 1 X'- 1 ^ . . .^ 0 ) I 

sau 
( - P ^ X * + {AP„_X - Bn_2)X>-i -Jr ... ^(AB1- P0)X <f 

+ AB0 = {anI)\
n ^ ... + (%I)X 4* a^T. 
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Prin identificare, după puterile lui X rezultă —Bn^.1=aaI, ABn_1—Bn^z = 
•= a„-xI,.. -,ABX —- B0 = axI,AB0 = «„I. Amplificînd,lastînga,respectiv 
cu An, A*'1, . . . , A, I şi adunînd parte cu parte obţinem P(A) = aţA" + 
4- M " " 1 <h • • 4- a-i-A 4- «.I = -AnBn^ + AnBn^ - A^En^ + ... 

AB0 4-AB0 0. 
Consecinţă. Dacă J / : Vn -> F . este un endomorfism iar P(A) este poli

nomul său caracteristic, atunci P(sf) — &. 

Exemple. 1) Dacă 

0 

1 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

—-1" 

0 

0 

0 

lă calculăm matricea P(A) = A* — 2A2 + I. Polinomul caracteristic al matricei A este 
P(X) = det (A — XI) •= (X2 — If = X* — 2X2 + 1 şi deci pe baza teoremei Cayley-Hamilton 
avem P(A) = 0. 

2) Să calculăm A'1 pentru matricea nesingulară 

1 0 0 

7 1 0 

—4 —2 1 

folosind teorema Cayley-Hamilton. Găsim P(>.) = (1 — X)3 şi deci P(A) = 0, adică (A — I)3 — O 
sau A3 — 3A2 + 3A — / = 0. De aici rezultă A(A2 — 3A + 3/) = (A2 — 3A + 31)A = / aşa 
încît 

1 0 0 ' 

A - * = A2- 3/ = 1 0 

-10 2 1 

6.3. Teoremă. Orice polinom în A de grad > « , unde n este ordinul 
matricei A, poate fi exprimat printr-un polinom de gradul n — 1. 

Demonstraţie. Fie P(X) = (— 1}S(Â" — o^X"-1 + . . . ih K) polinomul 
caracteristic ataşat matricei A. Teorema Cayley-Hamilton implică 

An = itAu SJ. 

Prin recurenţă rezultă că puterile A"+p, p e IN, se exprimă cu ajutorul 
puterilor A* .,A,I. 

Fie acum o serie de puteri f(t) = $] amtm cu coeficienţi din B(. Se ştie 
că aceste serii au sens pe acele spaţii vectoriale pe care putem defini 
puterea tm (numere reale, numere complexe, matrice pătratice, endomor-
fisme etc). Teoria convergenţei seriilor de puteri o presupunem cunoscută 
de la cursul de Analiză matematică. 
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6.4. Definiţie. Fie si : Vn —> Vn un enăomorfism şi A matricea pătra-
iică de ordinul n ataşată lui &f în raport cu o bază din Vn. Seria J] âms/m 

m 
se numeşte serie de enăomorfism, iar stima sa se numeşte funcţie de enăomor
fism. Seria Ys. amAm se numeşte serie ăe matrice, iar suma sa se numeşte 

m' 
funcţie de matrice. 

Evident stadiul seriilor de endomorfisme se reduce la studiul seriilor 
de matrice. Pe de altă parte teorema 6.3 (consecinţă a teoremei Cayley-
Hamilton) asigură că f(A) = £ amA™ se reduce la un polinom de gradul 

m 

n—l în A, unde n este ordinul matricei A. Dacă Yi amAm este convergentă, 
tn 

atunci coeficienţii acestui polinom sînt serii convergente. 
în cazul cînd A admite valori proprii distincte, AV . . . , X„, polinomul 

de gradul n — 1 se poate scrie în forma Lagrange 

" (A - XJ). h-iD(A .J) ...(A- KI) 
\) ... (X, — h-i)ih — h+i) • 

Egalitatea precedentă se poate scrie şi sub forma 

(>•; — K) 
f(h)-

f(A)= £2 , / (Â ; ) , 
; = 1 

unde ZfeJ(nxn(fc) nu depind de funcţia / şi deci pot fi determinate prm 
particularizarea lui / . 

în cazul valorilor proprii multiple se arată că 
P m/c-l 

ft=i i=o 

unde f(j)(.) sînt valorile derivatei de ordinul j a lui / , iar Zkj e^/nXn(IK) sînt 
matrice independente de / . 

în particular se admit următoarele definiţii 

<^= s 
b «2 ! 

oo A 2m-r 1 

sin JL = V (—l)m 

„S> (2m - f i ) ! 
cosA= 2 (-1)* A2 

(2m) l 

seriile avînd raza de convergenţă oo. Dintre acestea un rol deosebit îl 
joacă matricea exponenţială eA. Deseori, în loc de eA se utilizează eAt, t e [R 
(vezi capitolul de sisteme diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi). 

Exemplu. Să calculăm eÂt pentru matricea 

A = 

1 2 

0 2 

0 0 

Deoarece \ = 1, X2 = 2, Â3 = 3 sint valori proprii distincte ale lui A, rezultă 
(*) f(A) = ZJ{1) + z/{2) + Z,f(3). 
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Matricele Ztj, j = 1, 2, 3 nu depind de f şi de aceea pentru a le determina particularizăm 
pe f, succesiv, prin •: f(z) = z — 1, f(z) == z + 1, f(i) = z2. Atunci, f(A) — A — / , f(A) = A -j- I, 
f(A) = A* şi din (*) 

f(A) = 1 • Z 2 + 2 • Z3 , f(A) = 2ZX + 3Z2 + 4Z3, f(A) = Z , + 4Z2 + 9Z3, 

aşa încît obţinem sistemul matriceal 

f Z2 + 2Z3 = A — / 

2Zj, + 3Z2 + 4Z3 = A + I 

Z 1 + 4Z2 + 9Z3 = A2 

cu soluţia 

Zj = 1/2(A2 + 5A + 6/) , Z2 = —A2 + 4A — 37, Z 3 = 1/2(A2 — 3A + 2Z). 

Pentru f(A) = e*4', obţinem 

eM = 1/2 [(A* + 5A + 6/)e« + 2(—A2 + 4A — 3/)e2£ + (A2 — 3A + 2/)e3{l . 

§ 7. Probleme 

1. Fie V spaţiul vectorial al funcţiilor reale de clasă C°° pe (0, 1). Să se găsească valorile 
proprii şi vectorii proprii ai endomorfismului s/ : V-*V definit prin g = stf(f), g(x) — xf'(x)r 

V xe (0, 1). 

2. Fie Vn un spaţiu vectorial real. Endomorfismul IF : Vn-+Vn cu proprietatea &r3+&r—& 
se numeşte #"-structură pe Vn. Să se determine valorile proprii ale lui t<F: GVn-* ®Vn. 

« 3. ,Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii pentru endomorfismul s/ : tR 3 _ *IR* 
dat prin matricea 

-3 —7 — 5 " 

A = 2 4 3 

1 2 2 

4 . Să se determine polinomul caracteristic al matricei Frobenius 

"Pi P a - • • £ » _ ! P„" 

F = 1 0 . . . 0 0 

0 0 . . . 1 0 

5. Fie Ae^/aXH(C). Ue^r iXB(C), v e ^ r , x l ( © şi 

B = 
'A - I V 

—t/A t / A F 

Presupunînd det A = 0 să se a r a t e că poiinomul caracteristic al lui B se divide cu X2.. 
6. Să se diagonalizeze matricea 

4 6 0" 

A = -3 —5 0 

- 3 — 6 1 
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7-. Fie jrf : [R3->IR3 endomorfismul definit prin s#(x) = (rx + 2xt — 4r,, 2xx— 2sa—2x„ 
— 4ij. — 2x2 + £3), x = (.TX, x2, £3). Să se determine o bază ortonormată în JJJ'faţă de cară 
matricea endomorfismului să fie diagonală. 

8. Să se cerceteze dacă matricea 

A -

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

—2 

1 

0 

—2 

5 

poate fi diagonalizată. în caz afirmativ să se determine matricea diagonalizatoare (£, 

9. Fie s# :![R* -> IR4 endomorfismul definit prin matricea 

A = 

1 

2 

0 

0 

—1 

3 

0' 

0 

0 

—1 

1 

2 

0 

0 

—1 

3 

în raport cu baza canonică a lui R4- Să se determine matricea Iordan pentra]*,^ t ^JR^^IR* 
şi să se scrie matricea corespunzătoare pentru sd • IR1-* IR'- •• 

10. Să^se"*determine baza fată de care matricea 
-J a 

0 1 0 

0 0 1 

- 2 — 5 4 

are forma canonică Jordan. 

11. Fie stf : fR4-> [R4 endomorfismul definit prin matricea 

A = 

1 

2 

0 

0 

—1 

3 

0 

0 

0 

—1 

1 

2 

0 

0 

—1 

3 

în raport cu baza canonică a lui [R4. Să se determine matricea Jordan pentru ' s i : ^IR^^IR 4 

şi să se scrie matricea corespunzătoare pentru s4 i [R4 —* jR4-
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12. Fie matricea 

5 4- 5i 

4 — 6 i 

2 4- 3i 

—1 + i 

2 — 2i 

—1 4- i 

—6 — 4i 

6 + 4i 

—3 — 2 i 

A = 

cu elemente din (£ . Să se determine o matrice unitară T astfel ca matricea T XAT să fie 
triunghiulară. 

13. Să se deter mine valorile proprii şi vectorii proprii şi apoi să se diagonalizeze matricea 
ortogonală 

cos 0 0 sin ( 

0 1 0 

—sin 8 0 cos 0_ 

14. Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii a i matricei antisimetrice 

' 1 0 — 1 

0 1 — 2 

—1 —2 0 

A = 

A = 

15. Să se determine valoarea polinomului de matrice P(A) = A* — 4AS 4- 6 A 2 — 4A 4- 1, 
pentru matricea 

~—2 3 —1 4 

—4 5 — 2 7 

—3 3 — 2 5 

—2 2 —2 3 

16. Folosind teore ma lui Cayley-Hamilton să se calculeze A'1 şi A", pentru matricea 

[2 0 0" 

0 1 0 

0 1 l w 

17. Fie V un spaţiu euclidian complex şi si • V-*V un endomorfism hermitian. Să se a ra te 
că e'J* reprezintă un endo morfism unitar. 

18. Să se calculeze matricea eA, unde 

A = 

1 

0 

-2 

0 

0 

0 

—2" 

0 

4 
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C a p i t o l u l 5 

FORME BILINIARE ŞI PĂTRATICE 

§1. Forme biliniare 

1.1. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste oîmpul DC- O funcţie 
jtf : V X F —> DC se numeşte formă biliniară sau tensor covariant de 
ordinul doi pe V dacă 

' &(kx + îy, z) = ksf(x, z) + ls4{y, z), 

£#(%, ky + Iz) = ks/(x, y) + ls/(x, z), x,y,zeV, k, le DC, 

Această definiţie spune că o formă biliniară este o funcţie de două 
variabile vectoriale, liniară în raport cu fiecare variabilă. 

Exemplu. Produsul scalar definit pe un spaţiu vectorial real este o formă biliniară. 
Conlraexemplu. Produsul scalar definit pe un spaţiu vectorial complex, nu este o formă 

biliniară deoarece (x, ky + Iz) = ( i , ky) + (x, Iz) = k(x, y) + ~l(x, z) jt k(x, y) + l(x, z). 

Fie âi(y, DC) mulţimea tuturor formelor biliniare pe V. Adunarea for
melor biliniare şi înmulţirea cu scalari se definesc ca la funcţii; dacă 
sty, $4Z e âliV, DC), atunci 

{J/J. + J / 8 ) (x>v) = ^Axi v) + •>**(*> y)> 
(k s/j) (x, y) = k^x,y), Vk e DC. V (x, y) e F x F . 

în raport cu aceste operaţii mulţimea &(V, K) este un spaţiu vectorial 
peste cîmpul DC. 

1.2. Definiţie. Forma biliniară s# : V X F -> DC se numeşte simetrică 
dacă sf[x, y) = «s/(y, x), V x,y eV; dacă sf(x, y) = —s/(y, x), s/ se nu
meşte formă biliniară antisimetrică. 

Fie Vn un spaţiu vectorial n-dimensional peste cîmpul DC şi fie {ev ... 
n n 

..., en} o bază în acest spaţiu. Pentru #, y e F„, a; = ][] a?^, 2/ = 5J • ^ ' 

şi ,s/ : Vn x F„ -> DC o formă biliniară pe F„, avem j/(a;, j ) = rf ? a?^, 

^ yfij J = Y, Yi ^tV^^i) eJ') c e e a o e a r a t â că forma biliniară si pe F„ este 
. 7 = 1 1 « = l ; ' = . l 
unic determinată dacă se cunosc cele ns valori ale ei s/(et, es), i, j = 1, . . . 
...,n, pentru vectorii bazei {ev...,en}. JSTotînd at}~ sf(et, «y)eDC, 
egalitatea de mai sus devine 

n n 

**(<*>, y) = S S «««#* 
• = 1 ; = 1 

care se numeşte expresia analitică a formei biliniare faţă de baza consi
derată. 

Matricea A = [ai}] e ^»Xn(DC) de elemente atl = jf(e{, es) se numeşte 
matricea formei biliniare st în raport cu baza {ev . . . , ea}. Dacă introducem 
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matricele coloană X = [xf\ e -#„xi(DC), Y — [ys] e *//„xi(DC), ataşate vec
torilor x şi y, atunci expresia analitică a formei biliniare poate fi scrisă 
sub forma matriceală 

si(x,y) ^'XAY. 

Aplicaţia care asociază fiecărei forme biliniare si: Vn X V„ -> DC 
matricea ei în raport cu o bază dată a spaţiului V„ este un izomorfism 
între spaţiul vectorial âS(Vn, DC) şi spaţiul vectorial ^#,»X»(K)- în consecinţă 
dim @(V„, DC) = dim *//„x»(DC) ^ n2. ' 

Dacă matricea A este nesingulară (singulară), atunci si se numeşte 
neăegenerată (degenerată). î n general, rangul matricei A se numeşte rangul 
formei biliniare si. 

1.3. Teoremă. O formă biliniară si : Vn x Vn -*• DC este simetrică (anti-
simetrică) dacă şi numai dacă matricea formei într-o bază a spaţiului este 
simetrică (antisimetrică). 

Demonstraţie. Admitem că si este o formă simetrică; atunci dacă 
A = [%] este matricea formei într-o bază {ev . . . , en} a spaţiului, avem 
<jy= si (et, e}) — si(ej, e4) = an. deci A = 'A. Eeciproc, admitem că 
există o bază {ev ..., e„} a spaţiului astfel încît matricea formei A = [%] 
este simetrică. Atunci Va?, ?/e F avem <s/(?/, x) = '('YAZ) == 'X'-ăY = 
= lXAY = st{x,y). 

1.4. Teoremă. Dacă 0 = [c<3]e ^»x»(DX) este matricea de trecere de la 
baza {%, . . . , e„} la baza {e[, ..., e'n} din V„, iar A = [a t i], B == [&„] 
sînt matricele formei biliniare J / : FM x F„ -=* DC faţă de cele două baze, 
atunci 

B = tGAO. 
tt n 

Demonstraţie. î n baza {ej, , e'n} avem a? = JJ #W> 2/= £ 2/J e>> 

x,y e Vn. Dacă Z ' = [afl, Y' = [yjj, iar £ = [&„], 6„ = j*(e,', ej), 
i,j = 1, . . . , n, este matricea lui si fată de această bază, atunci si(x, y) = 
= 'X'BT. 

Pe de altă parte matricele coloană X,Y şi X', Y' ale lui a? şi y în cele 
două baze sînt legate prin egalităţile X=CX', Y=GY' asa încît si (x, y)=* 
= *XAY =t{GX')A{GY') = tX'(tCAC)Y'. Eezultă tX'BY'= tX'( tGAG)Y': 
deci B = 'GAG. 

1.5. Definiţie. Fie si : V X F-*- DC o formă biliniară simetrica. Mul
ţimea Ker jaf = {a; £ Vjsi(x, y) = 0, V 2/ e F} se numeşte nucleul formei. 

1.6. Propoziţie. Ker ^ c F este un subspaţiu vectorial al lui F . 
Demonstraţie. Fie w, « e Ker^/. Atunci ^ ( « , w) = 0, si(v, w) = 0 

VM> e F şi dacă Zb, Z e &, avem Tcsi(u, w) + Z jaf(«, Î O ) = 0 sau ,a/(fcu -f lv, io) = 
= 0. Deci ku +lve Ker f̂. 

1.7. Teorema rangului. Dacă si : Vn X Vn -=• DC este o formă biliniară 
simetrică pe spaţiul vectorial n- dimensional F„, atunci 

rang si = n — ăim(KeTsi). 

77 



Demonstraţie. Fie {e1} ..., en] o bază a lui Vn şi A = [ai}], ai} e K ma
tricea formei biliniare în raport cu această bază. Atunci Vx,y&Vn, x= 

" n n n n / n 

= Yix*e* y = % y&> **&> y) = L S *«*#* = S I S «•«*«) # i c a r e a r a t ă 

>=1 ; = 1 »=1 i = l i = l \ f = l 

c a s e Ker si dacă şi numai dacă x este o soluţie a sistemului liniar şi 
omogen £ awa?j = 0, j = l , . . . , » . Deci Ker «ŝ  coincide eu mulţimea soluţii-
lor acestui sistem. Pe de altă parte rang sJ = rang [aH], adică rangul 
lui .s/ este egal cu diferenţa dintre numărul necunoscutelor sistemului şi 
dimensiunea spaţiului soluţiilor sistemului. 

§ 2. Forme pătratice 

Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi i : F x F - ^ K o formă 
biliniară simetrică. 

2.1. Definiţie. Funcţia Q : V -» DC definită prin egalitatea Q(x) — s/(x, x), 
se numeşte forma pătratică asociată formei biliniare simetrice st ; st se zice 
forma polară sau forma dedublată a lui Q. 

De exemplu forma pătratică corespunzătoare produsului scalar real 
este pătratul normei euclidiene : Q(x) = (x, x) — Wx'^, x e V. 

întrucît pentru x,y&V, Q(x + y) = st?(x -f y, x + y) ~ s/(x, x) + 
+ j*(x, y) + s/(y, x) + j / (y , y) = sf{x, x)+2s/(x, y)+sf(y, y) şi J / ( » , y) = 
=s/(y, x), rezultă, 

sf(x, y) = 1/2[Q(* 4-y) - Q(a>) - Q(y)]. 

Această egalitate arată că dacă se cunoaşte forma pătratică Q, atunci 
forma biliniară simetrică si este perfect determinată. 

Presupunem dim V = n. Dacă {ev e2, ..., e„} este o bază în spaţiul 
« 

vectorial V„, atunci pentru orice x e V„, x = £ a?^, avem 

Q(x) = sf(x, x) — £ 5J a<i*»^ = fXAX, 
unde a^ = <s/{e4,

 e*)> ^ i —1? . . . , » , X — f[xv x2, ..., xn]. De aici deducem 
că matricea şi rangul formei pătratice Q coincid respectiv cu matricea şi 
rangul formei biliniare simetrice si asociate lui Q. 

2.2. Definiţie. Fie ^ : F x F - > K o formă biliniară simetrică şi Q 
forma pătratică asociată. Vectorii x,yeV se numesc ortogonali în raport 
cu si (sau Q) dacă si(x, y) = 0. 

2.3. Definiţie. Fie U <=. V un subspaţiu vectorial al lui V. Mulţimea 
Ux = {y e V\si(x, y) = 0, V s e i } se numeşte complementul ortogonal 
al lui U în V faţă de si. 

2.4. Teoremă. Fie si : V x F ^ R o formă biliniară simetrică. 
1) U-1 este subspaţiu vectorial al lui V; 
2) dacă {uv u2, ..., uP} este o bază în U, apartenenţay e V± este echi

valentă cu sistemul 
jtf(uv y) = si(u2, y) = . . . = si{up, y) = 0 ; 
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3) dacă dini V = n avem dim U + dina U1 > dini V; egalitatea are 
loc dacă st este nedegenerată ; 

4) dacă st/U, stjUx sînt restricţiile lui .afla 17 şi respectiv Vx, dina F = » 
rezultă 

t7 © UL = V <=> stju este nedegenerată. 

Demonstraţie. 1) Fie yvy2eUx. Atunci st(x1,y1) = 0, si(x2,y2) = 
— 0. Pentru k, l e R avem &.af(a;, ^ ) + £<$/(>, y2) = 0 sau ^(OÎ, ZM/J. -+-
+ fy2') = 0. Deci MJx + lyz&Ux. 

2) yeVL implică st(x,y) = 0, V xe U; în particular ^(ws-, y) = 0, 
i = l , . . . ,jp, deoarece w4 e t/. Beciproc, .a/(a?, y)=0 pentru orice a?e 17 deoarece 

dacăxe U avem o?= £ ovifj, a^e [Rasaîncît st(x,y) = J] xtst(uu y) — 0. 
1=1 t = i 

3) a se vedea problema 4.§5, din [48]. 
4) Admitem că restricţia J ^ / U este nedegenerată. Aceasta înseamnă 

că singurul vector din V ortogonal pe toţi vectorii din U este vectorul 
nul, aşa încît U n VL = {0}. Cum st este nedegenerată avem dim U + 
+ dim !7J- = dim V ; deci U © I7-1- = F. Eeciproc, dacă U ® Ux = V, 
rezultă U n UL = {0} aşa încît st/U este nedegenerată. 

Observaţie. Chiar dacă o formă biliniară st (sau Q) este nedegenerată pe spaţiul V, se poate 
întîmpla ca restricţiile ei la anumite subspaţii vectoriale ale lui V să fie degenerate. De exem
plu, forma pătratică Q(i) = x\ + x\ — x | este nedegenerată in [R3 dar restricţia ei la sub 
spaţiul U — {xe Ui.s\xs — ^3 — 0} este degenerată avînd rangul egal cu unitatea. într-adevăr 
clacă facem schimbarea de coordonate xt — yv x2 = y2, x2 — xz — y3 forma pătratică devine 
Q(U) — v\ + 2y2ys — y\. Prin schimbarea menţionată, mulţimea U se scrie U = {y£ fR8]y3 = 0} 
şi atunci (QjU) (y) — y\ care evident are rangul unu. Pentru a obţine complementul ortogonal 
V1, fie o bază în U formată din vectorii ux = (0,1,1), H 2 = ( 1 , 1, 1). Vectorii j/£ UL trebuie 
să verifice ecuaţiile st(uv y) = 0, st(u2, y)=0, adică y% — yt = 0, J/J + y2 — y3 = 0 cu soluţia 
generală yt = 0, y2 — y3 = a. Deci y = (0, a, a) 6 UL. 

2.5. Definiţie. Un vector xeV se numeşte izotrop în raport cu o formă 
biliniară simetrică «a/ : V X V -s- <£ (sau relativ la forma pătratică asociată 
Q) dacă Q(x) = st(x, x) = 0. 

Exemplu. Pentru forma biliniară st : <£x(C-> (£, st{x, y) = x^ + x^y2 forma pătratică 
asociată este definită prin Q(x) = xf + x\. Din Q(x) = 0 rezultă x2 = -j- i i j aşa încît vectorii 
izotropi ai formei sînt (xx, iXj) şi (Xj,— iXj) cu xxe <C- Definiţia 2.5 spune că un vector xe.V 
este izotrop dacă şi numai dacă el este ortogonal lui însuşi; evident vectorul nul al spaţiului 
este totdeauna izotrop deoarece Q(0) = 0. 

2.6. Definiţie. Fie s& : Vn x F „ - > | R o formă biliniară simetrică. O bază 
{ex, ez, ..., en) c Vn se numeşte bază ortogonală în raport cu forma si 
dacă s/(et, e}) = 0 pentru i ^ j , i,j = l,...,n, adică vectorii ei sînt 
ortogonali doi cîte doi faţă de forma st. 

în raport cu o bază ortogonală matricea formei este diagonală, 

«11 

0 

o 

0 

«22 

0 

0 . 
0 . 

0 . . 

. 0 
. . 0 

« » B 
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şi dacă notăm a«= at, i = 1, . . . , n, atunci expresiile analitice ale formei. 
biliniare si şi formei pătratice asociate Q, devin, 

n n 

Aceste expresii se numesc expresii canonice corespunzătoare formei 
biliniare simetrice si şi respectiv formei pătratice Q. î n acest caz se spune 
că forma pătratică Q ; Vn -> R (respectiv forma biliniară si) a fost redusă 
la expresia canonică. 

§3. Reducerea formelor pătratice la expresia canonică 

3.1. Teoremă. Dacă Q: V„ -> R este o formă pătratică pe spaţiul F„, 
atunci există în VB o bază ortogonală în raport cu Q, adică o bază faţă de 
care Q{x) să aibă expresia canonică. 

Demonstraţie. Admitem cazul eînd forma pătratică Q este nedegenerată. 
Aceasta înseamnă că şi polara ei si este nedegenerată. Vom folosi inducţia 
după n. Pentru n = 1, baza este formată dintr-un vector nenul. Fie 
n > 1. Deoarece si este nedegenerată, Ker si = {0}, ceea ce înseamnă că 
există vectorii x,ye F„ aşa încît si(x, y) # 0. Atunci cel puţin unul dintre 
scalarii si(x + y, x + y), si(x, x), si(y, y) este nenul. Deci există un 
vector e1 e Vn aşa încît sf(elf ex) =fc 0. Fie atunci U <= F„ subspaţiul vec
torial generat de vectorul e1 şi t7x complementul lui ortogonal faţă de si. 
Deoarece vectorii din U sînt de forma kev k e [R şi si(ev ke1)= ksi{e1, et) # 0 
pentru Zs# 0 rezultă că şi restricţia si\TJ este nedegenerată. 

Conform teoremei 2.4 avem Vn — U ® V1 şi restricţia si\l]L este de 
asemenea nedegenerată. Aceasta arată că dim Ux = w — 1, deoarece prin 
construcţie dim J7 == 1 ; prin ipoteza de inducţie, în Vx există o bază 
notată {e2, e3, . . . , en} ortogonală faţă de restricţia si IU1, deci şi faţă de si. 

Din felul cum au fost construiţi, vectorii e1, e2, ..., en sînt ortogonali 
doi cîte doi faţă de si şi deci liniar independenţi. în adevăr, ecuaţia 
&iei + • • • + l^ifin = 0> ifElR, i — 1, . . . , n, implică 0 = si{et, k^ + 
+ k2e2 + ... -\-kiei + ... + knen) = kisi{ei,el), i = 1, ...,n. Eelaţia 
•^{Gii e>i) ¥= 0 conduce la k{ = 0, i = 1, . . . , n. î n concluzie {ev ...,<?«} 
constituie baza căutată. 

Să considerăm cazul cînd s/ este degenerată, adică Ker si # {0}. 
Notăm U = Ker si şi fie W aVn subspaţiul suplimentar cu V, adică 
17 n W = {0} şi Vn= U ®W. Conform teoremei 1.7 avem dim V = 
— n—rang si şi atunci dim W = dim F„ — dim U = n — n + rang .s/ = 
= rang .a/ ceea ce înseamnă că restricţia sijW este nedegenerată. Notăm 
p = dim W = rang .*/. Conform primului caz există o bază {fv .. .,fp} 
în W ortogonală faţă de restricţia si/W şi deci şi faţă de si. Completăm 
această bază cu baza {/j,+1, . . . ,/„} a lui U aşa încît obţinem baza {fv ... 
.. .,fp, ...,/»} a lui Vn, ortogonală faţă de si (vectorii fp+1, . . . , / „ aparţi-
nînd lui V = Ker si satisfac egalităţile si(fk, fh) = 0, k ^ h, k, li = 
= £> + 1 , . . . , » ) . Aşadar, în ambele cazuri, s-a putut găsi o bază a lui Vn. 

3.2. Teoremă. Dacă rang si = p < n atunci oricare ar fi baza {e1, ... 
..., en} a lui V„ ortogonală faţă de forma biliniară simetrică si (sau Q), 
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exact p dintre scalarii <s/(%, ex) = Q(e1), . . . , sf(en, en) = Q(e„) sînt «en«K; 
adică, oricare ar fi expresia canonică a lui s2 (sau Q), numărul coeficienţilor 
nenuli este acelaşi şi anume egal cu rang stf = rang Q. 

Demonstraţie. Fie {ev . . . , en} o bază a lui Vn ortogonală faţă de $4 
aşa încît ^{et, e{) i= 0, i = 1, ..., q şi ^(e^, ej) = 0, j = q -f-1, ..., n. 

n 
Atunci x — Y, ^ / A e K e r J3? =*• s£(ek, x)=0, Jc=l, . . . , îisauaj;;j</(efc, et)==0 

ceea ce implică % = a?2= . . . =xa=Q deoarece s#(ek, ek) ^ 0 , k = 1, . . . , g. 
Aşadar dim Ker •*/ = » — q şi cum dim Ker s/ = n — p (deoarece rang 
s4 — p) rezultă q = p. 

Un procedeu practic de a construi o t»a^ă ortogonală faţă de o formă 
pătratieă Q dată, adică baza faţă de care Q(x) se reduce la expresia canonică, 
îl constituie metoda lui Gauss. 

3.3. Teoremă (metoda Gauss). Fie Q: V„ -> C o formă pătratieă pe 
spaţiul vectorial complex Vn. Atunci se poate construi o bază {ev e2, • • •, en} 
în Vn, ortogonală în raport cu Q, faţă de care Q(w) să se reducă la expresia 
canonică. 

n n 
Demonstraţie. Fie {fv . . . , / „ } o bază a spaţiului V„ şi Q(x) = Ş] ]Ţ] 

expresia analitică a formei în această bază. Dacă au= 0, i = 1, 2, . . . , n-
şi Q nu este identic nulă, există cel puţin un element ai} ^ 0 pentru i # j . 
Prin transformarea de coordonate xt — x't + x'}, x} = x\ — x's, x,. = x'k, 
Ic # i,j expresia formei pătratice devine Q(x) = ^ a'^x^Xj în care cel 

%, j * = 1 

puţin unul din elementele diagonale a'u, i = 1, . . . , n este nenul (deoarece 
OCfXj — Ou ţ ' 0J A ) • 

Notăm cu {e[, ..., e'n) baza lui V„ faţă de care coordonatele lui x sînt x'ir 
i — 1, ..., n. Matricea de trecere este 

' 1 

0 

0 

0 

0 

0 . 

1 . 

0 . 

0 . 

0 . 

. . 0 

. 0 

. 1 

. 1 

. 0 

0 . 

0 . 

1 . 

- 1 . 

0 . 

. 0 

. 0 

. 0 

. 0 

. 1 

Fără a micşora generalitatea, putem admite că a{1 # 0 aşa încît putem 
» 

scrie Q(%) — a'nx'x + 2 Ş] a[kx[x'k + J] alM®'}- Adăugăm şi scădem terme-
» - 2 », j * 1 

nii potriviţi pentru a obţine pătratul formei liniare [a{ix[ -f «12̂ 2 + • • • 
. . . -j- a'm x'n, adică 

1 " 
Q(x) = — r (a'ux[ + a'nx'2 + • • • + a'lnx'n)2 + £ a'^x'^, 

« i i ».i=2 
6 - 0 . 62S g j 



«înde Yi apxixi nu conţine pe x[. Pie{ei', e2', . . . , e"} baza din Vn faţă de 
i, ;'=2 

-care coordonatele vectorului « să satisfacă egalităţile' x{' = a'nx{ 4- «12*2 +' 
+ . . . + a'mx'n, x'/ = x's, j — 2, ..., n. î n raport cu această bază, expresia 

1 * 
formei pătratice devine Q(x) = —^x['2 + J] a'^xl x'/. Suma Q±{x) = 

« 1 1 • i, 3=2 ' • • • • • . . : . 

n 
= Y a'ilx'/x'j' este o formă pătratică în n — 1 variabile aşa încît poate 

.'•3-2 
ii tratată asemănător. 

Matricea de trecere la noua bază este 

O, = 

1 
«îl 

0 

«12 

«îl 

1 . . . 

« 1 » 

«îl 

0 

o o 

î n contuzie, după cel mult n — 1 paşi obţinem o bază {ev ..., en} în F„, 
urtogonală faţă de Q, forma pătratică reducîndu-se la expresia canonică 
•care reprezintă o sumă de pătrate de p < n forme liniare independenţe 
>(p — rang Q). 

Exemple. 1) Pentru forma pătratică Q : [R 3 -> [R definită prin Q(x) = xtx2— 2x1x3+x2x3, 
In baza canonică a lui [R* avem au= 0, i = 1, 2, 3. 

Prin schimbarea de coordonate xt — x[ + x'v xa = x[ — x'2, xs = x'3 obţinem Q(x) = *î; *?~ 
x ' 2 — x,'xo — 3x'9xL Folosind matricea de trecere 

Q = 
1 

1 
0 

1 

—1 
0 

0 ' 

0 

1 . 

îgăsim baza nouă e'x = et + e2, e'2 — ex — e2, e'3 = e3. 
In Q(x) = (x{ - l/'2x3)2 - x£2 - 3x£x3 - l /4x 3

2 notăm x[' = x[ - l /2x3 , x£' = x'%, 
x's' = Xg şi obţinem Q(x) = x ' ' 2 — x ' ' 2 — 3x£' x ' ' — l /4x„ ' 2 ; baza corespunzătoare este 

e'. e" = \ /2e' 
V 3 ' Kl 

iar matricea de trecere este 

1 0 1/2 

0 1 0 

0 0 1 

Asemănător, Q(x) = x£'2 — (x" + 3/2x3 ')2 + 2 x ' ' 2 aşa încît, prin schimbarea de coor-
avem Q(x) = x | " 2 - x£"2 + 2 x 3 " 2 donate x'" — x", xn, = xn + 3 / 2 x n t X>RU 

care reprezintă expresia canonică a formei. Baza, ortogonală faţă de Q, faţă de care am obţinut 
această expresie este formată din vectorii e'"=e1-s

f-eî; e''" = e1'— e2, e'" = — et -f- 2e2 -f e3 
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(ev e2, e3, sînt vectorii bazei canonice). S-a folosit matricea de trecere 

r i o o 
0 1 -3 /2 

0 0 1 

Matriceal, <[<[", e'%", e'3"] = «q -<C2 -'Cg «f ,̂ e2, %] . 

2) Pentru forma pătratică Q : fj^3-> | £ , QO) = gxl+exf + exI+^XiXa-lOxj x3 — 

— 2x2x3, in baza canonică a lui rp3, obţinem succesiv 

Q(x) = 1/9 (9xj + 6x2-5x3)2-36/9x| -25/9x§ + 6x| + 6x§ - 2x2x3 = l/9(9xi + 6x2 - 5x3)2 +-

+ 2x|-2x2x3+29/9x§=l/9 (9x1 + 6x2-5x3)2+l/2(2x2-x3)2- l /2x|+29/9 x |=l /9(9x!+ 6x2 -

- 5x3)2 + l/2(2x2-x3)2 + 49/18 x | = l/9y| + l/2y| + 49/18 yţ unde, Ux = 9xx + 6x2 - 5x3, 

j/2=2x2 — x3, </3=x3 jsînt coordonatele lui x în baza ortogonală faţă de Q, formată din vectorii! 

/i =l/9e„ /j,= - 3 / 9 ^ + 1/2 c2> /'3 = 2/9e1+ 1/2 e2 + e3. 

3.4. Teoremă (metoda Jacobi). Fie Q: Vn -> [R o formă pătratică şi 
-4- = [««] matricea ei în baza {ex, ..., en} a lui Vn. Dacă determinanţii 
Ax = «u, A2 = 11 12 . . . , A„ = det A sînt nenuli, există o baaă. 

^21 fl22 
{/i? • • -ifn] în FB faţă de care expresia formei pătratice Q devine Q(x) = 

" A = V — — sj2 , unde a?j, i = 1, ..., n, sînt coordonatele lui x în această 
t t i A< 

bază ; A0 = 1. 
Demonstraţie. Căutăm vectorii fv . . . , / „ de forma /x = Cyfc, f2 = c ^ + 

+ c22e2, . . . , / „ = c»!^ + cB2e2 + • • • + cn„en aşa încît să avem jtf(/„ e,) = 0,. 
1 < j < i < r&, iar ^/(/j , e4) = 1, unde .s/ este polara formei pătratice £>_ 
Scrise dezvoltat, aceste condiţii devin 

•^(fii el) = ^ l ^ l l + C.2* 12 + • • • + cii<ht = ° 

^ ( / o e2) = cna21 + ci2a22 + . . . + cHa2f — 0 

•^(fu[ei-i) =\ca«<-i.i + c42a^li2 + . . . + e^at.u = 0 

•st(fa ei) = cnan + cizai2 + • • • + cna» = 1-

Acest sistem are soluţie unică, deoarece prin ipoteză determinantul'" 
sistemului este chiar A4 # 0. Eegula lui Crammer dă 

«u= 

&H-1 0 

ai-l,l 

A, 
A«-i 
A, 

83-; 



aşa încît baza {fv ..., f„} este perfect determinată. Să găsim acum expre
sia formei pătratice în această bază. Matricea lui Q în baza {fv . . . , /„} 
este matricea B de elemente bi}— s#{fi, j,) = s/{ft, c}1ex + • • • + fy;fy) = 
= cn^(U %) + cjzs/(fi, e2) + ... + oj}s/{fi, e}); cum j4(Jf, e}) = 0 pentru 
j < i (prin construcţie) deducem că bu = 0 pentru j < i. Din pro
prietatea de simetrie a formei biliniare &? rezultă că b(j = 0 şi pentru 
j > i. în concluzie bu= 0 pentru i # j - î n plus, dacă j = i, atunci bu = 
= •**(!(> fi)=s*(fi, CnCi+ • • • + Cvfii) =Cas/(fi, ex)+ .. . +c i - f_1^/(/4 , ei_1) + 
+ c(ts/(fi, e-i) = cu = —±~ , i = 1, . .., n. î n baza {f„ /2 , . . . , / „ } avem 

A, 
- ^ - ^ 2 -

Exemplu. Pentru forma pătratică x-> Qix) — 5xf + 6x| + 4x§— 4xxx2— 4xtxs, x = 
(xx, x2, x3)6 |R3» matricea ataşată în baza canonică a lui fjţ3 este 

A = 

Minorii principali Aj sînt Ax = a u
 ; 

A0 = 1, rezultă expresia canonică 

5 

2 
2 

— 2 

6 
0 

5 

2 

— 2 * 

0 
4 _ 

— 2 

6 
26, A3 = det A = 80. Cum 

Q(x) = — xj2 + — x'l + — *'s\ 
5 26 40 

în baza formată din vectorii ţx = l/5e1( f2 = 1/136! + 5/26e2, f3 = 3/20e]. + l/20e2 + 13/40e3. 

3.5. Teoremă. Fie Vn un spaţiu vectorial real euclidian. Dacă Q : V„ -> IR 
este o formă pătratică (reală), atunci există o bază {/̂  /2, . . . , /„} a lui Vn 

n 

faţă de care expresia canonică a formei este Q(x) = J] XjSBÎ2, unde X1} X2, . . . 

. . . , XB sînt valorile proprii ale matricei formei, fiecare valoare proprie 
fiind scrisă de atîtea ori cît este multiplicitatea sa, iar x\, i = 1 , . . . , n, 
sînt coordonatele lui x în această bază. 

Demonstraţie. Deoarece matricea formei Q este o matrice simetrică reală, 
ea admite numai valori proprii reale şi se poate diagonaliza. Atunci baza 
căutată {/•[, . . . , /»} este formată din vectorii proprii ortonormaţi ai matricei 
formei. î n această bază obţinem expresia canonică a formei. Anume dacă 
notăm prin C matricea vectorilor proprii ortonormaţi, prin schimbarea 
X = GX', X = l[xx, . . . , xn], X' =*[x'i, ..., #s] se obţine imediat expresia 
canonică. 

Exemplu. Fie forma pătratică x -» Q(x) = x\ + 7x| + x | — 8x^2 — îexjXg — 8xaX3, 
x 6 J]ţ3, în baza canonică a lui [R3. în această bază, matricea formei este 

A = 
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care are valorile proprii \ 

sînt f, = 

• 9, X» = X, 9. Vectorii proprii ortonormaţi corespunzători 

încît matricea de trecere la această bază este 
3 / 5 

2 

3 / 5 . 

C = 

2/3 

1/3 

2/3 

0 

— 2/1/5" 

i /y 5" 

—5/3)^5 

2 / 3 / 5 " 

4 / 3 / 5 " 

Prin transformarea 'X = CX' obţinem Q(r ) = — <ix[2 + 9x'2* + 9 i j 2 . 

§4. Signatura unei forme pătratice reale 

4.1. Definiţie. O formă pătratica Q : F -> [R se numeşte pozitiv semide
finită {negativ semidefinită) daoă Q{x) > 0 {respectiv Q{x) < 0 ) pentru 
orice x e F . Forma pătratica Q se numeşte pozitiv definită {negativ definită) 
dacă Q{x) > 0 {respectiv Q{x) < 0) pentru orice x ^ 0 diw F . O formă 
biliniară simetrică s/:V xV-+JR se numeşte pozitiv definită (negativ 
definită, pozitiv semidefinită, negativ semidefinită) dacă forma pătratica 
asociată Q are această proprietate. 

Exemplu. Produsul scalar definit pe un spaţiu vectorial real este o formă biliniară simetrică 
şi pozitiv definită. 

Observaţie. Dacă există x x e V aşa încît Q(xx) > 0 şi x 3 e V aşa încît Q(x2) < 0 spunem 
că forma pătratica Q este nedefinită. 

Metoda lui Jacobi ne permite să obţinem o condiţie necesară şi suficientă pentru ca o 
formă pătratica Q : Vn —> JR să fie pozitiv definită (respectiv negativ definită). 

4.2. Teoremă (criteriul lui Sylvester). Dacă sînt îndeplinite condiţiile 
teoremei Jacobi, atunci forma pătratica Q : Vn -*- [R este pozitiv definită 
dacă şi numai dacă Aj>0 , i = l, 2, ...,-«• şi este negativ definită dacă şi 
numai dacă (—1) '-"A,. > 0, k = 1, . . . , n. 

Demonstraţie. Fie Q pozitiv definită. Admitem prin absurd că există 
un Ap = 0, 1 < p < n; aceasta înseamnă că una din liniile lui Ap este 
o combinaţie liniară de celelalte, adică există numerele kv ..., kv, nu 
toate nule, astfel ca 7^%-f- k2a2i + • • • + kpapt = 0> i = 1, . • • ,p, 
adică \ s/(e1, et) + fc2«s/(e3, e() + . . . + kPsi{eP, et) = 0. De aici rezultă 
.*/(&!% 4- • • • + kvev, e^ = 0, i = 1, . . . , p, deoarece si este o formă bili
niară simetrică. Amplificînd prin k(, % = 1, .. .,p şi adunînd relaţiile obţi
nute, găsim 

sau 

\sn[ £ktet, e1 J + k2sJ I £ &;<?;, e2) + ••• + ^ W £ V«> 0 = 0 

£ fcs e«, j ] fc^ I = 0. Eezultă £ fc,e4 = 0 , deoarece J^ este admisă 

pozitiv definită. Oum k(, i 
torii 
{«i> e2, . . . , e„} este bază în F„. Deci AP 56 0, p = 1, 

,, p nu sînt toţi nuli, rezultă că vec-
ep sînt liniar dependenţi, ceea ce contrazice ipoteza că 

, n. Mai mult, conform 
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" A-teoremei 3.4, există o bază a lui V„ faţă de care Q(x) — V ——- xf şi cum 
i=»l A ; 

A--Q este admisă pozitiv definită, rezultă—~- > 0, adică A^> 0, i =. 1, , n. 
X 

A, Reciproc, dacă A» > 0, i — 1, . . . , n rezultă—— > 0 , i — 1, . . . , ? * 

" A 

şi din Q(#) = £ — — a;'»2 deducem Q{x) > 0; Q(a?) = 0 <=> x[ = x'2 = ... 
i= i A, 

. . . = #4 = 0, deci x = 0. în concluzie Q(a?) > 0, V a; ^ 0. Dacă Q este 
negativ definită, rezultă că forma — Q este pozitiv definită şi totul se repetă 
ca mai sus avînd în vedere că matricea lui — Q este —A = [—«,./]. 

« 
4.3. Definiţie. Fie expresia canonică Q(x) = S\.aiX\ a unei forme pătra-

tice Q : F„-> IR în care p coeficienţi sînt strict pozitivi, q sînt.strict negativi, 
iar d = n — (p -f- q) sînt nuli. Tripletul {p,.q, d) se numeşte signatura formei 
pătratice Q. . - . ' " , . . 

4.4. Teoremă (legea de inerţie). Signatura unei forme pătratice este 
invariantă la schimbarea bazei faţă de care are o expresie canonică. 

Demonstraţie. Fie {ex, . . :, en}, '{e[, .. ., e'n} <= V„ două baze în V„ faţă 
de care forma pătratică Q : V„ -> ER are expresiile canonice 

n n n 

Q(x) = Yi aix% x — Yt Xie* ? i r e s P e c t i v G(#) = Yi ^)x?i 

» 
x — Y x'îe'j- Putem considera cele două baze astfel încît at şibji,j = l, . . . 
. . . , n să fie 1, —1 sau 0. î n plus putem presupune (eventual printr-o 
renumerotare) că primii ^-coeficienţi sînt -f i , unnatorii q sînt — 1 şi 
restul nuli, adică V x e Vn să avem 

p P+<I 

(*) Q(a>) = £ 4 — S x\ în baza {ev ..., en], 

şi analog 
p' s^ 2 -

r=l 

#'+9' 
- J] iCp2 în baza {ei, .. 

s=?' + l 
' • ) ^nh 

signaturile corespunzătoare fiind (p, q, d) şi (p', q', d'). Să arătăm că 
p — p' şi q = g'. Să presupunem că ^ # J9' şi anume că #> >i>' . Fie V 
subspaţiul generat de vectorii ev e2, . .., ep şi V subspaţiul generat de 
vectorii e'v,+u ..., e'n; deci dim U = p, dim U' = n — p'. Ipoteza p > p' 
implică dim U + dimf' — p -\-n — p' > n, iar aceasta arată că subspa
ţiul U + V nu este sumă directă de subspaţii şi deci U n C # {0}. 
Fie a;e Un U', x =£ 0. Atunci a; = o ^ + . . . + a ^ = tf^'+i^+i + . . . 
. . . -f « X sau x = xxex + . . . + xxep + 0 -eP+1 + . . . + 0 -en în baza 
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{ev ..., e„; şi din egalitatea (*) avem 

Q(x) = x\ + ... + x% > O şi x=0-e[ + ... + O -e'v. + xp.+1e'p.+l + . . . + x'ne'n 

în baza {e[, ..., e'n} aşa încît din egalitatea (**) rezultă Q(x) = — x'}+1— ... 
... — x'i < o. 

Din cele două inegalităţi deducem Q(x) — O, ceea ce implică xy = x2 = 
= . . . = xp — O şi a?p.+1== . . . = x'n = O si deci x = O, care contrazice 
faptul că a? # O, Eămîne p <p' şi analog se arată că p' ^ p, aşa încît 
se obţine )̂ •= p'. Analog rezultă q=q' ;deci si ă—ă'. în concluzie (p, q, d) = 
= (p',q',ă'). 

Forma pătratică Q : V„ -> IR este pozitiv definită dacă şi numai dacă 
una din următoarele condiţii este îndeplinită 

(i) are signatura (w, 0, 0), 
(ii) determinanţii A;, i = 1, . . . , n sînt strict pozitivi, 
(iii) valorile proprii ale matricei A sînt strict pozitive. 

§5. Probleme 

1. Fie P3 spaţiul vectorial al funcţiilor poîinomiale reale care au cel mult gradul trei Şi 
l l 

fie si : P3 X P3 -» |R funcţia definită prin st(x, y) = \ \ x(t)y(s)ătds. 

o o 
1) Să se arate că s$ este o formă biliniară. 
2) Să se determine matricea ei în baza canonică a spaţiului şi apoi matricea ei în baza 

{P — l, t2 — t, t2, i2 — t3}. 

2. Se dă funcţia srf : [R 4 x IR4—• !R definită prin s$(x, y) = Xjya — x$x -f xxys — x3yx + 
+ Zi?* — ^ î / i + xtf;, — x3yt + x2i/4 — x4r/2 + x3i/4 — x4!73. 

1) Să se arate că sil este o formă biliniară. 
2) Să se determine matricea corespunzătoare formei în raport cu baza fi = ( 1 , 1 , 0, 0), 

f, = ( 0 , 1 , 1 , 0), / s = (0, 1 ,0,1) , f4 = (1 , 0, 0 , 1 ) . 
3. Fie V un spaţiu euclidian complex şi ST: V -> V un endomorfism. Definim forma 

pătratică x -+ Q(x) = {ff~{x), x), xeV. 
1) Să se arate că dacă &~ este hermitian, atunci Q(x) e JR, V x s V, iar dacă ST este 

antihermitian, atunci Q(x) este pur imaginar, V x e F . 

2) Să se verifice relaţiile Q(lx) = ttQ(x), V<€ £ , Q(x + V) = QW + Q(v) + {ZT{x), y) + 
+ (&~(y), x), V x , j / e V, şi să se scrie formula corespunzătoare pentru Q(x + iy). 

[3) Să se verifice implicaţia Q(x) = 0, x e V => 2T{x) = 0, a;E F . 
4) Să se arate că dacă Q(x) este real, V x e V, atunci &~ este hermitian. 

4. Fie forma pătratică Q : fR 2 _ > IR' Q(x) = 3 x f + 2 x ^ 2 + 5x | . Să se determine valoarea 
parametrului Xe [R astfel ca vectorii x = (1 , 2) şi y = (X, — 1) să fie ortogonali în raport 
cu forma Q. 

5. Se dă forma pătratică x -»• Q(x) — 5x | + Gx| + 4x | — 4xxx2 — 4x1x3 .1). Utilizînd metoda 
lui Gtauss, metoda lui Jacobi şi respectiv metoda valorilor proprii , să se aducă Q(x) la expresia 
canonică. 2) Să se verifice teorema de inerţie. 
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6. Se dă matricea 

A = 

3 

0 
1 
1 

0 

—5 
0 
0 

1 

0 
0 
0 

1 

0 
Q 

0 

1) Să se scrie forma pătratică corespunzătoare şi să se găsească expresia canonică. 
2) Să se verifice teorema de inerţie. 

" " 1 
7. Să se arate că forma pătratică x~* Q(x) = J j S • •— X*Xj' XE B ? M ' e s t e 

i=i j = i 1 + IJ — i i 
pozitiv definită. 

n 
8. Să se reducă forma pătrat ică x - * Q(x) = 5 J xf + £ xixp i e fJR" l a expresia ca-

> <] 

nonică. 
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GEOMETRIE ANALITICA IN E3 

C a p i i o l u l 1 

VECTORI LIBERI 

§ 1 • Vectori liberi 

Fie E3 spaţiul punctual tridimensional al geometriei elementare şi 
AB un segment orientat (fig. 1). A se numeşte originea, iar B se numeşte 
extremitatea segmentului. în cazul cind originea şi extremitatea coincid se 
obţine segmentul orientat nul. Dreapta determinată de punctele A şi B 
se numeşte dreapta suport a lui AB şi se notează cu AB. Această dreaptă 
eijfce unic determinată numai dacă A # B; dreapta suport a segmentului 
orientat nul este nedeterminată. Două segmente orientate se numesc (1) 
coliniare, (2) paralele dacă dreptele suport sînt (1) egale respectiv (2) 
paralele. ; 

1.1. Definiţie. Două drepte din {E3
 au aceeaşi direcţie dacă sînt paralele 

sau egale. 
1.2. Teoremă. Eelaţia binară „aceeaşi direcţie" este o relaţie de echi

valenţă pe mulţimea dreptelor din spaţiu. 
Demonstraţie. Eelaţia „aceeaşi direcţie" este reflexivă, simetrică şi 

tranzitivă. Reflexivitatea este totuna cu egalitatea. Simetria rezultă din 
reflexivitate şi din simetria paralelismului între drepte: D\\D' => D'\\D. 
Tranzitivitatea decurge din faptul că două drepte paralele cu o a treia 
sînt sau egale sau paralele. 

Pentru relaţia „aceeaşi direcţie" clasa de echivalenţă determinată de 
o dreaptă se numeşte direcţia dreptei respective. Altfel spus o direcţie 
este o familie de drepte paralele (fig. 2), fiecare dreaptă din această familie 
fiind un reprezentant al direcţiei din care face parte. 

Un segment orientat nenul determină unic dreapta suport. De aceea 
direcţia dreptei suport se poate ataşa direct segmentului orientat care 
determină dreapta. 

'a 

Vig. 1 Fig. 2 
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Fig. 3 Fi«. 4 

1.3. Definiţie. Două segmente orientate nenule au aceeaşi direcţie dacă 
dreptele lor suport sînt paralele sau coincid. 

1.4. Teoremă. Eelaţia binară „aceeaşi direcţie" pentru segmente orien
tate nenule este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea segmentelor orientate 
nenule. 

Demonstraţie. Temă. 
Pentru segmentele orientate nenule, direcţiile sînt clasele de echivalenţă 

ale dreptelor suport relativ la relaţia „aceeaşi direcţie". Admitem că 
direcţia unui segment orientat nul este nedeterminată. 

Pe o dreaptă se pot stabili două şi numai două sensuri de parcurs (ordini 
ale punctelor dreptei, consecinţe ale axiomelor de ordine) pe care le notăm 
prin săgeţi (fig. 3). O dreaptă împreună cu o alegere a xinui sens de parcurs 
se numeşte dreaptă orientată. 

Indicarea unui sens de parcurs pe una dintre dreptele paralele, ce defi
nesc o direcţie, defineşte un sens pe toate dreptele familiei respective.--O 
direcţie pentru care este dat un sens de parcurs pe dreptele familiei care o 
defineşte se numeşte direcţie orientată. 

Un segment orientat nenul AB determină unic dreapta AB şi un sens 
de parcurs pe această dreaptă : sensul de la A către B. 

1.5. Definiţie. Două segmente orientate nenule coliniare au aceiaşi sens 
dacă sensurile determinate pe dreapta suport comună coincid. Două segmente 
orientate nenule paralele au acelaşi sens dacă extremităţile lor se află, în 
acelaşi semiplan determinat de dreapta care uneşte originile segmentelor 
(fig. 4) în planul dreptelor suport paralele. 

1.6. Teoremă. Eelaţia binară „acelaşi sens", pentru segmente orien
tate nenule de aceeaşi direcţie, este o relaţie de echivalenţă. 

Demonstraţie. Temă. 
Eelaţia „acelaşi sens" implică relaţia „aceeaşi direcţie". De aceea există 

numai două clase de echivalenţă relative la relaţia „acelaşi sens". Conve
nim să numim aceste clase sensuri: sensul iniţial impus de un segment 
orientat nenul fixat şi opusul său. De asemenea admitem că sensul unui 
segment orientat nul este nedeterminat. O direcţie împreună cu unul 
dintre cele două sensuri posibile este o direcţie orientată. 

Lungimea {norma sau modulul) unui segment orientat AB se defineşte 
ca fiind lungimea segmentului neorientat [AB], adică distanţa de la punctul 
A la punctul B. Un segment orientat are lungimea zero dacă şi numai dacă 
el este segmentul nul. Două segmente neorientate care au aceeaşi lungin & 
se numesc segmente congruente. 

1.7. Definiţie. Două segmente orientate au aceeaşi lungime dacă segmentele 
neorientate corespunzătoare sînt congruente. 
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li.8» Teoremă. Eelaţia binară „aceeaşi lungime", 
pentru segmente orientate, este o relaţie de echiva
lenţă. 

Demonstraţie, Eelaţia de congruenţă este o relaţie 
de echivalenţă. 

Belaţiile „aceeaşi direcţie", „acelaşi sens", „ace
eaşi lungime" pentru segmente orientate generează 
o nouă relaţie pentru segmente orientate utilizată 
pentru definirea noţiunii de vector liber. 

1.9. Definiţie. Două segmente orientate nenule se numesc echipolente 
dacă au aceeaşi direcţie, acelaşi sens şi aceeaşi lungime. 

Dacă AB este echipolent cu CD, atunci vom scrie AB ~ CD. Se dove
deşte "uşor că A~B ~ CD => AC ~ B~D (fig. 5). 

întrueît relaţia „acelaşi sens" implică relaţia „aceeaşi direcţie", echi
polenta este sinonim pentru „acelaşi sens şi aceeaşi lungime". Există însă 
suficiente probleme concrete care impun explicitarea unei direcţii fără a 
interesa sensul. De aceea am preferat definiţia clasică pentru echipolentă 
deşi conţine şi elemente superflue. 

1.10. Teoremă. Eelaţia de echipolentă pentru segmente orientate nenule 
este o relaţie de echivalenţă. 

Demonstraţie. Temă. -
Prelungim relaţia de echipolentă şi la segmentele orientate nule: .admi

tem că toate segmentele orientate nule sînt echipolente între ele. Astfel 
obţinem o relaţie de echipolentă pe mulţimea tuturor segmentelor orientate 
din spaţiu care este o relaţie de echivalenţă. 

1.11. Definiţie. Clasele de echivalenţă ale segmentelor orientate relativ la 
relaţia'de echipolentă se numesc vectori liberi. Direcţia, sensul şi lungimea 
care sînt comune segmentelor orientate ce definesc un vector liber se numesc 
direcţia, sensul şi lungimea vectorului liber. 

Vectorii liberi vor fi notaţi cu litere mici cu bară deasupra a, b,c, ..., 
iar. în desen vor fi reprezentaţi printr-unul dintre segmentele orientate 
echipolente ce definesc clasa numită vector liber. î n acest context vectorii 
liberi se mai notează şi prin AB, CD, ..., evident AB e AB şi fiecare seg
ment orientat din clasa numită vector liber este un reprezentant al clasei. 
Corespunzător, pentru lungimea (norma) unui vector liber a sau AB vom 
întrebuinţa notaţiile ||ă||, \\AB\\ sau d(A, B). 

ţM vector liber de lungime unu se numeşte versor sau vector unitate şi 
în general se notează cu «, 

Vectorul liber care are lungimea zero se numeşte vector nul şi se notează 
cu 0. Acest vector este reprezentat de segmentul orientat AA (în acest 
caz direcţia şi sensul sînt nedeterminate). 

Vectorii liberi care au aceeaşi direcţie se numesc vectori coliniari. Doi 
vectori coliniari care au aceeaşi lungime însă au_sensuri opuse se numesc 
vectori opuşi. Dacă unul dintre ei este notat cu a, atunci opusul său este 
notat cu — 5 (fig. G). 

Doi vectori liberi a şi b sînt egali şi se scrie d = b dacă reprezentanţii 
lor sînt echipolenţi sau, echivalent, dacă au aceeaşi direcţie, acelaşi sens 
şi aceeaşi lungime. 
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Fig. 6 

Fie V mulţimea tuturor vectorilor liberi din spaţiul IES. Alegem în £3 
un punct 0 numit origine. La orice alt punct M din E3 ii corespunde un 
vector şi numai unul r e V al cărui reprezentat este OM. Eeciproc la 
orice vector r corespunde un punct şi numai unul 31, astfel încît OM să 
reprezinte pe r. Eezultă că mulţimile E3 şi V sînt în corespondenţă biuni
vocă, bijecţia fiind unic determinată prin fixarea originii 0. Vectorul 
liber r = 031 se numeşte vectorul de poziţie al punctului 31 faţă de originea 0. 

§ 2. Adunarea 

Mulţimea V a vectorilor liberi din spaţiu se poate organiza ca un grup-
aditiv comutativ, definind adunarea prin regula triunghiului (regula para
lelogramului). 

2.1. Definiţie. Fie a şi b doi vectori liberi. Fie OA un reprezentant al 
vectorului aşi Aii un reprezentant al vectorului b. Vectorul liber c reprezentat 
de segmentul orientat OB se numeşte suma vectorilor a şi b şi se notează 
o = ă + b sau OB = OA + AB (fig. 7). 

Evident ă, b şi c = a -f b sînt vectori eoplanari. De asemenea menţio
năm că regulai cuprinsă în definiţia 2.1 se numeşte regula triunghiului. 

Adunarea vectorilor liberi -\-:V X V-*• V, (ă,b)-+ă -f b este o lege 
de compoziţie internă bine definită deoarece vectorul liber c = « -f b 
nu depinde de alegerea punctului O (Temă). 

2.2. Teoremă. Adunarea vectorilor liberi are următoarele proprietăţi : 
1) asociativitate : Vă , 5, c e V, a + (b -f- e) — 

= (ă _+ b) + c ; 
2) 0 este element neutru : V a e V. o-f 0=~0-{-a=a; 
3) opusul lui ă este simetricul lui d : V ă e V, 

ă = (— ă) — (— a) -\- a = 0 ; 
4) eomutativitate : V ă, b e V, ă -f b = b -f «•-
Demonstraţie. Cazurile specifice coliniarităţii sînt 

lăsate drept teme. 
1) Ţinem seama de definiţie şi urmărim figura 8 : 

OB este segmentul reprezentativ al sumei « -f b, 
iar 0 0 este segmentul reprezentativ al sumei (ă-f 6)-j-

Fitj. 3 + c; AC este segmentul reprezentativ al sumei 
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&"B 

Fia- » 

b + c, iar 0 0 este segmentulreprezentatival sumei 
« + (6 + c). Eezultă (a -}- 6) + e = a + (& + c). 

2 ) -4 ) Temă. 
Comutativitatea adunării conduce la o nouă regulă 

pentru determinarea sumei a doi vectori necoliniari, 
numită regula paralelogramului: se desenează AB ea, 
AD e b şi se fixează punctul 0 ca intersecţia dintre 
paralela la AB dusă prin I) şi paralela la AD dusă 
prin £;_segmentul orientat JLO este reprezentantul 
lui a + b. 

Asociativitatea adunării permite generalizarea regulii triunghiului la 
regula poligonului strîmb, potrivită adunării a n > 3 vectori. 

Proprietăţile 1), 2), 3) arată că adunarea defineşte pe F o structură de 
grup, iar proprietatea 4) arată că acest grup este comutativ. în grupul F 
ecuaţia b -f x = a are o soluţie unică x — a + (— b) pe care o __ notăm 
ă? = o — b şi pe care o numim diferenţa dintre vectorul a şi vectorul b. Dacă 
AB este reprezentantul lui ă, iar J.D este reprezentantul lui 6, atunci 
reprezentantul lui a — b este DU (fig. 9). 

§3. înmulţirea eu un scalar 

Fie [R cîmpul numerelor reale (cîmpul scalarilor) şi F grupul aditiv 
comutativ al vectorilor liberi. Vom introduce o lege de compoziţie externă, 
adică o funcţie definită pe [R X F cu valori în F numită înmulţirea unui 
vector liber cu un scalar. 

3.1. Definiţie. Fie te [R şi ă e F. Prin io. înţelegem un vector liber definit 
astfel: 1) dacă ă ̂ = O şi t ̂  O, atunci ta este vectorul care are aceeaşi direcţie cu ă, 
acelaşi sens cu ă dacă t > O, sens contrar dacă t < O şi lungimea \t\ \\ă\\-T 
2) dacă t = O sau ă = O, atunci ta = O (fig. 10). 

Evident ta este eoliniar cu «. 
3.2. Teoremă. înmulţirea vectorilor liberi cu scalari are următoarele 

proprietăţi: 
1) V ă e F, 1 -ă = â; 
2) V s , l s | R , V âe F, s(te) = (si)ă ; 
3) distributivitaţe faţă de adunarea scalarilor: Vs, teJR, V ă E P ? 

(s + <0a = s a + ^a ; 

Fig. Ift Fi«. 11 
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_4) distributivitate faţă de adunarea vectorilor V t e [R, V a, b e V, 
1(a + b) = ta + tb. 

Demonstraţie. 1)—3) temă. 
4) Fie OA reprezentantul vectorului ă şi AB reprezentantul vectorului 

b. Atunci OB este reprezentantul vectorului ă 4- b (fig. 11). 
Presupunem t > 0 şi notăm cu OA' reprezentantul vectorului ta şi 

OB' reprezentantul vectorului t(ă -f b). Se observă că AOAB ~ AOA'B', 
avînd un unghi comun şi laturile (care determină acest unghi) proporţio
nale. Rezultă AB\\A'B' şi A'B' = tAB, adică A'B' este reprezentantul 
vectorului tb. Deci OB' este reprezentantul sumei iă -f- tb, adică t(ă + b) — 
•=' ta + tb. 

Cazul £ < 0 se tratează analog. 
Ca urmare a teoremelor 2.2 şi 3.2 adunarea şi scăderea elementelor 

din V, precum şi înmulţirea cu scalari au proprietăţi analoage transformări
lor echivalente de la expresiile algebrice elementare. 

Proprietăţile adunării vectorilor liberi şi proprietăţile înmulţirii vectori
lor liberi cu scalari arată că V este un spaţiu vectorial peste tâmpul numerelor 
reale. 

§4. Coliniaritate şi coplanaritate 

Fie V spaţiul vectorial real al vectorilor liberi. Noţiunile de subspaţiu 
vectorial, dependenţă şi independenţă liniară, bază şi dimensiune, coordo
nate, izomorfism de spaţii vectoriale, le presupunem cunoscute de la partea 
de algebră liniară. 

Pentru început observăm că oricărui vector a de lungime ||5 [| > 0, 
i se asociază un vector «„= -£— o, numit versorul lui ă. într-adevăr p0[] = NI 

i 
«|| = 1. Deoarece a0 este un vector unitate de acelaşi = P-i-5 

II Pil ||«|. 
sens ca a, putem scrie ă~ ||«||a0. In plus, remarcăm că, V«0, avem 
0 = 0â0. 

4.1. Teoremă. Fie ă, b e V. Dacă a şi_ b sînt coliniari şi a ^ 0, atunci 
există un număr real t unic astfel încît b .= ta. 

Demonstraţie. î n baza observaţiei precedente putem scrie a — 0*Po> 
b = \\b \\b0 şi evident versorii a_0, b0 sînt sau egali sau opuşi. Pentru b0 = â0 

găsim b = \\b\\b0 = p | | s = lî11 5 şi deci * = . f ^ -
NI IM! 

4.2. Consecinţă. Mulţimea V1 = {h £ V \ 3 t eţR, b = ta, ă # 0}, a tuturor 
vectorilor coliniari cu un vector nenul a, este un spaţiu vectorial 
unidimensional. 

Demonstraţie. Fx este un subspaţiu vectorial al lui V, iar â este un vector 
independent care generează pe Vx. 

Se observă că, coliniaritatea a doi vectori liberi este echivalentă cu 
dependenţa liniară a acestora. De aceea oricare doi vectori liberi necoliniari 
sînt liniar independenţi. 
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Fie acum a, b, e trei vectori diferiţi din V. Ei se numesc coplanari dacă. 
segmentele orientate reprezentative sînt paralele cu un plan dat. 

4.3. Teoremă. Vectorii ă, b, c sint coplanari dacă şi numai dacă ei sînt 
liniar dependenţi. 

Demonstraţie. Presupunem că a, b, e sînt liniar dependenţi, adică 
3 r, s, t e IR cu r2 -f s2 + P j= 0 aşa ca ra -f- sb + te = 0. Pentru t <£ O 

_ _ • _ • • y § 

relaţia se transcrie o = a.a -f (36, unde <* = — — si p = . Rezultă 
t t 

că reprezentanţii O A, OB, OG ai vectorilor a, b, c satisfac relaţia OC—OE + 
4- OF = a.OA + ?>OB, adică 00 se află în planul determinat de O A şi 
OB (fig. 12). 

Raţionamentul reciproc este evident. 
4.4. Consecinţă. Mulţimea V2 — {c e V \ 3r, s e. JR, c = m -\- sb; ă, b 

necoliniari}, a tuturor vectorilor coplanari cu doi vectori necoliniari a şi 
b, este un spaţiu vectorial bidimensional. 

Demonstraţie. V2 e?te un subspaţiu vectorial al lui V, iar {ă, b) este o 
mulţime independentă care generează pe F2 . 

Deoarece dependenţa liniară a trei vectori liberi este echivalentă cu 
coplanaritatea, rezultă că orice trei vectori liberi necoplanari sînt liniar 
independenţi. 

4.5. Teoremă. Spaţiul vectorial real al vectorilor liberi din E3 are 
dimensiunea 3. 

Demonstraţie. în V există trei_ vectori liniar independenţi şi anume 
oricare trei vectori necoplanari a, b, c. Să arătăm că aceştia generează 
pe V. Pentru aceasta fie ă un al patrulea vector şi OA, OB, 00, OD repre
zentanţii vectorilor ă, b, c, ă (fig. 13). Se observă că OD = OD1 -f- 0D2 -f 
+ OD3 =_ rOA +sOB + Z 0 0 şi deci d= ra + sb + te. 

Dacă {ă, b, c} este o bază fixată în V3 şi r, s, t sînt coordonatele lui ci 
în raport cu această bază, atunci se preferă scrierea d(r, s, t) sau identifi
carea ă = (r, s, t). î n acest context pentru ăt = {rt, s{, tt) E V3, i — 1,2, 3 , 
avem 

1) % = « 2 **• r1 = )*2, Si = s2, ti — t2; 
2) 4 + d2 = (rx + r2, sx + s2, tx + t2); 
3) M1 = (&r1? ksv Jctj) ; 
4) dx este coliniar cu ă2 dacă şi numai dacă coordonatele lor sînt pro

porţionale ; 
fC 

/ 

/ >f p 
0 

I 
<?• 1 E Ă 1 

Fig. 12 
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5) vectorii dv cl2, ă3 sînt coplanari dacă şi numai dacă coordonatele 
unuia sînt combinaţii liniare de coordonatele celorlalţi doi: r3 — arx + 
+ (3r2, s3 = as1 -f (3s2, ta = o^ + j&2. 

§5. Proiecţie ortogonală 

Fie I) o dreaptă şi o s^i/i un vector liber. Prin J. şi .B ducem planele P 
şi Q respectiv perpendiculare pe B. îfotăm {A'} = B n P , {-B'} = JDfl(?. 

5.1. Teoremă. Vectorul liber A'iS' nu depinde de segmentul orientat AB 
ce reprezintă pe a. 

Bemonstraţie. Fie CB un alt reprezentant al lui a şi C D ' construit după 
procedeul lui Â'B'. Trebuie să arătăm că A'B' ~ CB' (fig. 14). 

Segmentele A'B' şi CB' au : (1) aceeaşi direcţie deoarece sînt situate 
pe B, (2) acelaşi sens deoarece punctele B' şi B' se găsesc pe aceeaşi semi-
dreaptă determinată de A' pe B, (3) aceeaşi lungime deoarece A A'B'B" 
•este congruent cu ACB'B". 

Teorema 5.1 justifică următoarea 
5.2. Definiţie. Vectorul liber A'B' se numeşte proiecţia ortogonală a vec

torului a pe dreapta B şi se notează 7tfl(ă). 
5.3. Teoremă. Dacă Bx şi B% sînt drepte paralele, atunci Tca^ă) = •KD2(O>). 

Bemonstraţie. Temă. 
Eezultă că proiecţia ortogonală a unui vector liber pe o dreaptă D 

•depinde numai ele direcţia lui B. De aceea dacă u este un vector nenul care 
dă direcţia lui B, atunci putem vorbi de proiecţia ortogonala a lui â, pe u 
pe care o notăm cu ^„(o). Teorema care urmează arată că 7t este o trans
formare liniară. 

5.4. Teoremă. Fie ue Vs — {0}. Pentru orice ă, 5e Vz şi orice scalar 
te [R avem 

wa(5 + î>) = *c(5) + ws(5), 
7t_(to) = ircJ.ă). 

Bemonstraţie. Temă. 
înotăm cu n un vector liber nenul şi «0 versorul său, adică « = | |«p 0 , 

1|M0|| = 1. Pentru orice â vectorul n^a) este coliniar cu u0 şi deci există un 
număr real pr-.ă astfel încît (fig. 15) : 

7ta(ă) -= (pr_5)«0. 

Fi<|. l i Fin. 15 
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Fig. 16 Fi.q- 17 

5.5. Definiţie. Numărul real pr_ă definit prin relaţia precedentă se numeşte 
mărimea algebrică a proiecţiei ortogonale ir_(ă). 

Proprietăţile lui n implică 

prc(â + b) = p r / i + prs5 

pr5(fă)==ipr a5. 

Fie ă şi b EV3 — {0} şi 0-4., OP segmentele orientate reprezentative. 
TJnghiul_9e_[0, TC] determinat de OJ. şi OP se numeşte unghiul dintre 
vectorii a şi & (fig. 16). Evident, definiţia unghiului nu depinde de punctul O. 
Dacă cel puţin imul dintre vectorii liberi a şi b este 0, atunci unghiul <p 6 
e [0,7t] dintre a şi b este nedeterminat. 

— - 7t 
Vectorii a şi b se numesc ortogonali dacă unghiul dintre ei este — .Accep-

tăm că 0 este ortogonal pe orice vector. 
Moţiunea de unghi permite să explicităm numărul pr_« în funcţie de 

||ă|| şi de unghiul <p dintre a şi u (fig. 17), 

p rJ i = p | | coscp. 

Fie P un plan şi ă B AB un vector liber. Prin A şi B ducem drepte per
pendiculare pe planul P şi notăm cu A' şi B' punctele în care aceste per
pendiculare înţeapă planul P . Se arată uşor că vectorul liber A'B' nu 
depinde de segmentul AB ci numai de ă. Din acest motiv vectorul liber 
JL'P' se numeşte proiecţie ortogonală a vectorului a pe planul P ; se notează 
•KP{a). 

Un vector liberare aceeaşi proiecţie pe două plane paralele, adică %P(a) 
depinde doar de a şi de spaţiul vectorial bidimensional ataşat lui P . Mai 
mult, se dovedeşte că proiecţia ortogonală a vectorilor liberi pe un plan 
este o transformare liniară. 

§6. Produs scalar 

Moţiunea de produs scalar o presupunem cunoscută de la partea de algebră 
liniară. 

Fie V3 spaţiul vectorilor liberi şi ă,b e F3 . Pentru ă # 0 şi 5 ^ 0 , 
notăm cu cp e [0, TC] unghiul dintre d şi b. 
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6.1. Teoremă. Funcţia {,) :V3 x V3 -> [R definită prin 

- =• _ f p | | |j5|| cos 9 pentru ă # 0 şi b i= 0 
[0 pentru ă = 0 sau/şi &=0 

este un produs scalar pe V3. 
Demonstraţie. Trebuie să verificăm comutativitatea, omogenitatea, 

distributivitatea faţă de adunare şi pozitivitatea funcţiei (,). 
Dovedim numai distributivitatea faţă de adunare {a, b -j- c) = (a,_b) -f 

+ (ă, c) întrucît celelalte proprietăţi sînt aproape evidente. _Cazul o = 0 
este imediat. Pentru a verifica proprietatea în ipoteza a ^ 0 ne folosim 
de noţiunea de mărime algebrică a unei proiecţii ortogonale. 

Fie e un versor şi b un vector oarecare. Se observă că pr~& = (e, b). 
Exprimăm pe a ^ 0 în forma a = p | | e, \\e || = 1. Eelaţia pr_(& + c) = 

= pr-& + pr_c este echivalentă cu (e,b + o) = (e, 6)+ (e, c). înmulţind 
cu ||ă_|| şi ţinând seama de omogenitate deducem ( p p , b + c) = ( p p , 5) + 
+ (p |]e, c), c.c.t.d. 

Observaţii. 1) Teorema 6.1 arată că F 3 este un spaţiu vectorial euclidian; 

2) relaţia (5 ,5) = | | 5 | | 2 ^ 0 este echivalentă cu HăII = J/(5, 5), ultima permiţînd calculul 
lungimii vectorului liber 5 dacă se cunoaşte produsul scalar (5, 5 ) ; 
3) relaţia | cos 9 | < 1 implică inegalitatea Cauchy-Schwarz | (5, 6) | < II51| II 6 ti; 
4) doi vectori liberi sînt ortogonali dacă şi numai dacă produsul lor scalar este nul. 

Fie {«, b, c} o bază în F 3 şi u = r^â -f s_i&_+ %c, v = rză + s25 +_tf2c. 
Proprietăţile produsului scalar implică (u, v) = (rxă -f sxb -j- V? *y» + 

(-) 
ă 
6 
c 

a 

( ă , â ) 

(6 ,5 ) 
( e .5 ) 

6 

( 5 , 6 ) 
( 6 , 6 ) 
(c,b) 

c 

(5,5) 
(6, c) 
(c,c) 

+ s2& + tşc) =... =^2(0,, a) +_r1s2(a, 6)_+_r1«2(«, e) + sxrz{b, a)+s1s2(b, 6) + 
+ s^2(&, c) + ^ ( e , a) -j- V2K &) + y2(c, o). Deci produsul scalar (u, v) 
este cunoscut dacă se dă tabelul 3. 

Pentru calcule este avantajos să alegem baze pentru care tabelul 3 să 
fie cit mai simplu posibil. Un exemplu îl constituie baza ortonormată 
a cărei existenţă în V3 este evidentă. 

O bază în V3 formată din versori ortogonali se numeşte bază ortonormată 
şi se notează cu {i, j , h}. 

Coordonatele unui vector în raport cu baza_ortonormată se numesc 
coordonate euclidiene. Pentru baza ortonormată {%, j , Jc] obţinem tabelul 4 
de înmulţire scalară. 

Tabelul 4 

(.) 
i 

J 
;-

i 

1 
0 
0 

j 

0 

1 
0 

k 

0 
0 
1 
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Acest tabel conduce la 

{a, b) = rxr2 + sxs2 + y 2 . 

î n particular (a, %) = rx, («, J) = s1, Că, k) = t±; astfel coordonatele 
euclidiene ale unui vector a sînt de fapt proiecţiile ortogonale ale lui a 
pe cele trei axe de coordonate. 

Dacă se cunosc coordonatele euclidiene ale unui vector a, atunci norma 
sa este 

a = p | | = / (o, ă) = frf + * î + £ 

De asemenea unghiul a doi vectori nenuli ă şi 5 este dat de 

Că, b) rvr2 + SiS2 + M2 rr, i 
cos g> = k ' . = -7= 1 2 -1 f- 1 1 ••••» < p e [ 0 , T U ] . 

' IN1II&II frf + sf + ^ t . + §! + *! 

Astfel avem ă J_ § dacă şi numai dacă r ^ -f SiS2 + ^ 2 = 0. 
§7. Produs vectorial 

Fie F3 spaţiul vectorilor liberi_ şi _ ă, beV3. Pentru « ^ 0 şi b j^'j), 
notăm cu o e [0, TT] unghiul dintre a şi 5. 

7.1. Definiţie. Vectorul 

\ă\\ ||61| sincpe, pentru ă şi b necoliniari ax b = V 
0, pentru a, b coliniari 

unde e este un versor perpendicular pe a şi b şi cu sensul dat de regula mîinii 
drepte pentru tripletul (ă, b, e), se numeşte produsul vectorial dintre a si b 
(fig. 18). 

Produsul vectorial este o aplicaţie biliniară definită pe V3 x Vz cu 
valori în V3. 

Pornind de la definiţie se deduc următoarele proprietăţi: 
1) ăxb = — b_x ă Janticomutativitate), 
2) t(a x b) =_(ta) x b = a x (tb), te \R, 
3) a x (b + c) = a xb +a x c, 
4) ax 0_= 0, a_x a_= 0, 
5) \\a x 61|2 = II»||2P||2 - (a, bf (identitatea Lagrange), 
6) produsul vectorial a doi vectori nenuli este nul dacă şi numai dacă 

vectorii sînt coliniari; dacă a şi b nu sînt coliniari, -
atunci norma ||a x 6|| reprezintă aria paralelogramu- *sxD 

lui construit pe reprezentanţii OA şi OB (fig. 18). 
Demonstraţie. Proprietăţile 1), 2), 4), 6) se demon"-

strează fără dificultate. Pentru a demonstra proprie
tatea 3) ne folosim de 2) şi de proprietăţile înmul
ţirii unui vector cu un număr. Fără a restrînge gene
ralitatea, presupunem că ă este un versor; fie P un 
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pian perpendicular pe ă (fig. 19) şi Sun vector 
reprezentat de segmentul orientat OB, a cărui 
direcţie face un unghi a cu direcţia lui a. Fie 
B' proiecţia \m_B pe planul P . Vectorul re
prezentat' de OB' îl notăm cu <p(&). Evident 
V b, c e V3, avem <p(& + c) = cp(&) + 9(0). No
tam cu ^ rotaţia de ungni TC/2 în jurul axei.«. 
Oricare _ar fi vectorii 3 w din planul P , 
®(v + w) = #(t>) + £(w). _ 

Din figura 19 observăm ca a X b=âio^(b). 
într-adevăr | | ox 5II = ||#°<p(5)ll = ||<p(6)|| = 

= || 51| sin a, iar tripletul {a, b, <*<><p(5)) este_ orientat după refula mnmi 
drepte. Analog găsim ă x o = *»9( e) şi * X (6 + c) = f°<?{b + o) Dar 
Xoi(h)+tXom(d) = «o 9(&+c) şi deci proprietatea este demonstrata 

Pentru a obţine identitatea Lagrange pornim de la identitatea sm2 9 = 
= 1 — cos29, pe care oînmulţim cujlall II61' 

Fig. 19 

î n raport cu baza {î,j, Ic} vectorii _5 şi 6 admit descompunerea a r , î 
+ *1?* + a , respectiv 5 = ui + s2j +ttft. Folosind definiţia produsului 
vectorial şi proprietăţile 1), 2), 3), 6) obţinem tabelul 5, 

Tabelul 6 

X 

i 

j 
k 

i 

0 
-k 

j 

j 
__ A: 
0 

— ! 

k 

_ —J 
i 
0 

care ne conduce la 

ă x b = («& - »A) *+ Wi ~ ri**tf + ^ ~ raSl)S 

sau simbolic 

«X 5 rx sx tx\-
r2 s2 % | 

7.2. DM&ZM prodws vectorial. Fiind daţi vectorii a, b, o, vectorul w — 
= âx(bx o) este dublul produs vectorial al acestor vectori. Folosind 
baza ortonormată {*,/,£} precum şi . proprietăţile produsului scalar şi 
vectorial, se poate' arăta că 5 x (b x c) = b(a, o)--c(a, b) Aceasta 

relaţie pune în evidenţă coplanaritatea_vectonlor w, 
b, c '(fig. 20), unde <l = 6 X c şi M 1 « , w_]_<f. 

O b s e r v a ţ i i . 1) ă x ( 6 x H ) # ( 5 x 6 ) x S ; 2) expresia dublului 
produs vectorial se reţine mai uşor scrisă sub forma determinantului 
simbolic 

I b ' I 
(5, 6) (5, c) | 

Fig. 20 

7.3. Aplicaţii. 1) Dîndu-se punctele M4(r<), i = 1, 2, 3, să se 
bilească condiţia ca aceste trei puncte să fie coliniare. 

sta-
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Soluţie. Impunem anularea produsului vectorial MXM2 x il^Afg. Folosind vectorii de poziţie 
ai punctelor şi proprietăţile produsului vectorial obţinem (?2 — ?j)x(?3 — r-J = 0 sau ?2X73—*• 
— r2 x r i ~ z'i x r3 + r i x Ti — " s a u ?i x ''2 + r2 x r 3+ ''3 x 7 i 0. 

2) Fiind daţi vectorii O A — j — 3k, AC = 4i -f 7j, BC — 4l + Sj — SÎi, să se găsească 
vectorul de poziţie al punctului B, respectiv C şi să se calculeze lungimea înălţimii [AA'] 
a triunghiului ABC. 

Solu{ie. Se constată că punctele A, B, C nu sînt coliniare, deoarece coordonatele vectorilor 
^ĂCşi BCnu sînt proporţionale. OC = ~OA + AC, OG- = Ai + &j — 3k;OB = OC — BC = 5k. 

înălţimea [AA'] a triunghiului ABC coincide cu înălţimea paralelogramului construit pe repreT 
zeritanţii vectorilor BA şi BC. 

BAx.BC-
i 
0 

4 

3 

•H
 

8 

k 
—8 

—8 

4(14Î - 8 j - k); \\BA x BC\\ = 4 ]/261 

\\BAxBC\\ ,r-
AA' = — = V 29. 

IIBCII 

§8. Produs^mixt 

Fiind daţi vectorii liberi ă, b_, c_, numărul (a, bx c) se numeşte produsul 
mixt al acestor vectori. Dacă ă, b, c sînt necoplanari, atunci modulul pro
dusului mixt reprezintă volumul paralelipipedului ce se poate construi pe 
reprezentanţii cu originea comună ai celor trei vectori (fig. 21). într-adevăr, 
fie 6 unghiul dintredirecţiile vectorilor b şi c şi fie cp unghiul dintre direcţiile 
vectorilor a şi b x c ; atunci (ă, bx c) = (ă, ă) = \\ă\\ \\ă\\ cos <p = ||6 x e|| 
prga = &T. 

Pornind de la definiţie se deduc următoarele proprietăţi: 
1) (ă, b X c) — (c, a x b) = (b, c x «) 
2) (ă, bxe)= — (ă, cxb) 
3) (tă, bx o) = (ă, tb x c) = (ă, b x te), t e [R 
4) (ăj + ă2, bxc) =_(ăp b x_c)_ + (ă2, b X c) 

(a, c) {a, d) 
(b, -c) (b, ă) 

6) (a, b x c) = 0 dacă şi numai dacă : 
(i) cel puţin unul dintre vectorii ă, b, c este nul ; 

(ii) doi dintre vectori sînt coliniari; 
(iii) vectorii a, b, c sînt coplanari. 
Demonstrăm proprietatea 5) restul le lăsăm ca 

exerciţiu pentru cititor .ISTotînd m — c x d, obţi
nem (a x b, c x §) = (a_x b, m) =_ (m, a x b) 

5) (a x b, cx d) = (identitatea Lagrange) 

' ^d-bxc 

(b, m x_a) =_(«> b X m) _(«,_ b x {cx_d) = 
a,_c(b, ă) — d(b, c)] = (a, c)(b, d) — (a, ă)(b, e)= 
(a, e) (a, d) 
(b, e) (b, d) 
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Dacă a = rxî -f s1 j -f *i&> 5 = r2î + s2 j -f t2k, c = r3i -f S3J + 23&, îu 
coordonate produsul mixt se serie 

(«, b x c) 
k 

Proprietăţile produsului mixt se justifică cu ajutorul proprietăţilor 
determinanţilor. 

Baza vectorială {a, b, 0} se numeşte orientată pozitiv {negativ) dacă pro
dusul (ă, b x c) este pozitiv (negativ). Prin urmare baza ortonormată 
{î,j, k} este orientată pozitiv întrucît (?, j x k) — 1, unde i = (1, 0, 0), 

j = (0,1, 0), k = (0, 0,1). 

Aplicaţie. Să se arate că vectorii 5, b, c sînt coplanari dacă Şi numai dacă determinantul 
lor Gram este nul. 

Soluţie. Prin determinant Gram al vectorilor a, b, c înţelegem numărul 

G = 
(a, a) (a, b) (a, c) 
(b, ă) (5, b) (b, c) 

(c, ă) (e, b) (c, c) 

Dacă vectorii a, b, c sînt coplanari, atunci "V— ± (ă, b xc) = 0 sau echivalent l̂ *2 = (â, 
b xc)a = 0. Scriem ultima relaţie folosind coordonatele vectorilor şi proprietatea det A = det'A. 
Atunci 

^•2 _ 
s l 

S2 

S 3 

«1 

k 
k 

Ti 

s l 

.«1 

r 2 

S2 

'2 

« r^a -f- SjSş - j- £^2 r ^ -r 5^3 -j- rxî3 

r ^ + Vi + 'A rl + sl + '2 r2r3 "T" S3S2 + kk 

Vi + Vi + kk V2 + V2 + kk 4 + s l + 'I 

(a, a) (a, t) (a, c) 

(6,5) (b,b) (b,c) 

(c, ă) (c, &) (c, c) 

G. 

Reciproca este evidentă deoarece G = y*. 

§9. Probleme 
— — _ /*s 5TC 

1. Fie trapezul dreptunghic ABCDin care AC || BC, AD = ă, AB = b, măsAJBG = — • 
6 

Să se descompună BC, DC, AC, BD, după vectorii a şi L 
2. Se dau vectorii d1 = ă— <xb+ 3c, d2 = OM — b + c, ds = 3ă + b — c, unde {ă, 6, c} 

este o bază din F3 . Să se determine oce [R, astfel încît vectorii dj, i" = 1, 2, 3 să fie coplanari. 
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Pentru a astfel găsit, să se descompună vectorul d2 după vectorii d şi d3. 
3 . Se dau punctele A, B, C prin vectorii lor de poziţie OA = 14i — 7/ + 2k, OB = 2i + 

+ 2} — Ik, OC = —2i + 7/ + 2k. Să searate că triunghiul AOB este dreptunghic şi triunghiul 

BOC este isoscel. Să se calculeze perimetrul triunghiului ABC şi măsura unghiului BAC; să se scrie 
expresia analitică a versorului bisectoarei unghiului BAC. 

4. Se dau vectorii ă = î -f 2Xj — (X — 1)Ă-, b = (3 — X)î + j + 3 Î , XE Qţ şi se cere valoarea 
lui X pentru care â şi b sînt ortogonali. Pentru X astfel găsit, să se calculeze mărimea algebrică 
a proiecţiei vectorului 2 pe vectorul ă + b. 

5. Să se calculeze aria paralelogramului construit pe reprezentanţii cu originea comună ai 
1 + cos v . sin u sin v - . . cos v _ 

vectorilor rt = j - \ k, /-2 = — sin vi — sin v t g uj -\ k, folosind 
cos2 u cos2 u cos u 

indentitatea Lagrange. 

6. Fiind daţi vectorii U = î — 5] — lîc, b —2i — 3 / + 6fc, c = - l + 2j — 2fc,să se calcu
leze w = ă x ( f i x c ) şi să se verifice liniar dependenţa vectorilor w, b, c. 

7. Fie triedrul {O; ă, b, c}. Vectorii definiţi prin 

5 x o - c x ă _ ăxf t 
a' = . , b' = _—— , c' = , — ~ 

(a, 6 x c ) (a, i ixc ) (a, 6 x c ) 

se numesc reciprocii vectorilor ă, o, c, iar triedrul {O; ă', 6', c'} se numeşte triedrul reciproc. 
Ce relaţii se pot stabili între ă, b, c şi a', 6', c' ? 

8. Se dau vectorii ă = î — a j + 3k, b = «î — j + k, c = 3i + j — k. Să se găsească valoa
rea lui a astfel încît vectorii 5, &, c să fie coplanari. Pentru a = 2, să se afle înălţimea pa
ralelipipedului construit pe reprezentanţii vectorilor ă, b,c, înălţime corespunzătoare bazei 
formate de reprezentanţii vectorilor ă şi b. 

9. Să se arate că punctele A(l, 1,1), B(3, — 1, 4), C(0, 7, — 3), D(5, 7, 2) sînt coplanare. 

C a p i t o l u l 2 

DREAPTA SI PLANUL ÎN SPAŢIU 

§1. Reper cartezian 

Este cunoscut faptul că spaţiile E 3 şi Vs sînt în corespondenţă biuni
vocă, bijecţia fiind unic determinată prin fixarea originii, iar spaţiile 
vectoriale V3 şi R 3 sînt izomorfe, izomorfismul fiind unic determinat prin 
fixarea bazelor în cele două spaţii. într-adevăr, în ipoteza că am fixat un 
punct O numit origine în E3 Şi o bază ortonormată {£, j , Jc} în Vs, fiecărui 
punct M din E3 îi corespunde în mod unic un vector r = OM numit vector 
de poziţie al punctului M; acestui vector îi corespunde în mod unic tri
pletul ordonat de numere reale (%, y,z)e [R3 numite coordonatele euclidiene 
ale vectorului OM în raport cu baza {l, j , h] ; se scrie OM = xî 4- yj 4- zk. 
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Ansamblul {O ; *, j , Te} se numeşte_ reper cartezian în £3- Punctul O se 
numeşte originea reperului, iar {i, j , h) se numeşte baza reperului. Coordo
natele euclidiene (x, y, z) ale vectorului de poziţie f = OM se numesc 
coordonatele carteziene ale punctului M faţă de reperul ortonormat {O; I, 
j , h} ; x = (*, r) = pr,r = abscisa, y = (j, r )=prj . r=ordonata , z=(k, r) = 
— prgr = cota. Bijecţia dintre E 3 şi R 3 determinată prin fixarea reperului 
•cartezian se numeşte sistem ăe coordonate cartezian şi se notează prin 
M(x, y,z). 

Bijecţiile menţionate mai sus permit deseori identificarea spatiilor E3 , 
V3 şi IR3-

Versorilor t, j , h le ataşăm axele ăe coordonate Ox, Oy, Oz care au acelaşi 
sens cu sensul pozitiv al acestor versori. Coordonatele carteziene ale punctu
lui M reprezintă mărimile algebrice ale proiecţiilor ortogonale ale vecto
rului OM pe cele trei axe de coordonate (fig. 22). Axele sînt caracterizate 
respectiv prin ecuaţiile 

Ox :['=\ 0y:\Z=°, Oz: \* =° 

Cele trei axe determină trei plane xOy, yOz, zOx numite plane ăe coordo
nate. Ele sînt caracterizate respectiv prin 

xOy : z = 0, yOz : oo = 0, zOx : y 0 

Cele trei plane de coordonate împart spaţiul în opt regiuni numite octante. 
Uneori reperul cartezian este indicat prin notaţia Oxyz, prin aceasta 

înţelegîndu-se că s-a fixat originea O şi axele reciproc ortogonale Ox, Oy, Oz. 
Evident versorii reciproc ortogonali i, j , Te rezultă din context. 

î n cele ce urmează presupunem cunoscute din geometria euclidiană 
noţiunile elementare ca punct, dreaptă, plan, perpendiculară etc.._. ; 
de asemenea presupunem că Vs este raportat la baza ortonormată {i, j , lc}f 
iar E3 la reperul cartezian {O ;l,j, fy. 

§2. Dreapta în spaţiu 

O dreaptă în spaţiu poate fi determinată de : 
(i) un punct şi un vector nenul; 

Fig. 22 JFig. 23 
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(ii) două puncte; 
(iii) intersecţia a două plane. 
2.1. Dreapta determinată de un punct şiunwcUr nenul. Fie punctul fixat 

•^OC^OÎ Voi zo)i ^o = x& + VoJ 4- z&- F i e a(h in, n) un vector nenul din F a 
şi D o dreaptă care trece prin M0 şi are direcţia lui a (fi'g. 23). Punctul 
M{x, y, z) aparţine dreptei D determinată de M0 şi de a dacă şi numai 
dacă vectorii M0M şi a sînt coliniari, adică 

(r — r0) X ă — 0. 

Această ecuaţie în V3 se numeşte ecuaţia vectorială a dreptei definită 
de un punct şi o direcţie. Vectorul ă(l, m, n) <£ 0, care dă direcţia dreptei D, 
se numeşte vector director, iar coordonatele sale l, m, n se numesc parametrii 
directori ai dreptei. Evident orice vector lea, k # 0 joacă acelaşi rol ca «. 

Coliniaritatea vectorilor r — r0 şi a se pune în evidenţă şi prin relaţia 
f —r0 — ta, 16 [R sau 

r — r0 -f to, i e [R. 

Această ecuaţie vectorială este echivalentă cu trei ecuaţii în IR3, 

x — x0 + ti, y — y0 -f to, z — z0 -\- in, t e [R 

numite ecuaţiile pammetrice ale dreptei D. Aceste ecuaţii se pot înlocui 
cu două ecuaţii carteziene în [R3, 

x x0 y y0 z ZQ 

l m n 

cu convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv 
trebuie egalat cu zero. 

O b s e r v a ţ i e . Deoarece ă(l, m, ri) =£0(0, 0, 0), cel mult două dintre numerele /, m, n 
se pot anula. 

1) Dacă 1=0, mn j£0, atunci ecuaţiile carteziene sînt echivalente cu 

_ y — 'Jo _z~zo 
X — XQ9 

m n 

şi reprezintă o dreaptă paralelă cu planul gOz. 
2) Dacă l = m — 0, n 56 0, atunci ecuaţiile carteziene se reduc la 

x ~ XQ, y — Î/Q 

şi reprezintă o dreaptă paralelă cu Oz. 

2.2. Dreapta determinată de două puncte. Două puncte distincte M^x^ 
yx, Zj) şi Mz(x%, y2, z2) determină o dreaptă D şi numai una. Pentru a scrie 
ecuaţiile acestei drepte ne folosim de cazul precedent; anume vom considera 
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UZ 

n 

Fig. 24 Fig. 25 

dreapta ca fiind determinată de punctul Mx şi de vectorul director a 
> 

reprezentat de M^^ (fig. 24). Astfel ecuaţiile carteziene ale dreptei Dsînt 
® — %i _ y — Vi = g — % , 

#2 — % 2/2 — 2/l ^2 — S l 

2.3. Dreapta orientată. F i e D o dreaptă în spaţiu. Pe D se pot stabili 
două sensuri de parcurs, corespondente relaţiilor de ordine pe mulţimea 
punctelor dreptei, pe care convenim să le notăm cu ( + ) şi (—). O dreaptă 
D împreună cu o alegere a unui sens de parcurs se numeşte dreaptă orientată. 

Dacă ă este vectorul director al unei drepte D, atunci se acceptă ca 
sens pozitiv pe D sensul vectorului director a şi vom nota acest sens cu + . 
Acest lucru va fi admis în continuare. 

Fie M0 e D, în ipotezele făcute mulţimea 

D' = {M\M0M = kâ,h> 0} 

se numeşte partea pozitivă a lui D, iar mulţimea 

D" = {M\M0M = să, s < 0 } 
se numeşte partea negativă a lui D. 

Axele de coordonate Ox, Oy, Os sînt exemple de drepte orientate. Dacă 
O este originea, atunci {M\OM == ti, t > 0} este semiaxa pozitivă Osc, 
iar {M \OM = ti, t < 0} este semiaxa negativă Ox. 

— Oi 

Vectorului director ă ̂  0 al dreptei D i se poate ataşa versorul e — -^-
\\a\\ 

numit versor director sau direcţie orientată. Prin urmare dreapta D 
poate fi exprimată în forma 

D = {M\M0M = te, t<= ER} 

Yersorul director e formează cu axele de coordonate unghiurile a, (3, y, 
numite unghiuri directoare ale dreptei D (fig. 25). 

Coordonatele lui_e se numesc cosinusurile directoare ale dreptei D. 
Putem scrie e = (e, 1)1 + (e, j)j + (e, îc)h sau 

e = cosa* -^ eosjy + aosyh 
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~r 
întrucît 
COS^Y = 

1, rezultă cos2 a -f- eos2^ + 

2.4. Unghiul dintre două drepte orientate. 
Fie B1 şi D2 două drepte orientate prin 
vectorii directori a şi b. Prin unghiul din
tre dreptele orientate B1 şi P/2 vom înţelege 
unghiul dintre a şi b, adică unghiul definit 
prin 

(a, b) 
cos <p = —^r-2—— sau 

II «II II6II 

sin o 
la x 61 ©e [0, re]. 

I l « l l II6II 
Constatăm echivalenţele: 
(i) Dx _L D2 dacă şi numai dacă _(«, 6) 
(ii) Z^ ||D2 dacă şi numai dacă ax b -

= 0 ; 
0-

Fief. 26 

§ 3. Planul în spaţiu 

Un plan în spaţiu este determinat de condiţii geometrice ca: trei puncte 
necoliniare, două drepte concurente, două drepte paralele, o dreaptă 
şi un punct exterior dreptei, un punct şi un vector normal la plan. 

2sTe propunem să stabilim ecuaţia planului sub formă vectorială sau 
carteziană, impunînd anumite condiţii geometrice care-1 determină. 

3.1. Planul determinat de un punct şi un vector normal nenul. Fiind dată 
o dreaptă D = {N\M0N_~= tn, te [R} care trece prin punctul M0 şi care 
are direcţia vectorului n, există un singur plan P perpendicular pe D 
în M0 (fig. 26). 

Me P dacă şi numai dacă M0M_[_n. De aceea planul P este mulţimea 

P = {M\(M0M,n) =0} . 

Dreapta D se numeşte normala la plan, vectorul nenul n se numeşte 
vectorul normal al planului, punctul M care poate genera planul îl vom numi 
punct curent. 

Dacă Jf0(a;0, y0, z0), M(x, y, z) şi n = (a, b, c), atunci M0M = (x—x0)î+ 
+ {y — yo)j + iz — zo)^; condiţia de ortogonalitate a vectorilor 
şi n scrisă în coordonate este 

M0M 

a(x Ky -ya) + o{z-zQ) = o, 
numită ecuaţia carteziană a planului ce trece prin M0 şi este perpendicular 
pe n. 

Dacă prelucrăm membrul stîng al ecuaţiei de mai sus şi notăm ax0 -f 
+ %o + czo — —d, obţinem ax -f by -f cz + d = 0. 

Reciproc, să arătăm că orice ecuaţie de forma ax -\-by -f- cz + d = 0 
reprezintă un plan, dacă prin ipoteză a, b, c nu se anulează simultan. 
într-adevăr dacă (x0, y0, z0) este o soluţie a ecuaţiei anterioare, atunci 
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z=c 

Fig. 27 

ax0 + by0 -{- ez0 -\- ă = O ne dă d => —-ax0 —by0~ cz0 
şi reînlocuind obţinem a(x—xa)-ţ-b(y—y0)-\ro(z—z0)—0, 
care reprezintă ecuaţia unui plan ce conţine punctul 
M0(x0, y0, z0) şi este perpendicular pe vectorul nenul 
(a, b, c). 

Ecuaţia 
ax -{-by-{-cz-{-d—O în (R3, pentru care a 2+& 24-c 2^0, 
se numeşte ecuaţia carteziană generală a unui plan. 

Prin urmare un plan în spaţiu este nucleul unei funcţii liniar afine 
/ : R 3 -»• CR, f(x, y, z) = ax + by +cz +d. 

3.2. Plane particulare. 1) Planul xOy are ecuaţia z — 0 şi vectorul nor
mal Te = (0, 0,1). Orice plan paralel cu xOy are ecuaţia z — c (fig. 27). 

Analog x = 0 reprezintă ecuaţia planului yOz al cărui vector normal 
este l = (1, 0, 0). Un plan paralel cu yOz are ecuaţia x — a. Ecuaţia 
planului xOz este y — 0 ; normala acestui plan are direcţia j — (0 ,1 , 0); 
un plan paralel cu yOz are ecuaţia y — b. 

2) Ecuaţiile planelor perpendiculare pe planele de coordonate xOy, 
yOz, zOx sînt respectiv ase 4- by + d — 0, by -\-cz 4> d = 0, ax + cz + d — 0. 

3) Ecuaţiile planelor care trec prin axele de coordonate Ox,Oy,Oz 
sînt respectiv by -\-cz = 0, ax +cz = 0, ax +by = 0. 

4) Ecuaţia planului care trece prin origine este ax -fcby 4.02 = 0. 

3.3. Planul determinat de trei puncte necoliniare. Pentru a stabili ecuaţia 
planului determinat de punctele necoliniare M{(xt, yt, zt), i = 1, 2, 3 (fig. 28) 
procedăm în felul următor : 

1) Folosim ecuaţia generală a planului şi ecuaţiile obţinute prin înlo
cuirea coordonatelor punctelor M( în această ecuaţie 

ax -\-by 4 cz + d = 0 

axt + byt 4 czt 4- d = 0, i = 1, 2, 3. 

S-a obţinut un sistem liniar omogen în necunoscutele a,b,c, d, cu soluţii 
nebanale deoarece a, b, c nu se pot anula simultan. Condiţia care asigură 
acest lucru, 

X 

<Bl 

x2 

Xş 

y 

Vi 

y2 

2/3 

z 
zx 
«2 

«3 

1 
1 
1 
1 

= 0, 

Fig. 28 

este ecuaţia carteziană a planului. într-adevăr ecu
aţia de mai sus este o ecuaţie de gradul întîi în 
x,y,z şi oricare dintre punctele (x„ y„ zt), £=1 ,2 ,3 
o satisface. 
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Fig. 29 Fig. 30 

- . x . y 
de mai sus, găsim (- — 

a b 

Ca un caz particular putem găsi ecuaţia planului prin tăieturi (fig. 29). 
înlocuind coordonatele punctelor A(a, 0, 0), B(0, b, 0), 0(0, 0, o) în ecuaţia 

^ - 1 = 0. 
o 

De asemenea ecuaţia carteziană a planului determinat de punctele 
M(, i = 1, 2, 3 ne ajută să stabilim condiţia de coplanaritate a patru puncte 
din spaţiu. 

2) Fie M un punct care poate genera planul, al cărui vector de poziţie 
este OM = r — xi + yj + zk. Obţinem ecuaţia vectorială a planului P 
impunînd condiţia de coplanaritate a vectorilor MXM, M1M2, MXM3, 
adică {MXM, M1M2 x MXMZ) = 0. Dacă Mi(r(), r« = 
relaţia de mai sus este echivalentă cu ecuaţia vectorială 

xii +Vij +ntk, 

(r - fv (r. 
sau 

Xo 

X-, 

CCi 

£D-\ 

- h) x fo - fj)) = o 

y-Vi 

Vz — Vi s* 

ys — Hi 

«2 
= 0. 

Am obţinut ecuaţia carteziană a planului determinat de trei puncte 
necoliniare, ecuaţie echivalentă cu cea de la 1). 

3.4. Planul determinat de un punct şi doi vectori necoliniari. Fie u = 
= (lt, mt, %) şi v = (l2, m2, n2) doi vectori necoliniari, adică u x v ^ 0 
si un punct cunoscut M0. Cele trei elemente M0, u, v determină un plan 
unic P (fig. 30). 

> 
Construim reprezentanţii vectorilor u şi v ca fiind MaMu respectiv 

-> 
M0M2. Un punct JW e E 3 aparţine planului dacă şi numai dacă vectorii 
Jf0Jfcf, M0MV M0M2 sînt coplanari. Coplanaritatea acestor vectori o ex
primăm astfel: 

1) M0M = ru + sv ; scrisă în coordonate, această relaţie vectorială 
este echivalentă cu : 

x — x0 + 1%. + s?2 
y = Vo +rmi + sm-2 r, s e R 
z = e0 -\- rnr + sw2 

numite ecuaţiile parametrice ale planului P , iar r şi s se numesc parametri. 
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2) (M0M, u x v) = O ; scrisă în coordonate această ecuaţie vectorială 
conduce la ecuaţia carteziană 

x xa y • y0 z z0 

lx m1 nx = 0. 

l2 m2 n2 

Precizăm că toate ecuaţiile carteziene obţinute pentru plan sînt echi
valente cu ecuaţia generală a planului ax -j- by + cz + d = 0. Se observă 
că un plan depinde de patru parametri neesenţiali a, b, c, ă şi trei parametri 

Jy n ij 
esenţiali. Dacă a ¥= 0, atunci cei trei parametri esenţiali sînt—»—> — 

a a a 
De asemenea precizăm că indiferent de forma ecuaţiei carteziene a 

planului, coeficienţii lui x, y, z reprezintă coordonatele vectorului normal 
n. Vectorul normal este unic pentru un plan dat, abstracţie făcînd de u n 
factor scalar nenul. 

Ecuaţiile normalei la plan care trece prin M0 sînt (fig. 26) 

x — x0==y — y0=z — z0 

a b a 

3.5. Plan orientat. Eeferitor la un plan în spaţiu sînt evidente următoa
rele afirmaţii: 

1) planul are două feţe; 
2) elementul de bază în studiul planului în raport cu spaţiul este nor

mala ; 
3) alegerea unui sens pe normală este echivalentă eu alegerea unei 

feţe a planului; 
4) alegerea unui sens de rotaţie în plan este echivalentă cu alegerea 

unui sens pe normală. 
Un plan P împreună cu o alegere a sensului pe normală se numeşte 

plan orientat (fig. 31). 
Evident este natural să alegem acel sens pe normală care să ne conducă 

la o orientare a planului coerentă cu orientarea spaţiului. î n continuare 
vom subînţelege o asemenea orientare. 

î n aplicaţii, faţa care corespunde sensului ales pe normală se notează cu 
(+ ) , iar faţa opusă cu ( —). 

Evident planele de coordonate xOy, yOz, zOx sînt plane orientate. 

Fig. 32 
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3.6. Semispaţii. Fie în spaţiu planul de ecuaţie 

P : f(x, y,z) = ax + by + cz + ă = 0. 

Acest plan separă spaţiul în două submulţimi convexe (fig. 32) 

I = {(x, y,z)\f{x,y,z) < 0 } , I I = {{x,y,z)\f{x,y,z) > 0}, 

I n I I = P, I u i i = R3 . 

Pentru a dovedi această afirmaţie, fie (x0, y0, z0) e P şi 

D : x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct, t e R 

normala la P în punctul considerat. Punctele lui D pot fi împărţite în 
trei submulţimi caracterizate respectiv prin t < 0, t = 0 şi t > 0. Să ne 
închipuim că (xQ, y0, z0) descrie pe P . Eegiunea din spaţiu măturată de 
semidreapta t < 0 este caracterizată prin f(x, y, z) = (a2 + b2 + c2)< < 0 
şi o notăm cu I. Eegiunea descrisă de semidreapta i > O o notăm prin 
i i şi este caracterizată prin f(x, y, z) = (a2 + b2 + c2)i > 0. Problema 
convexităţii o lăsăm drept temă pentru cititor. 

Submulţimile I şi I I se numesc semispaţii închise. 
Avînd în vedere că funcţia / păstrează semn constant pentru punctele 

unui semispaţiu, pentru aflarea acestui semn este suficient să alegem un 
punct particular (xv yv zx) şi să vedem ce semn are numărul f(xv yv zx). 

3.7. Reuniunea şi intersecţia a două plane. Fie Px şi P 2 două plane de 
ecuaţii axx -\- bxy + cxz + dx = 0, respectiv a2x -j- bzy + c2z + d2 = 0. 

Atunci reuniunea celor două plane este mulţimea 

£ = {(«5 y>.«) !(«!* + M + «1» + ^l)(«2^ + &2?/ + C,« •d8) = 0} . 

Va trebui să arătăm că Px U P 2 = i . Fie un punct (j>, g, r) e P x U P2 , 
adică (p, 5, r) e Px sau (p, g, r) e P2 , ceea ce este ecMvalent cu «y? + bxq + 
+ cxr + ăx = 0 sau « ^ + &2g + c2r + $2 = 0. în ambele cazuri (cy? + 
+ bxq + cxr -f- 51)(a2p + &2g + c2r -f- <22) = 0, deci (p, q, r) e X. De fapt 
am arătat că P1 u P 2 s i . 

Invers, fie (#, g, r) e £, ceea ce este echivalent cu (%p + bxq -\- cxr + 
+ < 1̂)(a2y + b2q + c2r -\-d2) = 0 şi deci cel puţin un factor este zero, 
fie acesta %p + &xg + ĉ * + ^ = 0 ; rezultă (p, q, r) e Px s P x u P2 . Deci 
X £ Px u P2 . 

în final, din cele două incluziuni rezultă egalitatea 
L = P1u P2 . 

Anticipăm (vezi cap. 5 § 3) că reuniunea a două plane 
reprezintă o cuadrică degenerată. 

Presupunem că planele Px şi P 2 nu sînt paralele sau 
confundate. Intersecţia Px n P 2 este o dreaptă (fig. 33) 
pe care o notăm cu -D, ale cărei ecuaţii sînt 

' axx + bxy + cxz + dx = 0, 
^ a2x + b$ + o?? + d2 = 0 j rang 2. 

J 

"L, <*> 

nf*n2^\ 
D 

\ ? 7 2 

* , > * 
U \̂̂ i ~̂ J 

Fig. 33 
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Sistemul de ecuaţii liniare prin care este reprezentată dreapta D este 
simplu nedeterminat; sistemul admite o infinitate simplă de soluţii care 
sînt tocmai punctele dreptei. 

Un punct JH0 al dreptei D se obţine ca intersecţie a planelor Px şi P 2 
cu unul din planele de coordonate sau cu un plan paralel cu unul din pianele 
de coordonate. 

Direcţia dreptei D este dată de vectorul nx X n2, unde nx(ax, bx, cx), 
n2(a2, bz, c2). Astfel parametrii directori l, m, n, ai dreptei D sînt 

h 
bz

 cz 
m = 

ax bx 

a2 b2 

Dacă presupunem că 
a2 

h ^ 0, atunci sistemul care dă ecuaţiile 

dreptei ca intersecţie a două plane se reduce la 

0 az~{-p 
bz + 2 

care sînt ecuaţii canonice ale dreptei J). 
Din aceste ecuaţii constatăm că o dreaptă în spaţiu este exprimată 

cu ajutorul a două ecuaţii care depind de patru parametri esenţiali a,b,p, q. 
Prin urmare pentru determinarea unei drepte sînt suficiente două condiţii. 

Pentru a determina poziţia relativă a unor drepte sau plane se alcă
tuieşte sistemul format de ecuaţiile lor, se rezolvă algebric acest sistem 
şi se interpretează geometric rezultatul. De asemenea precizăm că din 
punct de vedere topologic, dreptele şi planele sînt respectiv submulţimi 
închise în spaţiu. 

3.8. Unghiul dintre două plane orientate. Fie planele Px şi P 2 avînd 
ecuaţiile %« + bxy + cxz 4 - ^ = 0, respectiv a2x -f bgj + c^ -f d2 — 0. 

Planele sînt paralele dacă şi numai dacă vectorii normali %(%, bx, cx), 
n2{a2, b2, c2) sînt coliniari, adică nx x n2 = 0 sau (%, bx, cx) = fe(a2, &2, c2), 
li £ IR — {°} Şi <h *£ $2- Cele două ecuaţii reprezintă acelaşi plan dacă şi 
numai dacă {a1, bx, cx) = k(a2, b2, c2), & e IR — {0} şi dx — Jcd2. 

Două plane neparalele şi neconfundate se intersectează după o dreaptă 
D şi determină un unghi diedru (fig. 34). 

Unghiul diedru format de cele două plane este măsurat prin unghiul 
plan <p, care se obţine secţionînd planele Px şi P2 cu un plan P 3 perpendi
cular pe D. Prin definiţie unghiul diedru dintre cele două plane este unghiul 

/P3 / / 

# ^ - v . 

^ ^ ' 

dintre cei doi vectori normali nx şi n2, 
nat prin 

' 1 
(*h> 

%ll 
»2) 
II »2 l V«î 

cpe [0, 

axa2+bxb2+ 
+bf+4 fal 
* ] • 

determi-

GXC2 

+bl+4 

Fig. 3<5 

î n particular planele Px şi P_2 sînt perpen
diculare dacă şi numai dacă (%, n2) = 0 sau 
în coordonate axaz + &x&2 + qc^ = 0. 
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O s Folosind produsul scalar al vectorilor n şi M1M0 
găsim 

a(x0— Xy) + b(y0 — yx) 4- c(z0 — zx) = 

= ± Ya* -f b2 4- c2 d(lf0•, P) . 

Deoarece Mxe P rezultă aa^ + i ^ 4- c% 4- c7 = 0. 
Fî8- 37 înlocuim în relaţia de sus si obţinem 

d(Jf0; P) 
/ a2+ &2+ c2 

4.3. Unghiul dintre o dreaptă orientată şi un plan orientat. Presupunem 
că dreapta D intersectează planul P (fig. 37). Fie D' proiecţia dreptei D 
pe planul P . Unghiul căutat este unghiul dintre dreapta D şi D'. întrucît 
vectorul director al dreptei D' estemai greu de găsit, vom calcula unghiul 

. , ( n \ (n,ă) 
complementar cos I cp | = —4^—— sau (f-) n 

sm o = 
al 4- bm 4- cn 

Ya2 + b2 + c2 VZ2 + m2 4- re2 

Dreapta este paralelă cu planul sau D <= P dacă şi numai dacă (», a) = 0 
sau aZ 4- bm 4- c« = 0. 

Dreapta este perpendiculară pe plan dacă şi numai dacă n X ă == 0 
sau (a, 6, c) = &(Z, m, %), fc e [R — {0}. 

4.4. Perpendiculara comună a două drepte oarecare din spaţiu. Două 
drepte din spaţiu pot fi confundate, paralele, concurente sau oarecare. 
Pentru două drepte D1 şi D2 care admit pe %, respectiv ă2 ca vectori direc
tori, există o direcţie normală comună unică dacă şi numai dacă dreptele 
Dx şi P/2 sînt oarecare sau concurente. în acest caz există o dreaptă şi 
numai una care se sprijină simultan pe cele două drepte avînd direcţia 
n — ăx x ă3 (fig. 38) numită perpendiculara comună a dreptelor D1 şi I>2. 

Pentru a stabili ecuaţiile perpendicularei comune D, observăm că 
această dreaptă apare ca intersecţia a două plane : planul Px, care conţine 

p e x ^ şi n şi planul P 2 care conţine pe D2 
şi «. Presupunînd că dreptele Dx şi _D2 trec 
respectiv prin punctele Mx şi Jf 2 şi că N este 
punctul curent în Pv iar ilf este punctul 
curent în P2 , ecuaţiile perpendicularei comune 
sînt 

D 
(J f^ , ax x ») = 0 

(Jf2lf, a2 X n) = 0 . 

Fig. 38 

4.5. Distanţa dintre două drepte. Fie două 
drepte Dx şi P/2 descrise respectiv de puncte
le M şi N. Numărul inf d( M, N) se numeşte 
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3.9. Fascieule de plane. î n 3.7 am văzut cum se poate cerceta o dreaptă* 
determinată de intersecţia a două plane. Reciproc, dacă se dă o dreaptă,. 
atunci prin ea trec o infinitate de plane. 

Mulţimea tuturor planelor care trec printr-o dreaptă dată D se numeşte 
fascicul de plane. Dreapta D se numeşte axa fasciculului. 

Considerăm planele de ecuaţii Px : axx + bxy + cxz + ă1 — 0 şi 
P 2 : a2x-\- b2y + c%z j - ă2 — 0 care determină dreapta D (fig._33). Deoarece-
orice vector nenul n perpendicular pe D se scrie în forma n = rn1 + sn2,. 
r2 -\-s2 T*= 0, rezultă că ecuaţia unui plan oarecare din fasciculul de axă îh 
are ecuaţia 

r(axx + bxy + cxz + d±) + s(a2x + b2y + e^ -f c?2) = 0, r2 + s2 # 0. 
Mulţimea planelor de forma 

axx + bxy +c1« + )» = 0 
se numeşte fascicul de plane paralele. 

Folosind fasciculele de plane putem justifica şi pe această cale ecuaţiile-
planelor particulare din 3.2. Astfel ştiind că axa absciselor este 
Ox:\ > ecuaţia unui plan care trece prin Ox este by + cz = 0,, 

(z = 0 
iar ecuaţia unui plan paralel cu acesta este by + cz + ă = 0 etc 

§4. Probleme asupra dreptei şi planului 

4.1. Distanţa de la un punct la o dreaptă. Fie dreapta D de ecuaţii 

* ; această dreaptă conţine punctul M0(x0, y0, z0) şi are-
m n 

vectorul director a(l, m, n). Fie A un punct din E 3 şi A' proiecţia sa 
pe dreapta D (fig. 35). Lungimea segmentului\_AA']este distanţa'de la. 
punctul A l* dreapta D şi se notează d(A ; D). Din formula care dă aria 
paralelogramului construit pe reprezentanţii vectorilor ăfşi M^A obţinem 

ă(A;D)Jl^^l 

4.2. Distanţa de la un punct la un plan. Fie planul P de ecuaţie ax + 
+ by + cz + d = 0, al cărui vector normal este n(a, b, c). Fie M0(x0, Voi zo)' 
un punct din E3 exterior planului şi fie Mx(xx, yx, zx) proiecţia lui M0 
pe planul P (fig. 36). Lungimea || MXM0\\ este distanţa de la punctul Jf& 
la planul P şi se notează cu ă(M0 ; P). 

Fig. 35 Fig. 36 
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distanţa dintre dreptele Bx şi B2 şi se notează 
cti d(I)1; D2). Din considerente geometrice 
rezultă că d ^ ; B2) se află astfel: 

1) dacă dreptele Bx şi B2 sînt concurente, 
atunci d(X*1, B2) = 0 ; 

2) dacă I)1 \\B2, atunci prin Jkf0 e Dx se duce 
un plan perpendicular pe D1 care taie pe D3 
în W0 şi avem ă(D1; B2) = ă(M0, WQ); 

3) dacă Bx şi B2 sînt oarecare, d ^ ; D2) — 
= ||J.J5||, punctele A şi B fiind pe perpen
diculara comună B (fig. 38). 

Această distanţă se mai poate afla astfel: prin dreapta B1 ducem un 
plan P paralel cu dreapta D2. Atunci ă(B1;B2) = d(J f 2 ;P ) , unde M2. 
este un punct cunoscut al dreptei B2. Figura 39 arată că această distanţă 
este lungimea înălţimii paralelipipedului construit pe vectorii MXM2, ăx, â2„ 
Din semnificaţia produsului mixt rezultă 

d ( £ i ; D 2 ) = 
I {MXM2, ăy x gg) | 

II «i x ă»|| 

§5. Probleme 

1. Să se figureze punctele A(5, 0, 0), B(0, — 2, 0), C(0, 0, 3), £ ( — 3, 2, 0), £(0 , — 1, — 4)„ 
F(2, 0, 4), G(3, — 5, 8) şi să se scrie expresia vectorului de poziţie al punctului G faţă de 
reperul cartezian {O ; i, j , k}. 

2. Fie Dx şi D2 două drepte paralele respectiv cu vectorii (1, 0 ,1) şi (— 1,1, 2). Să se scrie 
ecuaţiile parametrice ale unei drepte perpendiculare simultan pe Dx, D2 şi care trece prin 
punctul (2 ,3 ,0 ) . 

3 . Se consideră punctele A(l , 3, 0), B(3, — 2,1) , C(<x, 1, — 3), D(7, — 2, 3). Să se determine 
a astfel încît punctele să fie coplanare ; pentru a astfel găsit, să se scrie ecuaţia carteziană a 
planului determinat de ele. 

4. Să se scrie ecuaţia planului care trece pr in punctul M0(— 1, 3, 3) şi conţine dreapta -D,. 
x + 2y + 3z —1=0 i n r t x—A y + 2 z+1 

unde (1) D : 
2 x — y — 
= 1 + 3t, te f£. 

, (2) D : • 
3 = 0 1 0 

5. Să se calculeze unghiul dintre dreptele D1 
x—1 y + 2 

•1 4 
şi să se scrie ecuaţia planului determinat de aceste drepte. 

(3) D : x = 1 + 27,. 

1 ' 2 — 1 4 1 

G. Se dau punctele A(l , 3, 2), B(— 1, 2, 1), C(0, 1, — 1), D(2, 0, — 1) şi planul P : 2x + 
+ y — z — 1 = 0. Să se stabilească care d in t re ele se găsesc de aceeaşi parte cu originea? 
axelor de coordonate faţă de planul dat . 

D. 

7. Să se scrie ecuaţiile perpendicularei comune dreptelor Dx: 

x y z— 1 

V + 2 

-şi să se calculeze distanţa dintre ele. 

ll.> 



S. Fie dreptele Dt: g + 1 
3 

= — . A,: 
O 2 + 1 

2 3 1 2 2 a 
1) să se determine a astfel încît dreptele Ai şi D2 să fie concurente ; 
2) să se scrie ecuaţia planului P determinat de aceste drepte ; 
3) să se calculeze ă(M0 ; P), unde M0(5, — 4,1). 

C a p i t o l u l 3 

SCHIMBĂRI DE REPERE CARTEZIENE 

Mulţimea izometriilor formează un grup, cu ajutorul căruia introducem 
în spaţiul punctual E3 noţiunea de congruenţă a figurilor. Izometriile de 
Ibază sînt rotaţia, simetria în raport cu un plan, simetria în raport cu un 
punct şi translaţia. 

Eotaţia şi simetriile se mai numesc transformări ortogonale; ele sînt 
aplicaţii liniare date prin matrice ortogonale. 

Orice izometrie este de forma 13 =2r°G), unde 9~ este o translaţie, iar 6 
este o transformare ortogonală. 

Fie 3 == ST^Q o izometrie determinată de reperele B = {O ; i, j , Te} şi 
E' = {O ; i',j', Ic'}. Izometria £7 se numeşte pozitivă (deplasare) dacă baza 
{*', j ' , Te'} este orientată pozitiv şi negativă (antideplasare) în caz contrar. 

Principalele izometrii pozitive sînt translaţiile şi rotaţiile, iar princi
palele izometrii negative sînt simetria în raport cu un plan şi simetria în 
raport cu un punct. 

§1. Translaţia 

Translaţia unui sistem de axe de coordonate Oxyz este deplasarea siste
mului astfel ca axele noului sistem O'x'y'z' să rămînă paralele cu axele 
vechi şi de acelaşi sens (fig. 40). 

Prin urmare reperul {O ; i,j, îc} supus translaţiei <T devine {O'; i',J', îc'}, 
unde O'(a, b, c) şi O' = ST{0), V = ST(i) = Î, j ' = ăT(j) = j , fc' = STQc) = h-

JSTe propunem să stabilim relaţiile între coordonatele x, y, z ale punctului 
M raportat la sistemul Oxyz şi coordonatele x', y', z' ale aceluiaşi punct 

::raportat la sistemul translatat O'x'y'z'. 
Se observă că 0~W = 6W+ O'M. Scrisă 

în coordonate, această relaţie vectorială 
devine 

®i + yj + zîc = ai + bj -{- cîc + 
+ x'l + y'j + z% 

de unde 
x' = x a, y' = y — a, z' = z — a. 
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Scrierea matriceală a acestor relaţii este 

x' 

y' 

[A 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0" 

0 

1 

'x' 

y 

U. 
— 

'a" 

b 

.o. 

Evident, translaţia este o izometrie pozitivă. 
Gaz particular. Translaţia în planul xOy este dată 

de relaţiile 

x = x — a, y V 

*X 

Fig. 41 

§2. Rotaţia 

Fie în E 3 două repere carteziene {0 ; i, j , k}, {0 ; i', j_', k'} care au originea 
comună O (fig. 41). Cunoscînd coordonatele versorilor i', ]', k' faţă de baza 
{I, j , h} şi coordonatele (x, y, z) ale punctului M în raport cu primul reper, 
ne propunem să găsim coordonatele x', y', z' ale lui M în raport cu al 
doilea reper. 

Observăm că o asemenea schimbare de repere în E 3 este echivalentă eu 
trecerea de la baza ortonormată {i,j,k} la baza ortonorrnată {i',j',k'} 
din V3. 

în baza rezultatelor anterioare avem 

%• = @{l) = ({', î)l + (i\])] + (î>, k)k 

f = <P(i) = (?'» i)î + §,3)3 + (]', W 

k' = <9{Jc) = (£', î)î + {¥, j)j + (k', k)k. 

Notăm a11 = («', i), a21 = (*', j ) , an = (*', Ş), _a12 = (j', f), «2„ = y ' , j ) , 
«83 = (*'» /c)> «13 = ( * ' , * ) , «23 = ( * ' , / ) , «33 = ( * ' , * ) Şl 

ffijj %2 «13 

i i j 'h-y[ (Zn *23 

L«-il «32 «33 j 

Matricea A este matricea de trecere de la baza {l, j , k} la baza {V, j ' , k'} 
şi este o matrice ortogonală. într-adevăr i', j ' , ¥ fiind versori (coordonatele 
lor sînt cosinusuri directoare) reciproc ortogonali, deducem AlA =1. 
Ultima relaţie implică (det JL)(det(/l) = 1, deci (det A)2 = 1, adică det A = 
= ± 1 . De aceea relaţia A1 A = I este echivalentă cu lA — A'1. 

Bezultă că trecerea de la baza ortonormată {i, j , k) la baza ortonormată 
{%', j ' , k'} se face cu ajutorul matricei ortogonale A, iar treceiea inversă 
se face cu 
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Pentru a stabili relaţia de legătură între coordonatele x, y, z ale punctu
lui M raportat la sistemul Oxyz şi coordonatele x', y', z' ale aceluiaşi 
punct raportat la sistemul rotit 0x'y'z',_6bservă,m că OM = OM sau echi
valent xi + yj + zk = x'i' + y'j' -f z'lc'. De aceea 

Invers, avem 

an 

« 2 1 

« 3 1 

« 1 2 

« 2 2 

« 3 2 

« 1 3 

« 2 3 

« 3 3 . 

V 

2/' 

y _ 
sau 

' x' 

y 

_z . 

= A 

"a?'" 

2/' 

y. 

• a ? ' " 

y' 

y. 
= *A 

' x' 

y 
z 

Aceste relaţii caracterizează o izometrie care păstrează originea. O 
astfel de izometrie dată de relaţiile de mai sus se mai numeşte transfor
mare ortogonală şi se notează cu 6. Deoarece (i',j' x Jc') = det A, rezultă 
că o asemenea izometrie este pozitivă dacă det A = + 1 (rotaţie) şi nega
tivă dacă det A = —l(rotaţie şi simetrie). 

Exemple. 1) Rotaţia în jurul lui Oz. în reperul cartezian {0;î,j,lc} 
considerăm rotaţia âi de axă Oz şi de unghi 0 (fig. 42). 

Din figură rezultă 

V = m(î) = I cos 8 + j sin 6 

j ' = M(j) = — I sinO + i c o s 0 

Jfe' = #(4) = £ 

Astfel din relaţia a;T + jf'j' + z'k' — xi + yj + zic, găsim 

'# = aj'cosG — î/'sin0 

y = x sim 

» = 0' . 

2/ cost 

v \ _ _ 

?17 J 

/»"- Evident determinantul matricei lui â? este + 1 Şi deci 
0t este o izometrie pozitivă. 

în particular o rotaţie în planul xOy, de unghi 6, în 
jurul originii este caracterizată prin 

Fig- 42 

ix = «'cos 6 — 2/'sin 6 
| i / = a?'sin0 + y'cosG. 
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,-.y V 

I 
w r V 

v" ̂ ^ 
X 

Fig. 43 Fig. 44 

Dintre izometriile în plan reţinem, roto-translaţia (fig. 43) caracterizată 
prin 

ix = a/cos0 — ?/'sin8 + « 
\y = a;'sin0 + y'cosQ + b. 

2) Simetria faţă de un plan. Fie reperul ortonormat {0;i,j,h} şi •£" 
simetria (fig. 44) în raport cu planul (O ;i,j). 

V = 5"(l) = I 

£' = Sf(k) = — fc. 

Astfel, din a» -f 2/j + #& = »'*' + 2/'j' + s'^'> găsim 

5? : x — x', y = 2/', .2 = — s' 
sau scris matriceal 

a; 

2/ 

0 

= 

' 1 
0 

0 

0 
1 

0 

0" 
0 

—1 

' X 

y 

z' 

Determinantul matricei lui 5" este —1 şi deci y este o izometrie negativă. 

§3. Probleme 

1. Fie reperul cartezian Oxy-faţă de care considerăm punctele A(3, 0, 0), 13(0, 2, 0), C(0, 0, 6). 
Construim sistemul roti t Ox'g'z' astfel : Oz' are direcţia şi sensul înălţimii 00' a tetraedrului 
OABC ; Oy' este paralelă cu O'A', unde A' este piciorul înălţimii dusă din A' în t r iun
ghiul ABC, iar axa Ox' este astfel aleasă încît sistemul Ox'y'z' să fie orientat pozitiv. 

Să se scrie matricea rotaţiei şi să se determine direcţia invariantă (subspaţiul propriu real 
unidimensional) faţă de această rotaţie. 

£ y z 
2,. Se consideră dreapta D : — = = —• . Fie V versorul director al dreptei D. Fie j ' 

1 — 2 2 
un versor perpendicular pe D care aparţine planului yOz, iar k' versorul ales astfel încît 
{i', j ' , k'\ să fie o bază ortonormată. 

Să se stabilească formulele de schimbare a bazsi şi să se compare orientările celor două baze. 
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C a p i t o l u l 4 

CONICE 

§ 1 . Noţiuni generale 

Fie E 2 spaţiul punctual euclidian real bidimensional rapor ta t la un 
reper cartezian {0 ; l, j} şi fie g : E 2 - * CR forma pătrat ică afină definită 
prin 

g(x, y) = aux- + 2a1%xy + a22y2 + 2a10x + 2a20y + a00, 

alt + «|2 + «22 ¥= 0. 

1.1. Definiţie. Mulţimea de nivel constant zero 

r = ^ ( O ) = {Jf (0, ?/) I (x, y) e K2 , tffo y) = 0} 

se numeşte conică sau curba algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
r : g(x, y) == 0. 

Xa£>eZu/ J 

T/?rc 

r*+; /=r ? 

Elipsă Hiperbolă 

a2 b1 

Parabolă 

yz=Zpi 

Pereche 
de drepte concurente 

1? 4-0 

Pereche 
de drepte paralele 

,2. , * . 3=0 

Pereche 
de drepte confundate 

xz=0 

Mulţime 
-;u un singur element 

x_ ..S- = n 
a~ o 

Mulţimea vidă 

X 
xl + JL + f-o sau 
a2 b2 

xz±a2=0 
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Din punct de vedere topologic, conicele sînt mulţimi închise în plan 
deoarece {0} este o mulţime închisă în R, F = <rx(0) şi 9 este o funcţie 
continuă. 

Una. dintre problemele importante ale geometriei analitice este de a 
dovedi că orice conică este congruentă cu una dintre următoarele 
mulţimi: cerc, elipsă, hiperbolă, parabolă, pereche de drepte, mulţime 
care conţine un singur punct sau mulţimea vidă (tabelul 1). 

Rezolvarea problemei menţionate o vom face în două variante: fie 
folosind schimbarea axelor de coordonate, fie folosind elemente din teoria 
formelor pătratice. 

Utilizînd rototranslaţia, realizăm trecerea de la reperul cartezian {O ;i,j} 
la un reper adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) 
faţă de care ecuaţia g(x, y) — 0 să aibă forma cea mai simplă posibilă, 
numită ecuaţia canonică sau redusă. 

După cum vom vedea ulterior, în discuţie intervin următoarele numere 
ataşate polinomului g(x, y), 

% 1 % 3 a 1 0 

^*21 Wi>.> ^*20 

a01 a03 a00 

fr21 

<"22 

«hi, = a.2 a->« — ar. ^ao .('02. 

Prin trecerea de la reperul {O ; i, j] la reperul canonic, polinomul g(x, y) 
se schimbă în g'(x', y'). Se poate arăta că numerele A', 8', I' ataşate poli
nomului g' sînt respectiv egale cu numerele A, S, I. De aceea A, S, I se 
numesc invarianţii metrici ai conicei. 

§2. Centrul unei conice 

Există conice F : g(x,y) = 0 care admit un centru de simetrie. Acesta 
este de fapt originea reperului canonic. Pentru a găsi relaţiile ce conduc 
direct la central unei conice, efectuăm translaţia 

x = x0 + x', y = yQ + y'. 

Ecuaţia conicei faţă de sistemul translatat în C(w0, y0) va fi g(x0 + x', 
Ho + y') = 0- Aplicînd formula Taylor, această ecuaţie se transcrie 

1 ! V dx0 8y0J 2 ! V dx\ 

2x'y' d2g 
dx0dy0 dyl 

0, 
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unde 

— = 2aux + 2a12y 4- 2al0, -^ = 2azix + 2azzy + 2a20, ox dy 

dx2 = 2a-IV dxdy — 2av dy2 

Punctele (*', y') şi (—x', —y') sînt simultan pe curba r dacă şi numai 
dacă punctul (%0, y0) satisface relaţiile 

Sg Sg . . dg dg , . n 

dx0 ax dy0 dy 

De aceea dacă conica r are centru, atunci coordonatele sale sînt în 
mod necesar soluţia sistemului 

1 dg = anx + alzy + aw = 0 

— 7T = azix + a^V + «20 = ° -2 dy 

Determinantul sistemului este 

an a12 

21 (Xi o o 
*12 *21' 

Dacă S f 0, atunci sistemul are soluţie unică şi deci Y admite centru 
de simetrie (cerc, elipsă, hiperbolă, pereche de drepte concurente, punct). 
în acest caz, ecuaţia conicei redusă la centru este aux'2 + 2aV2x'y' + a^'2 + 
+ g(xo,y0) = o.' 

Semnificaţia invariantului A. STe propunem să determinăm constanta 
fl^o» Vo) pentru § # 0. Putem scrie g(x0, y0) = K 0 ( % » 0 + a12y0 + %0) + 
+ #o(«2i«o + «22̂ 0 + «20) + «io#o + «20̂ 0 + »oo = °- Rezultă g(x0, y0) = 
— «io2'o ~r «20̂ /0 + «oo-

Sistemul 
0 «u^o aizUo no 

« 2 1 % + «22^0 + «20 = ° 

. «10*0 i~ «2o2/o i «oo ffv^oj 2/o) = 0, 

de trei ecuaţii cu două necunoscute este compatibil dacă determinantul 
caracteristic este nul, adică 

«11 «12 «10 

«21 «22 «20 

«oi «02 — («oo — 9(a>0,y0)) 

= 0. 
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Acesta se mai poate scrie 

«11 

«21 

a01 

A 

«12 

«22 

«02 

«10 

«20 

«00 

+ 
«11 

«21 

«01 

«12 

C*22 

«02 

0 

0 

«(«o; 2/o) 

deundesf(a?0,2/0) = 
o 

Astfel ecuaţia redusă la centru este 

= 0, 

anx'2 + 2al2x'y' + a22y' 
S 

0. 

Dacă A = 0, ecuaţia redusă devine 

anx'2 -\- 2a12x'y' -j- a22y'2 = 0. 

î n cazul S < 0, această ecuaţie reprezintă două drepte care trec prin 
centrul conicei. în cazul S > 0 , ecuaţia reprezintă mulţimea {(0,0)}. 
Prin urmare, dacă S ^ 0, A = 0, conica este degenerată în două drepte 
sau într-un punct; dacă A i= 0, conica este nedegenerată (cerc, elipsă, 
hiperbolă, parabolă, mulţime vidă). 

O b s e r v a ţ i i . 1) Conica pentru care S > 0 (elipsă, mulţime vidă) se numeşte de gen eliptic. 
Conica pentru care 8 < 0 (hiperbolă, pereche de drepte concurente) se numeşte de gen hiperbolic. 
Conica pentru care 8 = 0 (parabola, drepte paralele sau confundate, mulţimea vidă) se numeşte 
de gen parabolic. 

2) Ecuaţia generală a unei conice, g(x, y) = 0, conţine şase coeficienţi % , a12, a22, a10, a20, aoO 
care se numesc parametri neesenţiali. Prin împărţire cu unul (diferit de zero) se obţin cinci coefi
cienţi care se numesc parametri esenţiali. De aceea pentru determinarea unei conice sînt sufi
ciente cinci condiţii (de exemplu conica să treacă prin cinci puncte). 

3) Dacă a12 = 0 şi av a ^ 0 şi dacă 

Dacă + 
de rază r = 

ăW+(^ aoo 
< 0, atunci r = $ . 

atunci T este un cerc cu centrul în C / «io %> \ 

l-T-Tj 

Fie conica 
I i a±y& 

§3. Reducerea la forma canonică 

2a12xy + a22y2 + 2a10x + 2a20y 0. 

Pentru stabilirea ecuaţiei canonice avem în vedere următoarele situaţii 
(i) Dacă a12 == 0, atunci se face o translaţie. 
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(ii) Dacă a12¥= O, atunci se face mai întîi o rotaţie. în aeest caz se poa,te 
proceda fie ea în 3.1, fie ca în 3.2. 

3.1. Metoda valorilor proprii. Tipul conicei de ecuaţie generală aux2 + 
4- 2a12xy + a22y2 + 2a10x -f 2a20y + a00 = 0 este determinat de expresia 
termenilor de gradul doi, adică de forma pătratică anx2 + 2a12xy *f *22^2-
Matriceal această formă pătratică se scrie 

O y] 

Matricei simetrice 

«21 

*i i 

421 

*'21 

'12 

X 

yi 
a12 

«12 

a,n — A 

îi ataşăm ecuaţia caracteristică 

= 0 sau X2 — IA + g = 0 

ale cărei rădăcini 7̂  şi A2 sînt reale şi distincte. Dacă 
1) Ai şi A2 au semne contrare, adică S < 0, conica este gen hiperbolic ; 
2) Ax şi A2 au acelaşi semn, adică â > 0, conica este gen eliptic ; 
3) una din rădăcini este zero, adică 8 — 0, conica este gen parabolic. 
Sistemele 

Uan — ~h()u, -f a12vi = 0 
[a^Ui -f (a22 — Xs)v{ = 0, 

1 9, 

dau coordonatele vectorilor proprii (uv vx), respectiv (u2, v2) care sînt 
ortogonali. Vectorii proprii astfel găsiţi îi normăm şi-i notăm cu ev res
pectiv e2. 

Fie 22 matricea formată cu coordonatele versorilor ev e2 aşezate pe 
coloane; avînd în vedere posibilitatea înlocuirii unuia dintre versorii ex, e2 
prin opusul său sau posibilitatea renumerotarii valorilor proprii, putem 
presupune det E = -fi . Eotaţia 

[ ;HK 
reduce forma pătratică la forma diagonală \x'2 -f A2j/'2. Versorii proprii 
el7 e2 dau direcţiile noilor axe Ox', respectiv Oy'. 

Prin rotaţia efectuată, ecuaţia conicei devine 

A^' 2 -f \2y'2 + 2a[0x' -f 2a'20y' -f a'00 = 0. 

Eestrîngem pătratele şi efectuăm o translaţie 

\(x' + • • -)2 + W + • • •? + <* = 0. 

Dacă notăm x" — x' + . . . , y" = y' -f . . . obţinem ecuaţia canonică 

A^"2 -f A^"2 + a = 0. 
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Exemplu. Să se reducă ecuaţia 

3x2 — 4xy — 2x + 4y — 3 = 0 

la forma canonică şi să se construiască conica corespunzătoare. 
Soluţie. Matricea formei pătratice 3a;2 — ixy este 

~ 3 —2 "j 

-2 O ] ' 
Ecuaţia caracteristică a acestei matrice este 

3 —X —2 

—2 —X 
O sau • 3X — 4 = 0 . 

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice sînt valorile proprii Xj = — 1 şi Xj = 4. 
Coordonatele (uv v^, ale vectorului propriu corespunzător lui \ = — 1, constituie soluţia 

sistemului 4ut — 2v1 = 0, — 2ux + vx = 0 adică (k, 2k), keJR — {0}. Prin normalizare obţinem 

versorul propriu ex 

Deoarece 
\V*'V*) 

. Analog pentru X2~= 4 găsim e2 llf*' V*) 

det R = det 
]A5 f5 

2 1 
— — 1 (rotaţie şi simetrie), 

pentru a avea numai rotaţie folosim unul din următoarele procedee. 
1) Renumerotăm Xj = X2, X£ = Xa, de unde rezultă e[ = £2, e% = e\. Rotaţia 

2 
. . , V*" 

î 

yT 

i 

y r 
2 w. 

• 
x' 

y' 

sau • 

S 6 
conduce la 4x'z — y'2 — x' + -— : j / ' — 3 = 0. Completăm pătratele în x' şi y' şi găsim 

| /5 j / 5 
3 \ 2 4 1a;'— _ 1 _ l „ ' _ _ _ » —2 = 0. (-'-^-('-^r 

Efectuăm o translaţie a sistemului s'Oi/' în punctul Ct 

3 
S' = V" H—;= • Obţinem ecuaţia canonică a hiperbolei 

y? 
s"2 s"2 

1 2 
~2~ 

(l^' 1̂ ) 
dată de x'=x"-\—— j 

]f5 

care are vîrfurile pe axa Cxx". 
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i 
/i 

^ \ ^ 

' / / 

m 
l 
i 
1 

y\ 

/ y 
SI 

2"' 

.T' 

Fig. 45 Fig. 46 

Pentru construcţie efectuăm o rotaţie a sistemului de axe xOg. Noile axe de coordonate 
•Ox', Oy' au direcţiile versorilor e[, respectiv ê  (fig. 45). 

2) întrucît orice direcţie în plan este caracterizată de perechi de numere reale proporţionale, 
•convenim să luăm versorii e * = — ê , e* = e2. Rotaţia 

1 

w 
2 

~w 

2 1 

w 
1 

w\ 

• 
xl 

Vi 

-conduce la ecuaţia — z | + 4t/| -; • x t -\ -yt— 3 = 0. Direcţiile axelor de coordonate 

•Oxv Oy1 sînt determinate de versorii e^, respectiv eţ. Sistemul rotit este translatat în 
/ 3 1 \ 3 1 

C I — 5 I j folosind formulele xx = x2 + —— , yt — y2 —. Obţinem forma ca -

nonică a hiperbolei 

i 
+ 1 = 0 

raportată la sistemul canonic x2C2i/2 (fig. 46). Hiperbola are vîrfurile pe C2j/2. 

3.2. Metoda roto-translaţiei. Matricea de trecere, B fiind o matrice orto-
.gonală, este matricea ataşată unei rototranslatii în raport cu o bază orto-
normată. 

Teoremă. Dacă a12 ^ 0, atunci unghiul 0 dat de ecuaţia (an — a22) • 
• sin 2 0 = 2a12cos 2 0 determină o rotaţie în plan 

fa? = a/cosO — 2/'sin0 
[y = x'smQ -f-2/'cos0 

astfel încît în ecuaţia g'{x', y') — 0 coeficientul produsului x'y' se anulează. 
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Demonstraţie. Observăm că după efectuarea rotaţiei ecuaţia g(x, y) = O 
trece în g'(x', y') = 0. Coeficientul lui x'y' din ultima ecuaţie este 

2a'lz = (a22 — an) sin 2 0 + 2a12cos 2 6. 

Astfel teorema devine evidentă. 
întrucît ecuaţia conicei obţinută prin rotaţie nu conţine termenul în 

x'y', urmează să completăm pătratele daca este cazul şi în urma unei 
translaţii să obţinem ecuaţia canonică. 

Teoremele care se pot formula relativ la reducerea la forma canonică: 
se rezumă prin tabelul 2. 

Tabelul 2 

Condiţii 

A = 0 

A # 0 

5 > 0 

8 = 0 

S < 0 

§ > 0 7 A < 0 

/ A > 0 

8 = 0 

S < 0 

Curba 

r = {(*„, vo)} 

V = D1 u D2, unde Dt 
şi D2 sînt drepte paralele 
sau confundate, sau r=<î> 

r = £>! U -D2, unde Dt 
şi JD2 sînt drepte concu
rente. I = 0=>D1 J_ C 2 . 

elipsă 

r = $ 
parabolă 

hiperbolă 
1 = 0 =>hiperbolă echilateră 

l 
Ce transformare se face pentru 

a găsi ecuaţia canonică 

Dacă a12 = 0, atunci se 
face o translaţie. 

1 

Dacă a12 # 0, atunci se 
face mai întîi rotaţia 

(x = x' cos 9 — y' sin 8 

[g = x' sin 9 -f y' cos 9 
unde 6 este unghiul deter
minat de ecuaţia ( a u — 
a22) sin 28 = 2a l a cos 29 

După aceea, dacă este 
cazul, se face o translaţie 

Exemplu. Să se stabilească natura şi genul conicei 

T : 9i 2 — Gxy + y2 + 20x = 0. 

Să se reducă ecuaţia la forma canonică folosind metoda roto-translaţiei şi să se construiască'. 
conica T. 

Soluţie. Calculăm invarianţii 

A = 

9 —3 10 

—3 1 0 

10 0 0 

100, 
9 

—3 

Astfel r este o parabolă. 
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•X -X 

Fig. 47 Fi«. 48 

întrucît a12 y4 O, efectuăm o rotaţie al cărei unghi 6 este soluţia ecuaţiei (o u — a22) sin 28 — 
— 2alacos20 = O. Pentru conica dată, ecuaţia devine 3tga 0 — 8tg 6 — 3 = 0, cu soluţiile 

tg 0! = 3, tg 62 = 
3 

3 1 
Pentru tg d± = 3 obţinem sin 0 = si cos 0 = ; formulele care dau rotaţia sistemului 

fio fio 
1 1 

wy smt x = - — (x' — Sy'), V = T = (3X' + 2/'). 
fio fio 

Faţă de sistemul rotit x'Og', ecuaţia conicei devine 

yi + — x ' - —y'=0, 
fio fio 

/ 3 \ 2 9 2 
Completăm pătratele si obţinem j y' j = — —= x'. Efectuăm translaţia, x'= x , 

\ fîo; io fio 
3 2 9 

y' = y" + -=. Şi găsim ecuaţia canonică a parabolei y"2 = == x" -\ (fig. 47). 
fio fio io 

1 1 3 
Pentru tg 02 = obţinem sin 0 = si cos 0 = —— • Ecuaţia conicei devine 

3 |/lO flO 
6 2 1 1 

* ' — -== s ' + —— y' = 0 prin rotaţia x = — = (— 3x' — y'), g = —= (x' — Zy'). 
fio fio fio fio 

Completăm pătratele, efectuăm translaţia x' = x"+ 

y' = »" 

fio 

şi găsim ecuaţia canonică x"'-

nic obţinut prin roto-translaţie. 

2 9 
—— y" H a parabolei (fig. 48) raportată la sistemul cano-
flO 10 

§4. Intersecţia dintre o dreaptă şi o conică 

Fie D o dreaptă de ecuaţii parametrice 
% = cc0 +lt, y = y0 +mt, te IR, 
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şi F o conică de ecuaţie carteziană implicită g(x, y) = 0. Intersecţia DflT 
corespunde rădăcinilor tx şi t2 în [R ale ecuaţiei 

(1) *«9(î, m) + 2 ( z ^ - + m %L ) + g(x0, y0) = 0, 
V da;0 % „ / 

unde co(Z, OT) — anl2 -\-2a12lm + a^m2. î n cele ce urmează notăm — (a?0, 

2/o) = #*„> ~0%2/o) = 9V 

Discuţie. 1) Fie <p(Z, m) ^ 0. Atunci ecuaţia (1) este de gradul doi. 
Dacă q = (Zgr*, -f- m ^ ) 2 — 4<p(Z, m) g(x0, y0) > 0, atunci ecuaţia are două 
rădăcini reale şi distincte tx şi t2. în acest caz P taie pe V în două puncte 
distincte Px şi P2 . Dacă q = 0, atunci ecuaţia are două rădăcini reale 
confundate tx = t2. î n acest caz P taie pe T în două puncte confundate 

Px = P 2 şi se numeşte tangentă la T în punctul Px. Evident, din orice 
punct P0 ţ r se pot duce cel mult două tangente la Y. 

în particular, cînd P 0 e T şi gx0,gyt) nu. se anulează simultan, observăm 
că tangenta la T în punctul P0 are ecuaţia 

(x — a?e)0r,, + (y — y0)gya = 0. 

Dreapta care trece prin P0(x0, y0) e T şi este perpendiculară pe tangentă 
se numeşte normală. Ea are ecuaţia 

- (a ; - x0)gy, + (y - yo)0*. = 0. 

Dacă # < 0, atunci ecuaţia (1) nu are soluţii în [R şi deci P nu taie pe T. 
2) Fie <p(Z, m) = 0. Ecuaţia (1) este de gradul întîi. Dacă lgXa + mgyo ^ 0. 

atunci avem o soluţie unică tx şi deci P taie pe T într-un singur punct Py 
Dacă lgx<, + mgyo= 0 şi g(ccMy0) =£ 0, atunci ecuaţia (1) este o imposibili
tate şi deci P nu taie pe T. Dacă lg*a + mgyi> = 0 şi gr(«0, y0) = 0, ecuaţia 
este identic satisfăcută şi deci P £ T. 

Fie r o conică nedegenerată şi d(l, m) o direcţie în planul conicei. 
4.1. Definiţie, direcţia ă(l, m) se yţumeste direcţie asimptotică pentru 

P dacă 
(p(l, m) — «.u!2 -f 2a12îm -j- a22roă = 6. 

Evident o dreaptă care are o asemenea direcţie taie conica nedegenerată 
într-un singur punct sau nu taie pe T. 
Discuţie. 1) Dacă S < 0, A ^ 0 (hiperbolă), atunci ecuaţia <p(Z, m) = 0 

dă două direcţii asimptotice distincte. 
2) Dacă S > 0, A ^ 0 (elipsă), atunci ecuaţia <p(Z, m) = 0 nu admite 

soluţii reale nebanale. De aceea elipsa nu admite direcţii asimptotice. 
3) Dacă 5 = 0, A =£ 0 (parabolă), atunci ecuaţia cp(Z, m) = 0 are o 

direcţie asimptotică dublă care este de fapt direcţia axei conicei. 
4.2. Definiţie. O dreaptă D se numeşte asimptotă a unei conice nedegenerate 

T, dacă direcţia ei este asimptotică şi D fi r = <I>. 
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Din ceea ce am prezentat mai sus, rezultă că este adevărată următoarea 
teoremă. 

4.3. Teoremă. O asimptotă a conicei nedegenerate F este caracterizată 
analitic prin ecuaţia lgx + mgy = 0, unde (l, m) este o direcţie asimptotică. 

Discuţie. 1) Hiperbola are două asimptote care trec prin centrul conicei. 
2) Elipsa nu are direcţie asimptotică şi în consecinţă nu are asimptotă. 
3) Parabola admite o direcţie asimptotică pentru care ecuaţia lgx~\-mgy= 

= 0 devine o imposibilitate. Deci parabola nu are asimptotă. 

§o. Pol şi polară 

Fie D : x = x0 + It, y — y0 -j-mt, teţR, o dreaptă orientată prin 
vectorul director a = U + mj şi P , Q două puncte ale acestei drepte. 

a 
5.1. Definiţie. Numărul pPQ definit prin PQ = pPQ- se numeşte 

mărimea relativă a segmentului [PQ]." 
Considerăm că pe dreapta D au fost fixate punctele P0(xm y0), P^{xv yt)7 

P(cc, y), Pn(x2, yz), corespunzătoare valorilor t0, t±, t, tz ale lui t (fig. 49, a). 
5.2. Definiţie. Numărul 

r p p • p 
Pp1P 

P0P% h-h 
p,p f — t^ t 

se numeşte bir aport al cuaiemei ordonate de puncte (P0, P1? P , P2). 
Dacă [P0, P ; P1} P2] = — 1, atunci biraportul se numeşte armonic şi se 

spune că perechea de puncte P0 , P divide armonic perechea P1} P 2 (sau 
invers). Diviziunea armonică este caracterizată prin 

% , (2 ô 

£ — t t-t, 

Dacă presupunem că punctul P 0 este luat drept origine pe D, adică 
fn = 0, atunci diviziunea armonică este caracterizată prin 

D 
R 

b) 

P, 
2 1_ , 1_ 
t li 1% 

Fie F o elipsă, hiperbolă sau para
bolă. Dacă P0{x0, y0) este un punct dat, 
atunci fie D : x = x0 + It, y — y0 -f mi, 
^e [R, o dreaptă care trece prin P 0 şi 
care taie pe F în două puncte P1(x1, yi), 

5. 
punctului P 

49, b). 
ia. Lo 
conjugatul armonic al 

Teoremă. Locul geometric al 
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lui P 0 în raport cu P1? P2 , atunci cînd direcţia (l, m) a lui P variază, 
este o parte din dreapta D' de ecuaţie 

ana?a;0 + %2(^o + ô2/) + «22 /̂0 + aw(x + x0) + az0(y + y0) -f a00 = 0. 

Dreapta B' se numeşte polara punctului P 0 în raport cu conica F, 
iar punctul P 0 se numeşte polul dreptei D' în raport cu conica F. 

Demonstraţie. Prin ipot-eză, intersectând dreapta D cu conica F se obţin 
punctele P x şi P 2 corespunzătoare valorilor tx şi fa care sînt rădăcinile 
ecuaţiei t2o(l,m) + t{lgXi + ingy<1) + g(x0, y0) = 0. Pentru scurtarea de
monstraţiei presupunem că P 0 ^ F. Din ecuaţia de mai sus, rezultă 

k + h = IQH +m9y* 

Pe de altă parte observăm că diviziunea armonică este caracterizată 
nrin 

2_ ^ h_±h 
t îjîg 

şi deci 
2 _ l9x0 + mgyo 

t g(sc0, y0) 
Pentru a se obţine ecuaţia carteziană a mulţimii care conţine locul 

geometric căutat se elimină parametrii î, l, m între relaţia precedentă şi 
ecuaţiile dreptei D. Eezultă ecuaţia 

(x — x0)gx„ + (y — y0)gyo = ~2g(x0, y0), 
care este de fapt ecuaţia din teoremă. 

Observăm că atunci cînd P 0 e F, raţionamentul anterior trebuie modi
ficat. Din ecuaţia de mai sus se vede că in acest caz polara se confundă cu 
tangenta în P0 . 

5.4. O b s e r v a ţ i i . 1) Poziţia polarei D' faţă de conica T depinde de poziţia punctului 
P 0 faţă de T (sau invers). P 0 nu poate fi în centrul conicei deoarece în acest caz ecuaţia 
(x — xo)9x0 + (y — lJo)3y0 = — 2g(x0, ij0) este o imposibilitate. 

1 1 1 
2) Substituirile x- -> xx0, y- -> yy0, xy-+ — {xya + x0y), x-> — (x + x0), y-> — (y+ff0) 

2 2 2 
se numesc dedublări. Prin dedublată ecuaţiei de gradul doi a u x 2 + 2a12£i/ + %2J/a + 2a 1 0 x+ 
+ 2amy + a00 = 0 în punctul P0(x0, j/0) înţelegem ecuaţia de gradul întîi a^xxg + a12(xyB + 
+ %y) + a^yy0 + a10(x + x0) + a20(î/ + y0) + a00 = 0. Ecuaţia polarei punctului P 0 (în 
particular ecuaţia tangentei în P 0 € T) se obţine prin dedublarea ecuaţiei lui T. 

3) Noţiunea de focar o presupunem cunoscută de la studiul conicelor pe ecuaţia redusă. 
Directoarea este polara focarului. 

§8. Diametru conjugat eu o direcţie dată 
Fie conica F şi o direcţie d(l, m). 
6,1. Teoremă. Locul geometric al mijloacelor corzilor conicei F para

lele cu direcţia ă(l, m) este o parte din dreapta 1)" de ecuaţie 

l>9x + m9y = 0. 
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Fig. 50 

Dreapta D" se numeşte diametrul lui F conjugat direcţiei d(l, m). 
Demonstraţie. Dreapta care trece printr-un punct P0(x0, y0) şi este 

paralelă cu ă are ecuaţiile x — xQ + It, y = y0 -\-mt, te R. Prin ipoteză 
această dreaptă taie conica T în două puncte Px{xx = x0 + ltv yx = 
= Vo + mh) Şi -£"2(̂ 2 — ̂ 0 + Ihi 2/2 = 2/0+ TO^)> unde ^ şi t2 sînt solu
ţiile ecuaţiei t2<p(l, m) + *(!!</,„ -f- m>g%) + <7(#o> #0) = 0. Mijlocul segmentului 
[Pj, P2] (fig. 50) are coordonatele 

X} -f- X% 
Xo+lk±k IbJrlh = yQ + mh±k 

şi acest punct coincide cu P 0 dacă şi numai dacă tx -f i2 = 0, adică lgx„ + 
+ mgVa = 0. Deoarece P 0 este un mijloc arbitrar rezultă că teorema este 
adevărată. 

Consecinţe. 1) în ipoteza că <5 # 0 se observă că diametrii conjugaţi 
cu direcţii arbitrare din plan formează un fascicul de drepte cu vîrful în 
centrul conicei. 

2) Dacă 8 = 0 şi A # 0 (parabolă) atunci observăm că gx+ a. = Ş>gy 
şi ecuaţia diametrilor conjugaţi se reduce la ecuaţia unui fascicul de dr epte 
paralele 

gx + fx = 0. 

Direcţia acestui fascicul este (%2, sau (a22, —ct12). Evident axa de 
simetrie a parabolei este un diametru şi deci are direcţia anterioară. 

Observăm că direcţiei (a12, — an) nu-i corespunde nici un diametru con
jugat deoarece a^g^ — angy = 0 este o imposibilitate. 

3) Cazul conicelor cu dreaptă de centre se cercetează analog. 
Să considerăm acum că F este o conică cu centru (8 *£ 0) şi să nstăm 

cu (l0, mQ) direcţia diametrului de ecuaţie lgx + mgy = 0. Direcţia (l0, m0) 
satisface relaţia 

h ma 
la 12" m«, —(toii + «^12) 
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sau 
(2) anll0 + a12 (lm0 + l0m) -f a22mm0 = O 

care de fapt este dedublată relaţiei <p(î, m) = 0. Eeciproc, se poate arăta 
că direcţia diametrului conjugat cu (l0, m0) este (l, m). 

6.2. Definiţie. O pereche de ăiametri ale căror direcţii sînt în [relaţia [(2) 
se numesc diametri conjugaţi unul altuia. 

§7. Direcţii principale. Axele unei conice 

Considerăm o conică T, o direcţie ă(l, m) şi diametral conjugat aceste 
direcţii lgx + mgv = 0. 

7.1. Definiţie. Direcţia d(l, m) se numeşte direcţie principală pentru 
conica T dacă este perpendiculară pe direcţia diametrului lgx -f- mgy — 0. 

7.2. Teoremă. Diametrul conjugat unei direcţii principale este o axă 
(de simetrie) a conicei. Invers, o direcţie perpendiculară pe o axă este o 
irecţie principală. 

Demonstraţie. Diametrul conjugat cu o direcţie principală conţine mij
loacele corzilor conicei T, care sînt perpendiculare pe diametru. Astfel 
acest diametru este o axă de simetrie. Eeciproca este evidentă. 

In această problemă distingem două cazuri: 
1) Dacă § ^ 0, atunci V poate să fie cerc, elipsă, hiperbolă sau pereche 

de drepte concurente. Axele reperului canonic sînt axe de simetrie. Notăm 
cu (l, ni) şi (i0, m0) direcţiile acestor axe şi observăm că aceste direcţii sînt 
perpendiculare, adică 

llQ + mm0 = 0. 

întrucît axele conţin doi diametri conjugaţi unul altuia, prin eliminarea 
lui (l0, mQ) între ecuaţia precedentă şi ecuaţia anll0 + a12(lm0 -f hm) + 
+ a22mm0 = 0 deducem 

(3) (an — a22)ml + a12(m2 — l2) = 0. 

Ecuaţia (3) dă direcţiile axelor. Scriind ecuaţiile diametrilor conjugaţi 
cu aceste direcţii sau scriind ecuaţiile dreptelor care trec prin central 
conicei T şi au aceste direcţii, obţinem unul şi acelaşi luciu şi anume ecua
ţiile axelor. 

Intersecţiile dintre T şi axe se numesc vîrfuri. 
2) Eie 8 = 0 şi A =£ 0 (parabolă). Anterior am văzut că direcţia axei 

parabolei este (o^, — au) sau (a22, — <%). Direcţia perpendiculară pe axă 
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este (an, a12) sau (a21, a22). De aici rezultă că ecuaţia axei parabolei este 

*u3* + ai2gv == 0 sau a^qx •$• a22gg = 0 

(diametru conjugat cu direcţia O u , a12) sau (azv a22)). 
Intersecţia dintre axă şi parabolă se numeşte vîrf. 

7.3. O b s e r v a ţ i e . în ecuaţiile anterioare, cel puţin unul dintre numerele l şi m este 
diferit de zero. De aceea în exerciţii, ecuaţiile (2) şi (3) se simplifică prin împărţire cu l sau 
c u j m. 

§8. Probleme 

1. Sub influenţa unei forţe, punctul material M se mişcă pe cercul x2 + Î/3 — 6x + 4j/ + 
+ 9 = 0. Acţiunea forţei se întrerupe în momentul în care M a ajuns în poziţia ( 1 , — 2). Să se 
determine traiectoria pe care o va urma mai departe punctul material. 

2. Se dau conicele ^ : x3 — 2xy + 2if- — 4x — Qy + 3 = 0, T 2 : ' x2 — 2xs — j / 2 — 4x — 
— 6j/ + 3 = 0, j r 3 : x3 + 2xy + j / 3 + 2x + 2y—4 =• 0. Să se calculeze invarianţii , coordonatele 
centrului şi dacă este cazul, să se scrie ecuaţia conicei redusă la centru sau ecuaţiile dreptelor 
în care degenerează. 

3. Să se reducă ecuaţiile 

5x3 — 4x*7 + 2if — ÎS» + 4y — 22 =• 0, 

l l x 2 — 24xy + 4y2 + 2x + 16ff + 11 = 0, 

x3 — 2xy + if — iy + 6 = 0 

la forma canonică şi să se construiască conicele corespvmzătoare. 

i . Să se stabilească poziţia dreptei D faţă de conica T i 

1) 5x — y — 5 = 0, x2 — 2xy — 3if — 4x — 6y + 3 = 0 

2) x = 3 + f, r; = — 1 + 2t, x2 — 2xy — 2?3 + 7x + 6w + 132 = 0 

3) x = 1 + 8t, g = 1 + 7f, x2 + 2xi? — 4î?2 + 3x — 2y = 0. 

5. Să se scrie coordonatele polului axei Ox faţă de conica T' : x2 — 2ff2 — 3x — 7i/ + 1 = 0 . 

6. Să se scrie ecuaţia diametrului conjugat : (1) axei Ox, (2) axei Oi/, (3) direcţiei "5(1 , — 3 
pentru conica 9x2 + Qxy + y- — ox — "y — 4 = 0. Să se scrie ecuaţia axei de simetrie a aces
tei conice. 

7 . Să se determine centrul, axele şi vîrfurile conicei 

r : 16x2 + 4xj? + 19y2 + 4s — 22y — Ş = 0. 
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C a p i t o l u l 5 

CUADRICE 

§1. Sfera 

Fie E3 un spaţiu punctual euclidian real tridimensional raportat la un 
reper cartezian {0 ; i, j , Jc] şi punctele Mt{Xi, yt,zf), i = 1, 2. Eeamintim 
expresia distanţei 

d(jf„ M2) = K c ^ ^ i ) 2 + (2/2 - y~¥T¥* - %F-

Fie C(x0, y0, z0) un punct fixat şi r un număr real strict pozitiv fixat. 
Sfera 8 de centru C şi rază r este mulţimea punctelor M(x, y, z) cu proprie
tatea ă(C, M) = r '(fig. 51). 

1.1. Teoremă. Punctul M(x, y, z) aparţine sferei 8 de centru C(ce0, y0, z0) 
şi raza r dacă şi numai dacă 

(x - x0)2 4- (V — Va)2 + (» — -o)2 = r2. 

Demonstraţie. M e ^<^d(0, Jf) = r<=>][(x — a?0)2+ (2/ — 2/o)2 + (s — «'o)2 = 
= r o (x — 'x0)2 + (y — y0)2 + (z — z0)2 = r2. 

Astfel ff = {Jf(«, y, z) \{x, y, z) e R3, (a - %)2 + (y - yQf + (z - z,?= 
= r2} sau mai scurt 8 : (oc — x0)2 + (y — y0)2 + {"• ~ zoY = »'2- Ecuaţia 
(x — xQ)2 + (y ~ i/o)2 + (% — *o)2 = r~i (xi Vi z) G ER3 s e numeşte ecuaţia 
carteziană im/plicită a sferei 8 de centru (x0, y0, z0) şi rază r. Această ecuaţie 
este echivalentă cu trei ecuaţii parametrice în [R3 (fig. 52) 

x — x0 + r cosii sin-y 
" V — Vo -r r sin'M sim1 

z = z0 + r cos-y, « e [0,2~], t1 e [O, iz], u, v = parametrii 

sau cu ecuaţia r = rQ -f r (cos u mm + sin u sin vj + cos t'fc) în F 3 . 
Se observă că (a — x0)2 -f (?/ — y0)2 + (z ~ z0)2 este un polinom de 

gradul doi în x, y, z, termenul de gradul doi fiind x2 + y2 + «2. Aceasta 
sugerează să cercetăm mulţimea 

2 : a;2 + 2/2 + «2 4- 2«a; + 2% + 2cs + ă = 0. 
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Deoarece ecuaţia lui 2 se transcrie 

(x + a)2 + (y + &)2 + (0 + c)2 = a2 + b2 4- c2 — d 
rezultă: 

1) dacă a2 -\-b2 + c2 — d>0, atunci 2 este o sferă cu centrul în x0 => 
= —a; Vo — —b, z0 = —c şi de rază r = Ya2 + b2 -f- c2 — d; 

2) dacă a2 + b2 + c2 - d = 0, atunci 2 = {(—a, — 6, — c)} ; 

3) dacă «2 + 62 + c2 — d < 0, atunci 2 = O. 
Ecuaţia 

#2 + t/2 + 32 -f 2a;» + 2&y + 2c2! 4- cî = 0, a2 +'b2 + c2 — â > 0, 

(®, sr,«) e R 3 , 

se numeşte ecuaţia carteziană generală a sferei. Evident această ecuaţie 
este echivalentă cu 

ă(x2 +yr + z2) +2axx +2bty 4-2cxz +dt — 0, d * 0, 

a\ +b\ +ef- ddx > 0. 

O sferă din spaţiu este o mulţime mărginită şi închisă, deci compactă. 
Ea are proprietatea că separă spaţiul în două submulţimi disjuncte : 
interiorul lui 8 notat int($) şi exteriorul lui 8 notat ext($). Acestea pot fi 
descrise cu ajutorul funcţiei 

/ : tR3 -> R, f($, V, z) = (x- x0)2 +{y- y0)2 + (z- z0)2 - r2, 

unde (x0J y0, z0) este un punct fixat, iar r > 0 este fixat. într-adevăr (fig. 53) 
int(fl) = {{x, y, z) \f(x, y, z) < 0}, ext(S) = {{w, y, z) \f(x, y,z)>0}. 

1.2. Teoremă. 1) Mulţimea int($) este convexă; 2) VJf xeint (8), 
Vifa e ext(#), segmentul (MIM2] taie pe 8. 

Demonstraţie. Fără a scădea generalitatea putem presupune x0 = 
= y0 = z0 = 0. Fie Mt(x(, yt, zt), i = 1, 2, două puncte din spaţiu. 
Segmentul [JfiJfa] este caracterizat prin ecuaţiile parametrice x = 
= (1 - t)x1 + toa, y = (1 - *)& + tya, « = (1 — *& + to„ i e [0, 1]. 

1) Dacă Jflf lf2 G int (8), adică /(»„, «/«, 2,) = x% -^y\ + z\ — r2 < 0, 
i = 1, 2, atunci 

# / /(*, 2/, ») = /E(l - <)«i + tes, (1 - %x + ţgfo 
(1 - *)% + fe2] = [ (1 - <) ^ + te2]2+[(l - % x + ty 2 ] 2 + 

+ [(1 - *)% + **,]* - r2 < (1 - «)/[«;„ y„ zx) + 
Fig. 53 + tf(x2, y„ z2) < 0, V< e [0,1]. 
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Cu alte cuvinte [M^M^ c int (S). 
2) Fie M1 e int(#), adică f(xv yv z{)<0 şi M2 e ext(S), adică f(x2, y2, sz)> 

> 0. Rezultă funcţia continuă definită prin 

?(*) = / [ ( l - *K + tx2, (1 - t)Vl + ty2, (1 - t)zx + tej = 

= [(1 - « ^ + to2]2 + [(1 - % x + ty2]2 + [(1 - ^ + tz2f - r2, 

< e [0,1] cu proprietăţile o(0) = f(xv yx, ^ ) <3 0 şi o(l) = /(aj2, yM z2) > 0. 

De aceea există o valoare t0 e [0,1] astfel încît 0 = 9(0) = [(1 — t0)xx -f-
+ t0xzf + [(1 - t0)yx + t0y2f + [(1 - t0)zx + V2]2 Şi deci ((1 - *0) xx + 
+ ^ 2 , (1 - h) Vi + <o»2> (1 - *oK + «0*2) e 2 -

Numim f>Za« tangent la sferă în punctul -3fa(%, yx, zx) locul geometric 
al tuturor tangentelor la sferă în punctul M1 (fig. 54). Ecuaţia planului 
tangent în punctul M1 e 2 se obţine prin dedublarea ecuaţiei sferei, adică 

sau 
(x - x0)(x1 - x0) +(y - y0) (yt - y0) + (» — *o) («i - »0) — J*2 = o 

«% + 2/2/1 + «*i + «O + xx) + b(y + ţ/J + c(z + %) + ă = 0. 

§2. Elipsoid, hiperboloid, paraboloid 
2.1. Definiţie. Cuadrica de ecuaţie 

2 : s 2 . ?/ 

a-
+ TT + -r.2 

— 1 0, a, &, e > 0 

se numeşte elipsoid. 
Această suprafaţă este simetrică faţă de planele de coordonate, numite 

din acest motiv plane principale ale elipsoidului. Suprafaţa este simetrică 
şi faţă de axele de coordonate care se numesc axele suprafeţei. Rezultă că 
originea este centru de simetrie. Originea se numeşte centrul elipsoidului. 
Punctele în care axele înţeapă suprafaţa se numesc vîrfuri. Numerele 
a, b, c se numesc semiaxe. Intersecţiile dintre planele de coordonate şi 
elipsoid sînt respectiv următoarele elipse (fig. 55): 

(0 a2 T b2 1 = 0 
(2) 

z 0 
i 2 C 

ly = 0 

1 = 0 (3) . b2 c2 

x = 0 

Fig. 54 Fig. 55 
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Intersectînd elipsoidul cu plane paralele cu xOy, obţinem elipsele 

(4) a-
-1 = 0, 

(c2 - &2) 
cz 

z = lc 

(c2 

Ic e [—c, c] 

care sînt asemenea cu elipsa (1). 
2.2. Teoremă. Elipsoidul este o mulţ ime mărginită şi închisă (deci 

compactă) în spaţiu. 

Demonstraţie. Din ecuaţia elipsoidului rezultă y ar 1, r i , 
< 1 sau — a <, x <: a, — & < y < & , — c < 2 < c . Astfel toa te punctele 
elipsoidului sînt cuprinse în interiorul unui paralelipiped cu laturile 
de lungimi finite. 

Elipsoidul 2 este o mulţ ime închisă în spaţiu deoarece {1} este o mul

ţ ime închisă în [R, 2 = g~x{l), iar g: R 3 

este o funcţie continuă. 

Ecuaţ ia carteziană implicită a elipsoidului 

echivalentă cu ecuaţiile parametrice 

_> « * , y % 

ar y* zz 

a? ~b* e2 
0 este 

x = a cosu sinD 
y — b sinw sinv 
z = c cos-y, u e [0,2TC], V G [0, ir], u, v 

2.3. Definiţie. Ouadrica de ecuaţie 
*2 * 2 

0, a, i, c > 0 

parametrii (fig. 55). 

a3 62 • i l - 1 
^2 

se numeşte hiperboloid cu o pînstă. 
Această suprafaţă are aceleaşi simetrii cu elipso

idul. Are patru vîrfuri. Intersecţiile lui 2 respectiv 
cu x = 0 şi y = 0 sînt hiperbolele 

_____ 
b2 c 
x = 0 

1 = 0, • 1 = 0 . 

[y = o 

Intersecţiile acestei suprafeţe cu planele st = Te 
sînt elipsele asemenea, reale oricare ar fi ke [R 
(fig. 56) : 

1 = 0 . 

Fig. 56 

' 
a2 

'T2 

.2 = 

X* 

(fc2 + c2) 
i 
! 62 

c2 

2/2 

(fc2 + e2) 
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Se observă că hiperboloidul cu o pînză este o mul
ţ ime nemărginită şi închisă în spaţiu. 

/y*2 /tiu g2 

Cuadrica 2 : —• + — = 0 se r numeş te conul 
a2 b2 c2 «af *•» 

asimptot al hiperboloidului cu o pînză. 
2.4. Definiţie. Cuadrica de ecuaţie 

/y6 ni£* p& 

v. ±.. + l _f_+1 = 0 , « , i , c > 0 
a2 b2 n2 

se numeşte hiperboloid, cu două pînze. 
Această suprafaţă are aceleaşi simetrii ca şi hiper

boloidul cu o pînză. Are numai două vîrfuri si tuate 
pe axa Oz (fig. 57). Intersecţiile lui 2 cu planele 
x = 0 şi y = 0 sînt respectiv hiperbolele 

Fig. 57 

r — - + i = o, 
- • 2 

0 
b2 c i a" e* 

. x = 0 1^ = 0. 
Observăm că în regiunea — c < z < c nu avem puncte ale lui 2 . Inter

secţia suprafeţei cu planele z = Jc, j fe j > c, ne dă elipsele asemenea 

x* y* - 1 = 0 
e2) ( £ 2 - c 2 ) — (k2 

c2 

. - = k. 
Hipei'boloidul cu două pînze este o mulţ ime nemărginită şi închisă în 

spaţiu. 
ar Cuadrica 2 : —•-[- JL. 

52 0 se numeşte COK^Î asimptot al hiperboloi

dului. 
2.5. Definiţie. Cuadrica de ecuaţie 

v . - ar ii- , 
h —» «, & > 0 

a2 62 
se numeşte paraboloid eliptic. 

Planele de simetrie x = 0 şi y = 0 se numesc 
plane principale. 00 este axă de simetrie (axă 
principală) şi înţeapă suprafaţa în origine. Acest 
punc t se numeşte vîrf (fig. 58). Intersecţiile su
prafeţei cu planele w — 0 şi y = 0 sînt respectiv 
parabolele 

Fig. 58 

b2 

0 

a-

U = o 
139 



Fig. 59 

2.6. Definiţie. Cuadrica de ecuaţie 

şi de aceea S este nemărginită. 
Evident suprafaţa există numai 
pentru z > 0. Dacă tăiem supra
faţa 2 cu planele z = k(k > 0), 
atunci se obţin elipsele 

,2 

z = Ic. 

—. + JU 
a2 b* 

Paraboloidul eliptic este o mulţime 
închisă în spaţiu. 

S : e=- *-
a2 b2 

se numeşte paraboloid hiperbolic sau şa. 
Această suprafaţă are aceleaşi simetrii ca şi suprafaţa anterioară. 

Originea este vîrf al suprafeţei (fig. 59). Intersecţia suprafeţei cu planul 
a; = 0 dă parabola 

z = — 
x — 0 

y» 

care are concavitatea înspre sensul negativ al axei Oz. Intersecţia suprafeţei 
cu planul y = 0 dă parabola 

x2 

z = —. 
a2 

l2/ = 0 
care are axa de simetrie Oz şi este dirijată în sensul pozitiv al acestei axe 

IntersectămTsuprafaţa cu planele z — k(k > 0) şi obţinem hiperbolele 

yS 2 ^ = h 
a2 b2 

z = h 

care au axa transversă paralelă cu Ox. 
Intersectăm suprafaţa cu planele z = 1c(Jc < 0) şi obţinem hiperbolele 

r Te 

z = Te 

care au axa netransversă paralelă cu Ox. 
Ca mulţime, şaua este nemărginită şi închisă. 
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\z 

i ! I 
i l 
1 I 1 i 

Fig- 60 Fig. 62 

Cuadrica de ecuaţie f- — 1 = 0 
b2 

se numeşte cilindru eliptic (fig. 60). 

Cuadrica de ecuaţie — 
' a2 b2 

1 = 0 se numeşte cilindru hiperbolic 

(fig. 61). 
Cuadrica de ecuaţie y2 — 2px se numeşte cilindru parabolic (fig.J 62). 

x2 it2 

Pereche de plane concurente — = 0 ; pereche de plane paralele x2 — 
a2 b2 

— a2 = 0 ; pereche de plane confundate x2 = 0. rp 2i oj Z rp 

Dreaptă (- — = 0 ; punct 
b2 

a'-

2 fl/2 ^2 /y)2 

+ -— \ - — = 0 ; mulţimea vidă —• + 

0 s a u — + ^ - + 1 = 0 sau x2+a2 

a2 b2 0. 
b2 c2 

Elipsoizii, hiperboloizii şi paraboloizii se numesc cuaărice nedegenerate. 
Hiperboloidul cu o pînză şi paraboloidul hiperbolic sînt suprafeţe riglate 

deoarece pot fi generate prin mişcarea unei drepte. Această dreaptă face 
parte dintr-o familie de generatoare rectilinii, fiecare dintre suprafeţele 
menţionate admiţînd două familii de generatoare rectilinii, de ecuaţii 

Z>, 

{^L+JL= xfx +1\ pen t ru SL^L + o, i +X * o 
a c \ b ) a c b 

\ \ a c) 

şi D0 

1-3-

^ _ * = o 
a c 

1 +-

Dy.: 

% , z j -, y \ , x z 1 =\x\ 1 — — I pentru ¥=0,1-
6 / 

( ' a c / o 

a c 
7̂  0 

şi J>, 

' * - ^ = 0 

00 . ( 

l - ^ _ = 0 
1 b 
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respectiv 

A 

x V 
h — 

a b 
te 

(f-f) 
ÎZ = O 

pentru 0 ^ O, — ^0 şi J>oo : -{ a; 2/ 
a b T = 0 

I a b 

D»:\ 

x y _ 

pentru 2 ^ O [- — ^ O s i A» : •{ * «/ 
„. a b r — = " -

§3. Cuadriee 

î n E 3 considerăm reperul cartezian {O; i,j, Te} şi forma pătratică afină 
9 '• E3 -> ER definită prin 

g(x,y,z) = anx2 + aZ2y2 + aS3z2 + 2alzxy + 2alsxz + 2a2^yz + 2a10x + 

+ 2a2(# + 2aS0z + a00, 

«li + «Ia + «sa + «fa + «13 + «23 ^ 0. 

3.1. Definiţie. Mulţimea de nivel constant zero 

2 = 0-1(0) = {.3f(a?, 2/, ST) | (x, y, z) e R3, g{x, y, z) = 0}, 

se numeşte cuadrica sau suprafaţă algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
2 : 0(<r,V, «) = 0. 

Din punct de vedere topologic, cuadricele sînt mulţimi închise în spaţiu 
deoarece {0} este o mulţime închisă în R, 2 = S,_1(0) şi g este o funcţie 
continuă. 

Prin trecerea de la reperul cartezian {O ; i, j , Te} la un reper cartezian 
adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) faţă de care 
ecuaţia g(x, y, z) = 0 să aibă forma cea mai simplă posibilă (numită ecuaţie 
redusă sau canonică), se dovedeşte că 2 este congruentă eu una din mul
ţimile : sferă, elipsoid, hiperboloid cu o pînză, hiperboloid cu două pînze, 
paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolic, con, cilindru circular, cilindru 
eliptic, cilindru hiperbolic, cilindru parabolic, pereche de drepte secante, 
pereche de plane paralele, pereche de plane confundate, dreaptă, mulţime 
care conţine un singur punct, mulţime vidă. 

Faţă de roto-translaţii, ecuaţia g(x, y, z) = 0 are următorii invarianţi 

A = det Ă, 8 = det A, J 

I = tr A, 

«11 «12 1 , 

«21 «22 1 

«11 «13 

«31 «33 
+ «22 «23 

«32 «33 
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unde 

A = A = ttij Qji , 1 T- J 

i , j = 0 , 1 , 2 , 3 . 

«11 «12 «13 «10 
«21 «22 «23 «20 
«31 «32 «33 «30 
«01 «02 «03 «00 . 

Felul cuadricei se poate stabili cu ajutorul invarianţilor 
De exemplu 

~ « 1 1 

«21 

L «31 

a.21 

ft22 

«32 

a13 

«23 

«33 . 

A 

A = 0 

A # 0 

Natura cuadricei 

degenerată 

nedegenerată 

Dintre euadricele nevide, sfera, elipsoidul, hiperboloizii şi paraboloizii 
sînt cuadrice nedegenerate ; conul, cilindrii şi perechile de plane se numesc 
cuadrice degenerate. 

Sfera este o cuadrică în care an = a22 = aS3 == TO ̂  0, a12 = als = 
«00 

TO 

a-, 

•n 0 şi 1^L\\ (^X + (**)2-
\ m ) \ m ) \ m ) 

> 0. Centrul sferei este 

t!9, _ ^şo f _ ^30 j ş i r a z a sferei r 
TO TO r V TO j V TO J V TO ) TO 

3.2. Centrul cuadricei. Analog cu conicele, coordonatele centrului unei 
cuadrice constituie soluţia sistemului liniar 

anx + a12y + aisz + a10 = 0 1 
2 
1 
2 

1 

3<7 
da? 

30 
dy 

8g 
2 Bz 

a21w + a22y + «232 + «2 

= «31» + «322/ + «332 -T «30 = 0 . 

Pot interveni următoarele situaţii: 
1) Dacă det A = 8 ^ 0, sistemul liniar este compatibil unic determinat, 

deci cele trei plane anx + «122/ + anz + «»o = 0, i = 1, 2, 3 se inter
sectează într-un punct unic ; prin urmare cuadrică admite un singur centru 
la distanţă finită. Este cazul sferei, elipsoidului, hiperboloidului cu o pînză, 
hiperboloidului cu două pînze şi conului. 

11 12 ^ 0 şi unicul determinant caracteristic al sis-
«21 «22 

ternului este nenul, sistemul este incompatibil. Cele trei plane formează 
o prismă triunghiulară. Este cazul paraboloidului eliptic şi paraboloidului 
hiperbolic. 

7̂ 0 şi unicul determinant caracteristic este nul, 

2) Dacă 8 = 0, 

3) Dacă S = 0, ' i i "12 
« 9 1 « 9 9 

sistemul liniar este compatibil simplu nedeterminat. 
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Cele trei plane se intersectează după o dreaptă numită dreaptă de centre. 
Este cazul cilindrilor circulari, eliptici şi hiperbolici. 

4) Dacă S = 0 şi rangul sistemului este unu şi cei doi determinanţi 
caracteristici nu sînt nuli, sistemul este incompatibil. Planele sînt paralele. 
Este cazul cilindrului parabolic. 

5) Dacă S = 0, rangul sistemului este unu şi cei doi determinanţi 
caracteristici sînt nuli, atunci sistemul este compatibil dublu nedetermi
nat. Cele trei plane sînt confundate. Cuadrica are un plan de centre. Este 
cazul planelor paralele distincte sau confundate. 

Exemplu. Cuadrica X conţine punctele A(—1,2,3), J3(l, 1, •—1), trece prin axa Oy şi 
prin cercul T care are centrul în <o (0, 0, 3) şi este tangent axei Ox în origine. 

Să se scrie ecuaţia cuadricei S , să se calculeze invarianţii ei şi coordonatele centrului. 
Soluţie. Cercul T se află în planul xOz şi are ecuaţiile x2 + z2 — 6z = 0, y = 0. 
Ecuaţia cuadricei S este de forma 

x2 + z2 — 6z + y(ocx + Şy + T z + S) = 0 

întrucît intersecţia acestei suprafeţe cu planul xOz este cercul T. 
Deoarece cuadrica S conţine axa Oy, ecuaţia ei devine identitate pentru x = 0, 2 = 0. 

Rezultă p = 8 = 0. 
Din condiţiile Ae X, BE S , rezultă sistemul a — 3y = 4, a + y = 8, cu soluţia a = 7, 

r = l . 
Deci S : x8 + z2 + Ixy + yz — 6z = 0. 
Invarianţii cuadricei sînt 

A = det 

0 0 

0 — 1 — 3 
2 

0 0 — 3 0 

25 

441 
(cuadrica nedegenerată), 

23 
• (cuadrica cu centru), J — 9 1=2. 

2 2 

/ 21 3 147 \ 7 
Coordonatele centrului sînt [ , » I > ca soluţie a sistemului x -\ y 

\ 50 25 50 ) 2 
7 1 1 

= 0, — x H z = 0, — y + z — 3 = 0. 
2 2 2 

§4. Reducerea la forma canonieă 

Pentru stabilirea ecuaţiei canonice a unei cuadrice se poate proceda 
astfel 

(i) Dacă a12 = a13 = a23 = 0, se face o translaţie. 
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(ii) Dacă cel puţin unul din numerele a12, a13, a23 este nenul,atunci tipul 
cuadricei de ecuaţie 

anx2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2az3yz + 2a10x + 

+ 2aztiy + 2a30z + a00 = O 

este determinat de expresia termenilor de gradul doi, adică de forma pă-
tratică 

anx2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy -f 2a13xz + 2a23yz. 

Matriceal această formă pătratică se scrie 

[x y zi 
% 1 a 1 2 a\Z 

&21 *22 *23 

. <^31 *32 ^33 

> a-, azii a\z a 31î *23 •*32 

sau \x y z] A >A fiind o matrice simetrică. 

Pentru matricea A se determină valorile proprii \ , Â2, X3 şi vectorii 
proprii corespunzători care sînt ortogonali. Prin normare obţinem versorii 
e1? e2, es. Se notează cu B matricea formată cu coordonatele versorilor 
e1, ez, e3 aşezate pe coloane; avînd în vedere posibilitatea înlocuirii unuia. 
dintre versorii ev ez, e3 prin opusul său sau posibilitatea renumerotarii 
valorilor proprii, putem presupune det B = + 1 . 

Eotaţia 
X 

y 
_z . 

= B 
V" 

y' 
.z' . 

reduce forma pătratică la forma diagonală \x'2 + \y'* + ^'2-
Direcţiile noiloj axe de coordonate sînt date de direcţiile versorilor proprii 

elt e2, respectiv e3. 
în final, dacă este cazul, se face o translaţie. 

Exemplu. Să se reducă ecuaţia 

x2 + y2 + 5z2 — &xy + 2xz — 2yz — 4x + 8y — 12z + 14 — 0 

la forma canonică şi să se construiască cuacirica corespunzătoare. 
Soluţie. Matricea formei pătratice x2 + y2 + 5z2 — &xy + 2xz — 2yz este 

1 — 3 1 
—3 1 —1 

1 — 1 5 
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Valorile proprii ale matricei sînt soluţiile ecuaţiei 

1 — X —3 1 
—3 l — X —1 

1 —1 5 — X 

=0. 

Obţinem valorile proprii reale şi distincte Xx = — 2, X3 = 3, X3 = 6. 
Coordonatele (u, v, w), ale vectorului propriu corespunzător valorii proprii X, sînt soluţiie 

sistemului 

' (1 — X)u — 3u + w = 0 
— 3u + (1 — X)o — iv = 0 
u — v + (5 — X)® = 0. 

Pentru X = — 2, sistemul are soluţia u = k, v = k, a> = 0 ; normalizăm şi obţinem versorul 

propriu \ = (*r vr °) 
Pentru X2 = 3, sistemul are soluţia (— k, k, k); prin normalizare obţinem verso-

/ 1 1 1 \ 
rul e2 = f • — T T = - > ~rr=-» -77=" I ! procedăm analog pentru X3 = 6 şi obţinem e3 = 

/ 1 1 1 \ 
rul e2 — I • ==• > —7=r s r _ I ; procedăm 

i { P P P) 
\w ~w wY fă /e" Va 
Matricea ortogonală ale cărei coloane sînt coordonatele versorilor proprii 

1 

Vă" 
1 

fă 
0 

1 

fă 
1 

V? 
1 

F 

1 

F 
1 

V* 
2 

F. 
a re determinantul 1. 

Prin rotaţia 

Vă 
o 

•ecuaţia carteziană devine 

1 

/a" 
1 

1 1 

l/s" fi" 
1 1 

fs fă 
1 2 

F F 

s' 

fă 
1 

1 1 
u ' -I . z' 

f3 f? 
1 1 

s = X ' + y>— Z' 

fă fă fi 
1 2 

F r + F z ' 
— 2x'2 + 3y'2 + 6z'2 + 

36 

f2 fă 
z' + 14 = 0. 

146 



Completăm pătratele în x', y', z' şi obţinem 

ale cărui vîrfuri se află pe axa absciselor Cx" (fig. 63). 

§5. Intersecţia dintre o dreaptă şi o cuadrică 

Fie B o dreaptă de ecuaţii 

x = x0 + It, y = y0 + mt, z = z0 + nt, t e R 

şi E o cuadrică de ecuaţie g(x, y, z) = 0. Intersecţia B n 2 corespunde. 
rădăcinilor t± şi t2 ale ecuaţiei în [R, 

(1) t2<p(l, m, «) + t(lgH + m^, + »&,) + g(x0, y0, z0) = 0, 
unde cş(l, m, n) = anl2 + «22m2 + a33w2 + 2O12£OT + 2%3Jra -f- 2a23mn, 
iar #*„ = &.(#<>, ^o; »o) etc. . . . 

Discuţie. 1) Me <p(î, TO, «) ^ 0. î n acest caz ecuaţia (1) este o ecuaţie de 
gradul doi. Dacă q = {lgXo + mgyo + ngj2 — <p(Z, m, n)g(x0, y0, z0) > 0, 
atunci ecuaţia are două rădăcini reale distincte t± şi t2. Astfel dreapta D 
intersectează cuadrică 2 în două puncte Mx, Mz. Dacă q = 0, atunci 
tx = t2; corespunzător, B va intersecta pe 2 în două puncte confundate. 
în acest caz dreapta B se numeşte tangentă la 2. Dacă q < 0, atunci 
ecuaţia (1) nu are rădăcini şi deci B nu intersectează pe E. 
2) Fie <p(Z, TO, n) = 0. Atunci ecuaţia (1) devine o ecuaţie de gradul, 
întîi. Dacă lgx, + mg„t + ngZo =£ 0, atunci există o soluţie unică şi deci B 
intersectează cuadrică 2 într-un singur punct. Dacă lgH + mgVo +'ngH = 0 
Şi g(x0, y0, z0) ¥= 0, atunci relaţia (1) este o imposibilitate. în aceste condiţii 
B nu intersectează cuadrică 2. Dacă lgx, + mg^+ng^O şi g(x0, y0, z0) — 0, 
atunci (1) este o identitate şi astfel J ) c E . 

Fie 2 o cuadrică dată prin ecuaţia g{x, y, z) = 0 şi Jf0(a?0, y0, 0O) e 2 
un punct în care cel puţin unul dintre numerele gH, gm gH este diferit de* 
zero. 

5.1. Teoremă. O dreaptă B de parametrii directori (l, m, ri) este tangentă. 
la o cuadrică 2 în punctul M0{x0, y0, z0) e 2 dacă şi numai dacă 

lgx.+ mgH+ ngH = 0. 

Bemonstraţie. Intersecţia dintre dreapta B : x = x0 -f It, y = y0 -f m^ 
z=z0+nt, te [R şi cuadrică 2 corespunde la rădăcinile ^ şi ̂ 2 ale ecuaţiei (1). 
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Deoarece MQ e 2 , avem g(x0, y0, z0) = 0. Ecuaţia (1) va avea rădăcina 
dublă t = 0 dacă şi numai dacă lgH -f- mgVo -f ngZo — 0. 

5.2. Teoremă. Locul geometric al tuturor tangentelor la cuadrica 2 
în punctul M0 este planul de ecuaţie 

O — x0)ff*0+(y — yo)ffv*+(z — «0)ffzt = o. 

Acest plan se numeşte planul tangent la cuadrica 2 în punctul M0 e 2 . 
Demonstraţie. Dreapta D este tangentă în M0 la 2 dacă şi numai dacă 

lgXo + mgVo + ngH = 0. Eliminînd parametrii l, m, n, t, găsim 

O - x0)gXo+ (y - y9)gVe+ (z — z0)gta = 0. 

Menţionăm că ecuaţia planului tangent într-un punct MQ e 2 se poate 
obţine şi prin dedublarea ecuaţiei g(x, y, z) — 0 în punctul M0. 

Dreapta care trece prin M0 şi este perpendiculară pe planul tangent 
se numeşte normală şi are ecuaţiile: 

x ~ XQ _ i — y<> =
 z ~ g o, 

^ o S'î'o #»<> 

§6. Intersecţia dintre un plan şi o cuadrica 

Intersecţia dintre un plan P şi o cuadrica 2 se obţine rezolvînd sistemul 

ax + by + cz + ă = 0, a2 + b2 + c2 ^ 0, 
g(x,y,z) = 0. 

în ipoteza că c ^ 0, din ecuaţia planului obţinem pe z şi înlocuim în 
4j(x, y, z) = 0. Astfel găsim că intersecţia P n 2 este o mulţime de puncte 
din planul P earaeterizată printr-o ecuaţie deforma 

a'nx2 + 2a'lzxy + aţ2y2 + 2a'10x + 2a'20y + a'00 = 0. 

Deci P n 2 este o conică. 

§7. Probleme 

!• Să se scrie ecuaţia sferei care 
1) are centrul în C(2, 0, 3) şi este tangentă planului 3x + Y2y + 4z — 45 = 0; 
2) trece prin punctele A ( - l , 0, 0), B(0, 2, 1), C(0, - l , - 1 ) , Z>(3, 1, - 1 ) ; 
3) are centrul în C(l, —2, 1) şi este tangentă interior sferei S^x2 -£• y* + z2 — x — 3y + 

4- 3z - 2 = 0. 

2. Să se determine coordonatele centrului cuadricei x2 + y2 + 5z2 — 6xy -f 2xz — 2yz — 
— 4x 4- 8y — 12z + 14 = 0; să se efectueze o translaţie în centrul cuadricei şi să se scrie 

••ecuaţia cuadricei raportată la noul sistem translatat Ox'y'z'. 
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3. Să se reducă laŢforma canonică, 

2j/2 + 4xy — 8xz — 4yz + 6x — 5 = 0; 

2i/3 - 7z2 + 112* - 16y - 14z - 87 = 0; 

xy + z2 - 2 = 0. 

4. Să se calculeze distanţa dintre punctele de intersecţie ale dreptei D :x = t, y = 2 — t, 
z = — 3 + 2t cu cuadrica x2 — y% + z

2 — 4y + 6z + 9 = 0. 

5. Fiind dat hiperboloidul cu o pînză S : \- - z2 — 1 = 0 şi planul P: 4x — 3j/ — 

— 12z — 6 = 0, se cere să se studieze curba P fi S folosind proiecţiile acestei curbe pe pla
nele de coordonate. 

6. Fiind dat paraboloidul hiperbolic = z şi punctul M0(0, 2, —1), să se scrie ecu
aţiile generatoarelor rectilinii care trec prin M0 şi să se calculeze măsura unghiului dintre aceste 
generatoare. 

7. Să se arate că planul 6x -f 3y — 2z + 6 = 0 intersectează hiperboloidul cu o pînză x8 — 
t z2 

! • —1 = 0 după două generatoare ale căror ecuaţii se cer. 
4 9 

C a p i t o l u l 6 

COORDONATE POLARE ŞI SEMIPOLARE 

§1. Coordonate polare 

Presupunem că spaţiul E2 es^e raportat la un reper cartezian osOy. 
Orice punct JH e r£3

 es^e unic determinat de coordonatele sale carteziene 
(x, y). 

Poziţia unui punct M e E2 — {0} mai poate fi caracterizată şi prin 
coordonatele polare (p, 6). Un sistem de coordonate polare în plan se 
defineşte printr-un punct 0,numit pol şi printr-o axă Ox, numită axă 
polară (fig. 64). Coordonata p este distanţa de la pol la punctul 
considerat M; coordonata 6 este unghiul pe care-1 face direcţia pozitivă 
a axei polare cu semidreapta OM. 

între coordonatele polare (p, 6) şi coordonatele carteziene (x, y) ale 
punctului M există relaţiile 

x = p cos 6 
x = p sin G. 

Dacă impunem p > 0, 0 e [0,27c), atunci re
laţiile anterioare asigură corespondenţa biuni
vocă între mulţimea \R- — {0} şi mulţimea 
(0, oo)x[0, 2TC). ' 
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*i(p,0) 
Aplicaţie. Ecuaţia conicelor în coordonai» 

•polare. Raportăm elipsa la un reper polar, 
al cărui pol coincide eu focarul F, axa po
lară coincide cu axa mare a elipsei şi are 
sensul pozitiv de la F la cel mai apropiat 
vîrf, adică A. 

Fig. 65 Un punct oarecare M al elipsei (fig. 65} 
axe coordonatele polare (p, 8). 

Stabilim ecuaţia elipsei în coordonate polare, aplicînd teorema cosi
nusului în triunghiul MFF', ţinînd seama de relaţia ce defineşte elipsa ca 
oc geometric şi avînd în vedere că excentricitatea e are valoarea e = —» 

a 
unde ee (0,1): 

sau 
p'2 — p2 + 4c2 — 4cp cos (n — 8) 

(2a — p)2 = p2 -f 4c2 + 4cp cos 6. 

Luăm c = ea, p = a(l — e2) şi obţinem 
p = p(l -)- ecos0)_1. 

Pentru hiperbolă luăm ca pol focarul corespunzător ramurii de hiper
bolă a cărei ecuaţie vrem să o scriem în coordonate polare (fig. 66). 

Ţinînd seama că parametrul p este p = a(e2 

obţinem aceeaşi ecuaţie în coordonate polare. 
Pentru e = 1, obţinem ecuaţia parabolei. 

1) şi e = —, e > 1, 
a 

§2. Coordonate cilindrice 

Presupunem că spaţiul Es este raportat la un reper cartezian Oxyz. 
Orice punct M E E S este unic determinat de coordonatele sale carteziene 
(x,y,z). 

Fie E* = E3 — axa Os. Poziţia unui punct M e Ea* poate fi caracteri
zată şi prin tripletul ordonat (p, 6, z), unde p aste distanţa de la origine la 
proiecţia M' a punctului M în planul xOy, iar 8 este unghiul dintre semi-
dreptele Ox şi OM' (fig. 67). 

Numerele p, 0, z se numesc coordonatele cilindrice ale punctului ilf sau 
coordonate semipolare în spaţiu. între coordonatele cilindrice şi eoordona-

Fig. 6G 
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tele carteziene există relaţiile 
x — p cos o 
y = p sin8 

Dacă impunem p > 0, 0 e [0, 2%), z e [R, atunci relaţiile precedente 
asigură corespondenţa biunivocă între mulţimea [R3 — Oz si (0, oo) X 
X [0, 2TC) x IR. 

Evident, următoarele ecuaţii caracterizează respectiv figurile menţio
nate. 

p — Po: cilindru circular cu generatoarele paralele cu Oz. 
6 = 80 : semiplan a cărui prelungire trece prin Oz. 
z — z0: plan paralel cu xOy din care s-a scos punctul (0, 0, z0). 
0 = 0O, z = z0: semidreaptă paralelă cu xOy a cărei prelungire trece 

prin Oz. 
z = z0, p = p0 : cerc cu centrul pe Oz şi situat într-un plan paralel cu xOy. 
p = p0, 0 = 80 : dreaptă perpendiculară pe planul xOy. 

§3. Coordonate sîeriee 
Uneori poziţia unui punct M e E* este caracterizată cu ajutorul unui 

alt triplet ordonat de numere (r, 6, <p), unde r reprezintă distanţa d(0, M) 
8 este unghiul dintre semidreptele Ox şi OM', iar 9 este unghiul dintre 
semidreptele Oz şi OM (fig. 68). 

Numerele r, 9, 0 se numesc coordonatele sferice ale lui Jf sau coordonate 
polare în spaţiu. între coordonatele sferice şi cele carteziene ale punctului 
M, există relaţiile 

x = r sincpcosS 
y = r sincpsinO 
z = r cos 9. 

Dacă impunem restricţiile r > 0, <pe(0, TC), 8 e [0,2TT), atunci for
mulele anterioare asigură corespondenta biunivocă între mulţimile IR3 — 
- Oz ş i ( 0 , 0 0 ) X ( 0 , ~ ) x [ 0 , 2 J C ) . 

Evident, următoarele ecuaţii caracterizează respectiv figurile menţio
nate. 

r = r0: sfera cu centrul în origine din care au fost scoşi polii; 
8 = 0O : semiplan a cărui prelungire trece prin Oz. 
cp = <p0: semicon fără vîrf (origine). 
8 = 60, 9 = o0 semidreaptă a cărei prelungire trece prin origine. 
cp = <p0,r = r0: cerc cu centrul pe Oz, situat într-lin plan paralel cu xOy. 
r = r0, 0 = 80 : semicerc (mare, deschis). 

iz . 
Probleme. 1. Fa ţă de reperul polar se dau punctele ÎVijXpx, 6X), (X,y,Zj 

M2(p2> 82): să se calculeze lungimea segmentului \MXM^\. A^(r <p ff) 
2. Se dau punctele A J5 , — , 4 ] , B\7, — , - 2 | , C J 2 , — , - l j 

în coordonate cilindrice. Să se arate că A şi I? aparţin unui plan 
care trece prin Oz şi să se afle coordonatele carteziene ale pune- QjL , 
telor A şi C, precum şi distanţa dintre ele. s t l S ^ 

3. Să se scrie ecuaţiile suprafeţelor (z2 + jf2+z2)2 =a2(sc2 + y2), y^ M' 
(x2 + y2 + z2)2(x2+ y2) = 4a2x2y2 în coordonate sferice. J7jg# 68 

cp/r 

w 
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3 
GEOMETRIE DIFERENŢIALĂ 

C a p i t o l u l 1 

NOŢIUNI INTRODUCTIVE 

§1. Funcţii diferenţiabile 

1.1. în această parte, prin funcţie diferenţiabilă vom înţelege o funcţie de clasă C00. Clasa de 
indice minim impusă de context poate fi uşor recunoscută. 

1.2. Să considerăm o funcţie de tipul f: [R r e-» [R™. Funcţiile f^yţof: ££>"->• [R, unde 
yt sînt funcţiile coordonate ale lui [Rm, se numesc coordonatele euclidiene ale lui f şi se scrie 
î= (fi, •••»/•„)• 

Mulţimea 

G(f) = {(x x > . . . , xn, fx(xx , . . . , * „ ) , . . . , f 0 ( » „ . . . , x j ) | ( x x , . . . , xje \Rn}cz\Rnx\R™ m R » + ™ 
se numeşte graficul funcţiei f — (fx,..., fm). Evident G(f) coincide cu mulţimea valorilor 
funcţiei ( x x , . . . , x„) -+ ( x x , . . . , x„, fx(xx , . . . , x „ ) , . . . , ^ ( x ^ . . . , xn)). 

Funcţia f = (fx,..., fm) este diferenţiabilă dacă şi numai dacă ft sînt funcţii diferenţiabile. 
Unei funcţii diferenţiabile f i se asociază matricea jacobian 

J(f) = 

a/î 
9xx 

dxx 

dx2 

df 
dx2 

dxn 

Dacă n = m, atunci determinantul det J(f) se numeşte jacobianul lui f şi se notează cu 
D(/i,-••,/•„) 
D ( x x , . . . , x B ) 

1.3. Funcţia f = (flt..., fm) se numeşte : 

1) injectivă dacă relaţiile P , Q e [RB, f(P) = f(Q)£ fjţm implică P = Q; 
2) surjectivă dacă V Qe [Rm, 3 P E [R" astfel încît f(P) = Q; 
3) bijectivă dacă este injectivă Şi surjectivă ; 
4) imersie dacă •/(/") are rangul n, V P e fj^a (n < m) ; 
5) submersie dacă J(f) are rangul m, V P e R m (m < n ) ; 
6) regulată dacă este imersie sau submersie ; 

7) difeomorfism dacă n = m, dacă este diferenţiabilă şi dacă posedă inversă diferenţiabilă. 
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1.4. Dacă funcţia ţ — (fv->fm) n u e s t e regulată într-un punct P, atunci P se numeşte 
punct singular sau punct critic, iar f(P) se numeşte valoare singulară sau valoare critică. 

1.5. Fie /": IR B -» [R o funcţie diferenţiabilă şi 

« a2f 
d2/-(P)(dx) : 

,1ii fej^j 
- ( P ) d x , d x ; 

hessiana sa (diferenţiala de ordinul doi). Fie P un punct critic al lui f. Dacă forma pătratică 

(P) <¥f(P) este nedegenerată, adică det 
dx, dx, 

# 0 , atunci P se numeşte punct critic ne-

degeneral. în caz contrar P se numeşte punct critic degenerat. 
Punctele critice nedegenerate ale unei funcţii diferenţiabile f: fR"—> [R sînt izolate. 

1.6. Teorema funcţiei inverse. F i e f : |R™-> fR" o funcţie diferenţiabilă. Dacă P e [R™este 
un punct în care det J(f) # 0, atunci există o vecinătate ID a lui P astfel încît restricţia 
lui f la [D să fie un difeomorfism. 

1.7. Teorema funcţiei implicite. Fie f=(fv---, fm) • [RM + m - > |R™ o funcţie diferenţia

bilă. Dacă în (A, B)e [ R n + m avem f{A, B) = 0 şi . DOI» ÎJ (A, B) # 0, atunci există o 
DO/l.-- . .»»,) 

vecinătate [D a lui A şi o funcţie diferenţiabilă (unică) g : ID —* IR"1 astfel încît <?(J!) = B 
şi f(P, ff(P)) = 0, V P e ID. 

1.8. Pentru definiţia diferenţiabilităţii nu este necesar ca domeniul de definiţie al funcţiei 
să fie toată mulţimea [R n , dar este necesar ca acest domeniu să fie o mulţime deschisă în [RK. 

Fie S o mulţime oarecare din [R". O funcţie f: S—> fRm se numeşte diferenţiabilă pe S dacă 
poate fi extinsă diferenţiabil la un interval deschis din |RM care conţine pe S. 

1.9. Fie / un interval din [R şi f: I —>• fJ^OT. în acest caz noţiunea de derivată parţială se 
reduce la noţiunea de derivată de la funcţiile de o singură variabilă. De asemenea, au sens 
şi noţiunile de derivată la stînga şi derivată la dreapta. 

Exemplu. Fie funcţia F : ID -» [R3, unde F(u, v) = (u2, uv, p2), iar ID : u > 0, v > 0. Deoarece, 
V (u, v)& ID, matricea 

J{F) = 

are rangul doi, aplicaţia F este o imersie. 
Din (uf, U]plt p|) = (uf, U2P2 , z>|) rezultă ux — u , şi px = v2, adică (%, Oj) = (u2, f2). Deci F 

este injectivă. 
Notînd x — u^,y = uv, z = v2, observăm că F(ID) este porţiunea din cuadrica p2 = xz cuprinsă 

în primul octant. Rotaţia 

V=V' 

]f2 
z = -! ( i ' + r ') 

"2u 

u 

, 0 

0 ' 

u 

2v 
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xs V I// 

Fio. 1 

ne conduce la ecuaţia canonică 

• + V"-

şi deci cuadrica j / 3 = xz este un con (fig. 1). 
Dacă ne restrîngem !a F(ED) c [Rs, atunci F : ED -> F(DD) este o Injecţie. Expresia inverse* 

F ~ l : F(ED) -» £D se obţine din 

u2 = x, uo = y, u2 = 2. 

Găsim a = yx, v — ]/z şi deci 

F - i : F<ED)-> D , F~\x, y, z) = (]/x, |/7), 

care este o funcţie continuă. 

§2. Vectori tangenţi. Cîmpuri vectoriale 

Fie [RB spaţiul vectorial (real) euclidian canonic cu dimensiunea n. 
Ca orice spaţiu vectorial euclidian, [R" este implicit un spaţiu punctual 
euclidian. 

Fie P şi Q două puncte oarecare din [RK şi PQ vectorul tangent la [RK în 
punctul P. în spaţiile [Rj ER2, ER3 acesta se reprezintă grafic printr-o săgeată 
care începe din punctul P şi se termină în punctul Q (fig. 2). 

Punctul v* =- Q — P se numeşte partea vectorială a vectorului tangent 
şi în loc de (P. Q) putem nota~yP sau chiar 15 dacă punctul de aplicaţie se 
subînţelege. _ 

Doi vectori tangenţi ~vP şi wQ se numesc egali dacă au aceeaşi parte 
vectorială, v— w, şi acelaşi punct de aplicaţie, P = §. Doi vectori 15P şi 

wQ care au aceeaşi parte vec-

/ 
/ S 

/ 
,W:/ 

/ 

• P 6'p 
Fig. 2 

//> /fi 
Fig. 3 

torială, v = M>, dar care au 
puncte de aplicaţie diferite 
se numesc paraleli (fig. 3). 

Fixăm un punct P e [RB şi 
considerăm toţi vectorii tan
genţi la [RB în P. Mulţimea 
tuturor vectorilor tangenţi 
la [RB în P se numeşte spa-
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ţiul tangent la [Rre in P şi se notează cu TP]Rn y g-
{fig. 4). Spaţiul tangent se organizează ca spaţiu \ P 
•vectorial cu operaţiile Y ^^^o 

vP -|- wP — (v + w)P 

r«P = (rv)p. P 
_Astfel, ca spaţiu vectorial, TP[R" este izomorf cu lfl' 
JR", izomorfismul fiind dat de corespondenţa ~v «-» ?P . 

Produsul scalar în TP[Rm se defineşte astfel 

("Op, W P ) = ( » , W). 

î n particular, norma {lungimea) vectorului vP este numărul j|«pjj = ||1J| 
Un veetor de lungime-unu se numeşte vector unitate sau versor. Dacă (•», w)= 
— 0, atunci vectorii tangenţi «P, wP se numesc ortogonali. 

Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezultă 

- l < - ^ L « L < l . 

De aceea putem defini v.ngliiul cp dintre doi vectori tangenţi nenuli -yP şi 
•M?P prin (fig. 5) 

(?, w) 
COS O = \ • ~ , © 6 [ 0 , 7U]. 

H^ll | |w| | 
Un sistem ordonat de n vectori unitate, reciproc ortogonali, tangenţi 

la [RK în P , se numeşte reper în punctul P . Dacă {ex, "€•,, . . ., "£„} este un 
reper în punctul P e RB, atunci V ~v e TP0Rw putem scrie 

? = (v, 71)'e1 + (v, ~e2)~ez + . .. + (v, ~enYen. 

Numerele reale rt = (v, ~et), i = 1, 2, . . . . «, se numesc coordonatele lui ? 
în raport cu reperul fixat şi sînt mărimi algebrice ale unor proiecţii. 

Eeperul (1, 0, . . . . G)P, (0,1, . . ., 0)P, . . . . (0, 0, . . . . 1)P se numeşte re
per natural, iar coordonatele unui vector în raport cu acest reper se numesc 
coordonate euclidiene. 

Fie ~v2 = f2i^i + r,9e, + • • • + f^n, 

vn = rnXe1 -f rn2e2 + .. . +rnne, 
n — 1 vectori din TP{RM. 

2.1. Definiţie. Vectorul 

? 2 X . . . X « a = i / 2 i '2 3 ••• ' ^ l e T ^ r , 

e-2 • • • e s 

^2» i c T , 

Fig. 5 r„ 
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unde membrul doi este un determinant simbolic ce se dezvoltă după prima linie, 
se numeşte produsul vectorial dintre ~v2, . . . , # „ . 

Evident, U2 X . . . X "v„ este perpendicular pe fiecare dintre vectorii 
~V 2, • • • , ?„• 

Considerăm acum » vectori «* e TpR". 
2.2. Definiţie. Numărul 

(vv vz X . . . X «„) 

se numeşte produsul mixt al celor n vectori. 
Dacă 

Î>1 = (^11; >*12? • • • J *"lijj ^ 2 — (^21; **22> • • • ) r2n)l • • • j V 
atunci 

(/•, ni; ' » 2 ! Vnn)r 

(vv vzX . . . X «„) = ^ 2 1 

' 1 2 

' 2 2 

rln 
r2n 

' n i ' M 2 ' nn i 

Modulul acestui număr reprezintă volumul «-paralelipipedului construit 
pe vectorii de mai sus. 

î n [R3 reperul natural este iP — (1, 0, 0)P, j P = (0,1, 0)P, kP= (0, 0,1)P. 
î n acest caz se poate vorbi despre produsul vectorial a doi vectori tangenţi 

vP 
i\ iP -f v2jP + ^3 &P şi wP — wx îP -j- w2jP + w3 &p, 

VpXw* 
ip 3P kt 
V, V„ V, 

W-, W, Wc 

, (fig. 6). 

2.3. Definiţie. O funcţie V care asociază fiecărui punct P al lui R" un 
vector V(P) tangent la RM în P se numeşte cîmp vectorial. 

Dacă funcţia V este constantă, atunci eîmpul se numeşte paralel. Mul
ţimea valorilor unui cîmp paralel se identifică cu un vector liber. 

Câmpurile paralele TJV U2,. .., Un definite prin UX(P) = (1, 0, . . . , 0)Py 
U2(P) = (0 ,1 , . . . , 0)p, . . . , Un(P) — (0, 0, . . . , l)p, se numesc cîmpuri 

fundamentale, iar ansamblul lor se numeşte eîmpul reperului natural. 

2.4. Teoremă. Dacă V este un cîmp vectorial pe [Rn, atunci există n 
funcţii reale vt: R" -> R, i = 1,2, ..., n, astfel încît 

V = v1U1 + v2U2 + ... + vnUn. 

-*z Funcţiile vt se numesc coordonatele euclidiene ale 
WP câmpului V. 

Demonstraţie. Prin definiţie V asociază lui P un 
vector V(P) tangent la RB în P. Deoarece partea vec-

VP*WP 

O 

Fig. 6 
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torială a lui V(P) depinde de P , ea poate fi scrisă în forma (v1(P)f 
v2(P), . . . , »„(P)) şi astfel obţinem funcţiile vf: [Ra -> R, i = 1, 2, . . . , « , . în 
plus, V P , avem 

? ( P ) = (%(P), v 2 ( P ) , . . . , «B(P))P = %(P)( i , o , . . . , o)P + 

+ v2(P)(0, 1, . . ., 0)P + . . . + *„(P)(0, 0, . . ., l)r = v^PW^P) + 

+v2(P)U2(P) + ... + vn(P)Un(P). 

Aceasta înseamnă că, V P , cîmpurile vectoriale F şi ]£ t', Ĉ  sînt egale. Deci 
, > « _̂  
F = Ş] ViUi. Evident funcţiile vt sînt unic determinate. 

In particular, orice vector tangent vP se reprezintă în forma ~vP = 
= f; n^-(P). 

Algebra cîmpurilor vectoriale se construieşte pe baza următoarelor 
operaţii definite punctual: 

{f+W)(P) = ?(P)+W(P), 

(jf)(P) = / (P)F(P). 

De asemenea produsul scalar al cîmpurilor vectoriale F şi W se defineşte-
prin 

(F,fT)(P) = (F(P),TF(P)). 

Produsul vectorial al cîmpurilor F2 , . . . , Vn se defineşte prin 
(F a x . . . X F„)(P)=F2(P) x . . . x F„(P). Produsul mixt al cîmpurilor 
V,, F2, . . . ,Fre de defineşte prin ( f „ F 2 x . . . X K X P ^ f ^ P ) , ! ^ ? ) x . . . 
• • • X ?n(P)). 

Operaţiile definite anterior punctual se pot exprima prin operaţii asupra 
funcţiilor coordonate ale cîmpurilor respective. De asemenea facem 
observaţia că în baza teoremei 2.4, orice cîmp vectorial F din \R" este echi
valent cu o aplicaţie de tipul F : JRn -> RK. De aceea apare naturală defini
ţia : F se numeşte diferentiabil dacă coordonatele sale sînt diferentiabile. 
In continuare presupunem că folosim numai cîmpuri vectoriale diferen
tiabile. 

Să presupunem că ne situăm în [R3. î n acest caz cîmpul reperului natural 
(i, j , h) este definit prin (fig. 7) : 

1(P) = ŢP = (i, o, o),,7(P)=JP = (o, î , o)P, %(P) = kP = (o, o, i )P . 

Orice eîmp vectorial din spaţiu se serie în forma (fig. 8) 

F = vx(w, y,z)i + vz(ce, y, z) J + v3(x, y, z) îc. 

157 



uz 

uZ 4* 

£ 

vi (P)/T(PI 

<+vJp)7(P) 

V 

Fig- 7 Fig. 8 

în spaţiul K3 se poate defini produsul vectorial a două cîmpuri V şi W 
•şi anume 

(V X W)(P) = V(P) x W(P). 

2.5. Exemplu (fig. 9). Fie q0 o sarcină electrică situată în punctul O. 
Forţa E cu care sarcina q0 acţionează asupra sarcinii q = + 1 (unitate 
•de sarcină electrică în SI, 1 coulomb = IA-s) situată în punctul arbitrar 
P este (vezi legea Coulomb) 

E{P)-- L 

47US 
- M O ' ' 

unde 7 este vectorul de poziţie al punctului P în raport cu O, iar s este 
permitivitatea mediului în care sînt plasate sarcinile. 

Funcţia P —> E(P) se numeşte cîmp electrostatic produs de sarcina q0. 
Domeniul pe care este definit acest cîmp este [R3 — {O}. 

§3. Derivata covariantă 

Presupunem că toate funcţiile utilizate sînt diferenţiabile (de clasă C00). 
I. Fie ED o mulţime deschisă din [RK şi / : D —> jR o funcţie reală. Fie 

P e ID şi ~v un vector tangent la ÎD în punctul P. Fixăm intervalul I a t 
astfel încît P + tV e ID, unde F este punctul corespunzător vectorului «. 
Evident t -> P + tF reprezintă restricţia unei drepte şi dacă / este dife-
renţiabilă, atunci funcţia compusă t-> f(P + tV) este tot diferenţiabilă. 

3.1. Definiţie. Numărul 

Drj(p) = îi(p+,vi 
e<H se numeşte derivata lui f în raport cu "v. 

Numărul 'D^f(P) indică cantitativ schim-
barea lui f(P) cînd P se mişcă în sensul lui 
?. Dacă v este un versor, atunci D-,/poartă 
numele de derivata lui f după direcţia ~v. 
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3.2. Lemă. Dacă ~vP = (v1} . . . . vn)P, atunci 

D,/(P) = % ^L(P) + ... + Vn JL (P) = (?, V/(P)) = d/(P)(*), 

unde v / este gradientul lui /, iar ăf este diferenţiala lui / . 
Demonstraţia este imediată ca urmare a teoremei de derivare a unei 

funcţii compuse. 
Utilizînd inegalitatea Schwarz 

| D - / ( P ) | = \(v, v / ( P ) | < ||*ll|| V/(P) II 

în care egalitatea are loc dacă şi numai dacă "v şi V/(P) sînt eoliniari,, 
rezultă că ~v -> D„/(P) are un minim (maxim) egal cu —1| « || || V/(P)il 
(respectiv ||«|||| V/(P)II) dacă? are sensul şi direcţia luiî— V/(P) (respectiv 
V/(P)). Astfel, — V/(P) (respectiv V/(P)) indică local direcţia şi sensul în 
care / descreşte (creşte) cel mai repede. 

3.3. Teoremă. Fie / , gr: ID -» jR, «, «5 e TPID şi a, 5 6 ER- Avem 

D /(P) = aP- / (P ) + MX/(P) 

D-(a/ + 6ff)(P) - «D./(P) + WX ff(P) 

D ? (/g-)(P) = g(P)B7f(P) + / (P)D, flr(P). 

Demonstraţia se bazează pe lema 3.2 şi pe proprietăţile gradienţilor. 
Folosind noţiunea precedentă putem defini acţiunea unui cîmp vectorial 

V asupra unei funcţii / (ambele definite pe ED) ca fiind funcţia cu valori 
reale notată cu D- / şi a cărei valoare în fiecare punct P e © este numărul 
D_ /(P). Funcţia D - / s e numeşte derivata funcţiei f în raport cu cîmpul 
V. î n particular, pentru cazul n = 3, avem 

* ax ; cy - oz 

în baza teoremei 3.3 deducem că derivata D - / are următoarele proprietăţi 

D , _ h = f D_> & + ffD_ % 
fV+gW J V a W 

•Dş(af+bg) = ăDpf+VB-g 

II . Noţiunea pe care o introducem acum generalizează derivata D_ / (P) 
şi reprezintă o operaţie asupra cîmpurilor vectoriale. Fie W un cîmp 
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vectorial definit pe mulţimea deschisă 
ID din £R" şi "v un vector tangent la ID 
în punctul x. Considerăm funcţia com
pusă t -> W{P+tV) unde I a t este de
terminat de condiţia P + tV e D . 

3.4. Definiţie. Vectorul 

T>JV(P) — W(P + tV) 
di ( = 0 

tangent la ID în punctul P se numeşte 
derivata covariantă a lui W în raport cu v. 

Derivata covariantă D-*W(P) măsoară rata iniţială a schimbării lui 
V 

W(P) cînd P se mişcă în sensul lui ~v{fcg. 10). 

3.5. Lemă. Dacă W = w1 TJX + 
la ID în punctul P, atunci 

. -f wn TJn şi ~v este un vector tangent 

D-W(P) - D . W l ( P ) ^ ( P ) + . . . + -D~wn(P)Un(P). 

Demonstraţie. Se observă că W(P -f tV) = w^P + tV) TJ^P + tV) + 
• + . . . + w„(P + tV) Un(P + tV). Pentru a deriva un astfel de cîmp în 
t = 0, se derivează coordonatele sale în t = 0. Ţinînd seama de definiţia 
3.1 lema devine evidentă. 

Proprietăţile derivatei covariante rezultă din lema 3.5 şi din proprie
tăţile derivatei D-./(P) date în teorema 3.3. 

3.G. Teoremă. Fie V şi W două cîmpuri vectoriale pe ID, fie v, v> e TPtD 
şi a,be [R. Avem 

D . ^W = aDjW+bD^W. 
av-hbw v w 

D4a~V + bW) = a~D^ V + bB^W 

VJfW) = (D^f)W+fV.,W 

T>7(V, W) = (D^V, W) + (V, T>7W). 

Koţiunea de mai sus se poate extinde considerind derivata covariantă 
a unui cîmp vectorial W în raport eu clmpul vectorial V. Eezrultatul este 
un cîmp vectorial care se notează cu D-W şi a cărui valoare în P este 
Dp(p)1f(P). Dacă W = w1U1 + ... + tcnUn, atunci TfJW^Djw^U^ . . . 
. . . + (D-.wn)Un. î n baza celor precedente rezultă că D-W are următoa-
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rele proprietăţi 

D _ Jî = /D-.Y + g&^Y 
JV+SW J V ^ u W 

D-(O"T + fel) = OD7Y+ mJz 

D.(/Y) = (D./)Y-r>/D-.Y 

D-( Y, £) = (D.(Y, £) + ( Y D.2). 

O b s e r v a ţ i i . 1) Fie derivata covariantă D_W. Rolul Iui V este algebric, iar W se derî-

vează. 
2) Derivatele covariante ale cîmpurilor fundamentale Up i = 1,..., n sînt nule. 

§4. Probleme 

1. Fie P = (Xi,..., x„)e [R". Să se arate că 

max{|x4|, i = l , . . . , n } < | |P| | <|/'/imax{|x i |, l = l,...,n}. 

2. Să se arate că pe [Rre nu există nici o distanţă diferenţiabilă. 

3. Fie P = (Xj,... , xM), f(P) = ai i 3 ! + . . . + a A » , unde a, > 0, iar ax,..., an esta 
_ / 1 1 \ 

o progresie geometrică cu raţia r. Să se calculeze D.» f(Q) pentru »— j —-,..., — îşi Q=(l,..., 1). 
\ a i "n ) 

4. Fie cîmpurile vectoriale X = x^Ux + ... + xnUn şi Y = —=r-. Să se determine D-j T. 
II XII 

C a p i t o l u l 2 

CUEBE 

CURBE ÎN fR" 

§ 1 . Definiţii si exemple 

Fie [Ra spaţiul euclidian canonic cu n dimensiuni. TP[R" spaţiul tangent 
în punctul P la IR" şi 9P : iR" -> TP[Rre izomorfismul canonic. Notăm cu I 
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cC/ 

I 

P=«.(£/ 

OC=£fo°0C 

Fig. 11 

J<bti 

P=oc(t) 

Fig. 12 

un interval deschis (alteori închis, semiînchis sau reuniune de intervale) 
din [R. 

1.1. Definiţie. 0 funcţie ăiferenţiabilă a : I -> |R" se numeşte curbă şi 
se notează cu a.. 

Uneori numai imaginea a(I) este numită curbă. î n acest caz a se numeşte 
parametrizare, iar t e I se numeşte parametru. Noi vom folosi ambele accep
ţiuni ale cuvîntului „curbă", semnificaţia decurgînd din context. De ase
menea menţionăm că deşi consideraţiile teoretice se fac în [R" imaginile 
grafice aparţin lui [R2 sau [R3-

Observăm compunerea marcată prin figura 11. Eezultă că lui a putem 
să-i ataşăm o funcţie şi numai una de tipul a : I -> T0[Rn, ceea ce permite 
să privim mulţimea <x(Z) ca fiind descrisă de extremitatea unui vector 
variabil a cu originea fixată în originea O a lui |RK(fig. 12). 

Din definiţia lui a(I) rezultă echivalenţa: 

P e <x(I) •*> 3 tel, P = a(t). 

Dacă raportăm pe IR" la baza canonică, atunci funcţiile a şi a sînt caracte
rizate prin coordonatele lor euclidiene: 

Z(t) = x1{t)'e1 + x%{t)~e2 . 4- %n(t)~en, t e I. 

înt r-un context în care numai imaginea <x(I) este numită curbă, relaţiile 
®i = ®i(ţ)> ®2 —J^OOJ • ••,%„ = xn(t) se numesc ecuaţiile parametrice ale 
curbei, iar "a = ~5.(t) se numeşte ecuaţia vectorială a curbei. 

1.2. Definiţie. Un punct P al lui «(J) se numeşte simplu dacă există o 
singură valoare tel aşa ca a(t) = P. Dacă există mai multe valori distincte 
t astfel încît <x(t) = P, atunci punctul P se numeşte multiplu. 

De exemplu, dacă există numerele tx ^ tz' şi numai acestea (din I) 
pentru care a(^) = a(t2) = Q, atunci punctul Q se numeşte dublu (fig. 13). 

Dacă există trei numere distincte tv tz, t3 şi numai 
acestea (din I) pentru care ct,(t1)=oL(tz)=<x(t3)=Q,. 
atunci punctul Q se numeşte triplu (fig. 14). 

în general, cardinalul mulţimii a_1(P) se numeşte 
multiplicitatea punctului P . 

Fig. Î3 Fig. 14 Dacă toate punctele unei curbe a(I) sînt simple,. 
€) 

Fig. 14 
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atunci după definiţiile anterioare, aplicaţia a este injec-
tivă. De aceea admitem 

1.3. Definiţie.O funcţie diferenţiabilâşiinjectivă a :I->[R" 
se numeşte curbă simplă. 

Să presupunem acum că avem o funcţie de tipul 
a : [a, 6] -> [RK. Această funcţie se numeşte diferenţiabilă 
dacă poate fi extinsă diferenţiabil la un interval deschis 
ce conţine pe [a, 6]. 

ce (a]=oc(br 

Fig. ÎS 

1.4. Definiţie. O funcţie diferenţiabilă a : [a, b] -»• [R® pentru care <x(a)= 
= a(fe) se numeşte curbă închisă (fig. 15). 

Această definiţie nu are acelaşi conţinut cu definiţia topologică a unei 
mulţimi închise. într-adevăr, pentru orice curbă a : [a, &] -> IR", imaginea • 
«([«>&]) e s te închisă în [Rn în sens topologic, deoarece a este implicit o 
funcţie continuă, dar aceasta n-are nici o legătură cu condiţia a.(a) — <x(b). 

O curbă închisă pentru care restricţia la [a, b) este injectivă se numeşte 
curbă simplă şi închisă. 

O curbă a : I -*• OR" se numeşte periodică dacă există un număr T > 0 
astfel încît. t -fr T e I, a(t •> T) = a.(t), V i e i . Cel mai mic număr T 
care se bucură de această proprietate se numeşte perioada lui a. Se poate 
demonstra că imaginea unei curbe închise admite o reprezentare para
metrică periodică. 

1.5. Exemple. 
1) Fie P = (pv. ...,Pn) şi G = ( î i , - . • > ? » ) # O(0, . . . , 0 ) două elemente fixate In R " . 
Curba a : [R ->• |R», 

a(<) = P + «2 = (Pl + tqv ...,pn + tgn), 
se numeşte dreaptă determinată de punctul P = a(0) ?! direcţia Q. 

Cele n ecuaţii parametrice xt = p s + <?j, ! = 1, 2 , . . . , n, sînt echivalente cu n — 1 ecuaţii 
carteziene în [R", x1 — pt xn — pn 

li '" 1n 

eu convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv trebuie egalat cu zero. 
n 

Submulţimea lui [R™ caracterizată prin ecuaţia carteziană implicită V qt(xt—p() = 0 
t = i 

este hiperplanul ce trece prin punctul P şi pentru care Q este o direcţie normală. 
2) Graficul unei funcţii diferenţiabile de tipul f: I -> fR este o curbă în plan deoarece 

acest grafic poate fi privit ca imaginea funcţiei a : / -* [R2> a ( 0 = (', f(Q)- ° curbă de acest 
t ip (fig. 16, 17, 18, 19) nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodică şi nici închisăs 

1-xz 

e ' \X\4A Curba 
Fig. 16 

, . „ „ , -xz Lănţişor : u=JL(e s + e" a) 
IUI Gauss •• y=e • • ^ 2 K ' 

Fig. 17 Fig. î8 
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ky 

Parabola cubică' • y-ax3 Cercul:oc(t)=(cost,ţîffi) 
Fig. 19 Fig. 20 Fig. 21 

deoarece tx ş£ t% implică existenţa punctelor (tv f(/j)) şi (?2, f(t2)) care nu pot fi identice (au abscise 
diferite). 

g = f(x) se numeşte ecuaţia carteziană explicităa curbei a : I—*• [R2, a(f) = (/, f(ff), l& I. 
în practică se întîlnesc şi curbe de tipul a.: I—> [R2, a(Q = (g(t), f), te I, cărora le corespund 

ecuaţii carteziene explicite de forma x = g(y) (vezi § 8). 
3) Fie curba a : [0, Zrc] -» [R2, a(Q = (cos t, sin 0, *G [0, 2TT]. 
Deoarece cc(0) = a(27r) = (1, 0), curba este Închisă. 
Imaginea a([0, 2rc]) este cercul cu centrul în origine şi de rază unu (fig. 20). Restricţia 

lui a la [0, 2n) este injectivă şi deci cercul este o curbă simplă şi închisă. 
Să considerăm acum funcţia ce : [R -> fjţa, u(f) = (cos t, sin t). Evident, imaginea cc([R) este 

tot cercul de rază unu şi cu centrul în origine. Observăm însă că în acest caz, a(t) = a(t + 2TT) 
şi de aceea, cercul poate fi privit ca o curbă periodică cu perioada T = 2n. în acest sens toate 
punctele cercului sînt puncte multiple. 

4) Ne situăm în spaţiul cu trei dimensiuni şi considerăm curbe pentru care cel puţin una 
dintre coordonate este funcţia identitate (grafice ale funcţiilor de tipul f:l-* |R2) sau funcţia 
liniară. Ne oprim la cazul a : I —» |R3 , a(Q = (x(Z), y(t), bt) deoarece celelalte situaţii sînt ana-
lcage. O curbă de acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodică şi nici închisă 
deoarece tx *fc tz implică a ^ ) i= a ( / 2 )— puncte cu cote diferite. 

Pentru concretizare să considerăm curba descrisă de un punct situat pe o suprafaţă cilin
drică de rotaţie şi avînd o mişcare compusă dintr-o rotaţie în jurul axei cilindrului şi o trans
laţie de-a lungul acestei axe, cele două mişcări fiind proporţionale între ele, curbă ce se numeşte 
elice circulară (fig. 21). 

Presupunînd că mobilul pleacă din A{a, 0, 0) găsim ecuaţiile parametrice ale curbei, x — 
•= a cos /, i /=a sin t, z = bl, te Qţ,unde z reprezintă translaţia, t rotaţia, iar 6 = const. Curba 
întîlneşte fiecare generatoare a suprafeţei cilindrice x2 -j- y2 <= a2 într-o infinitate de puncte. 
De exemplu, generatoarea ce trece prin punctul A este întîlnită în punctele de cotă z = 2n1mr 

unde n este întreg. 
Arcul de curbă cuprins între două puncte consecutive A(a, 0, 0) şi A'(a, 0, 2fe) se numeşte 

spiră a elicei, iar lungimea AA' se numeşte pasul elicei. 

§2. Tangenta 

Fie a : I -> R" o curbă. Notăm cu t variabila din I şi a(t) = P, a(t + h) = 
= Q, t -{- fie I. Construim derivata 

«'(0 i i m 
a(t + Ti) 

li 
^ U l i m ^ 

7Î-»O n 
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Vectorul «'(<) cu originea în a(i) = P apare ca 
poziţie limită a vectorului PQ, cînd Q E a(I) se 
apropie de P şi se numeşte vector viteză (fig. 22). 
Evident a'(t) e Ta(()[RM. 

Dacă raportăm pe [Rm la baza canonică, atunci: 

*'{t) = aft*)?! + aj(*)?a + . . . + <(«)?,. /dcft+fr) 

Fig. 22 

2.1. Definiţie. Un punct P = a(tf) a? curbei a I» 
care a'(£) ^ 0 se numeşte punct regulat. Dacă ai.'(t)^ 
^ 0, V i e i , atunci curba a se numeşte regulată. 

Dacă P este un punct regulat, atunci punctul P şi vectorul a'(tf) deter
mină o dreaptă care apare ca limita dreptei P § cînd P = a(i) este fix, 
iar Q tinde către P de-a lungul curbei. 

2.2. Definiţie. Fie P un punct regulat al curbei «.. Dreapta care trece prin P 
şi are ca vector director pe a.'(t) se numeşte tangenta la curba a în P. 

Hiperplanul care trece prin P şi are drept vector normal pe oi'(£) se numeşte 
Mperplan normal la curba a în P (fig. 23 şi 24). 

Pentru elementele descrise anterior avem următoarele ecuaţii 

Tangenta: Xl(t) ă/o xz(f) 0&n x„{t) 
x[(t) oo'S) «£(*) 

Hiperplanul 
normal: {xx — xx{t))x[{t) + (x2 — x2{t))x'$)-$. ..^r(xn — xn(t))x'n(t) = 0. 

Un punct al unei curbe poate să nu fie regulat. De aceea admitem 
2.3. Definiţie. Un punct <x(£) — P e a(J) corespunzător unei valori a lui t 

pentru care oî'(t) = 0 se numeşte punct singular. 
Observăm că dacă V.'{t) = 0, V t e Jcl, atunci a = "o, V t e J, şi astfel 

restricţia lui a la J se reduce la un punct. în consecinţă, dacă a admite 
puncte singulare şi nu se reduce la constante pe porţiuni, atunci aceste 
puncte sînt în general izolate. Dacă 3 m> 1 aşa ca a.'{t) = a"(t) — ... 
. . . =a ( r a - 1 )(f)=0 şi a(ffl)(2)#0, atunci punctul P corespunzător se numeşte 
punct singular de ordinul m. î n vecinătatea unui punct singular de ordinul 
m formula Taylor dă : 

— _ lim 

ai{t 4- h) = aţi) + — - [«<»)(«) + 7(ft)], t 4> hE I cu lim7(*) = 0. 
TOI *-*0 

ingenfs 

Mormăia 
SjfjţJ 
Tangenta 

Fig. 23 Fig. 24 
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Notînd P = <x{t) şi Q « <x.(t •$• %) avem 

Vectorii a(f), â(< 4* &) an originea fixată în O, iar vectorii a'(f), a"(<> 
etc. au originea fixată în extremitatea lui a(i). Formula Taylor are sens 
pentru vectorii liberi corespunzători celor legaţi. 

Yectorul a(m)(2) se numeşte vector tangent la curba ce în punctul singular P , 
Punctul P şi vectorul oc(a)(^) definesc o dreaptă care este limita dreptei PQ 
cînd P = a.{t) este fix, iar Q tinde către P de-a lungul curbei. 

2.4. Definiţie. Fie P un punct singular ăe ordinul m. Dreapta determinată 
ăe punctul P şi vectorul ~Si,ay(t) se momeşte tangenta curbei în punctul P . 

Hiperplanul care trece prin P şi are drept vector normal pe u.im\t) se numeşte 
hiperplan normal la curba a în P. 

Sumarul definiţiei 2.4 este următorul 

T a n g e n t a . J V Z L M L _ **~«M = ... = "*. ~ «fcffl 
4">(«) o4">(*) 4m)(*) 

Hiperplanul normal: (a^ — 00$)) <c{m\t) + {x% — x2(t)) 4m)(0 H> • • -
. . . • ( ® . - a ^ ) ) 4 m ) W = 0. 

2.5. O b s e r v a ţ i i 
1) Dacă a(f) = P este un puset regulat, rezultă că într-o vecinătate a lui P, a. este injec-

tivă. Dacă oe(f) = P este punct singular de ordinul m rezultă că a "nu este injectivă într-o 
vecinătate a lui P. 

2) Un punct al unei curbe poate fi simplu şi regulat sau simplu şi singular sau multiplu 
ţi regulat sau multiplu şi singular. 

3) Fie a Î 7-> [Rn, p:J-*.[R»două curbe astfel încît a(/) n J3(J)^0 Şi fie PE a(J)n (3(J) un 
punct regulat sau singular de ordinul m. Unghiul dintre vectorii tangenţi la cele două curbe în 
P se numeşte unghiul celor două curbe. Dacă cei doi vectori sînt perpendiculari curbele se 
numesc ortogonale. Dacă unghiul dintre cei doi vectori este zero sau iz, atunci curbele sa 
numesc tangente. 

4) în cinematică o curbă este privită ca fiind traiectoria unui punct material în mişcare. 
în acest caz variabila t se numeşte timp, a(i) se numeşte traiectorie, a'(t) se numeşte viteza 
mrbel la momentul t, iar "ce"(0 se numeşte acceleraţia curbei la momentul t. 

2.8. Orientare 
Pe o curbă dată <x(I), presupusă mulţime conexă, se pot stabili două 

şi numai două sensuri de parcurs (ordine a punctelor curbei care corespunde 
ordinei din I) pe care convenim să le notăm cu -f şi — • O curbă a împreună 
eu o alegere a unui ggas de parcurs pe a(I) se numeşte curbă orientată. 

Fie a o curbă regulată. Bacă a'(0 este vectorul tangent la a în <x(t)f 
atunci este natural să oonsiderăm drept pozitiv acel sens de parcurs pe 
a(I) care să fie coerent sa sensul lui a'(t) şi deci cu sensul pozitiv pe tan
gentă (vezi orientarea unei drepte). 

Convenim să precizăm orientarea unei curbe şi a tangentei sale prin săgeţi 
(fig. 25). 
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Fig. 25 

Tangenta 

Fi». 26 

X 
Fig. 27 

M 

Fig- 28 

Dacă a posedă puncte singulare, atunci există situaţii cînd nu este posi
bil să alegem pe curbă un sens de parcurs coerent eu cel de pe tangentă 
(fig. 26). 

2.7. Exemple 

1) Curbele din [R3 care se pot reprezenta printr-o ecuaţie carteziană explicită y = f(x} 
sînt regulate. într-adevăr din <x.(t) = (t, f(f)) construim 5 = ti •+• f(t)j şi deci a' = i + f'(t)j 
mu se anulează, V te I (fig. 16, 17, 18, 19). 

2) Fie curba plană (fig. 27) 

a(<) 
(0, e1 / ' ) i < 0 
(0, 0) f = 0 

( e - 1 / * , 0) < > 0 . 

Observăm că în t = 0, aplicaţia a (0 nu este o imersie. B« aceea punctul O (0, 0) este B B 
punct singular. Mai mult, observăm că în acest punct singular avem âs'(0) = a " ( 0 ) = . . .a*m'(0)=* 
- . . . = (0, 0). 

Pentru fiecare m întreg, putem considera curba (fig. 28 pentra m •=> 1) 

« » ( 0 • 

(tm, e1/ ') t < 0 
(0, 0) t = 0 

(tm + e - V ' , 0 ) l > 0 -

Observăm că în acest eaz avem : 

{0, 0) fi S<f >(0) = (m !, 0). 

Pentru m — 1, originea este un punct regulat (fig. 28). FsaSsa m > i, originea este na 
punct singular de ordinul m. 
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El g . 29 Fig. 30 

3) Aplicaţia « : [R ~* IR2 definită prin 
' ( e - 1 / * , e-1'1 s i n e 1 / ' ) t > 0 

a(Q - . (0, 0) t = 0 

( _ e-l/f, el/« sin e-V«) i < 0 

are o imagine cuprinsă între dreptele {/ =• ± x, avînd o infinitate de tangente în (0,0). De 
asemenea, observăm că a este diferenţiabilă şi a ' (0) = a " ( 0 ) = . . . = a ( m ' ( 0 ) = . . . = ( 0 , 0). De 
aceea originea este un punct singular (fig. 29). Punctele (— 1, sin 1), ( l s sin 1) sînt puncte 
asimptotice (vezi § 4). 

4) în fR3 consideram curbe de tipul ot i / - * [R a , a(Q=(x(Q, Î/(I), Q. Ele sînt regulate. în
tr-adevăr avem a => x(i)i -f- jf(0j + £fc şi deci a ' (0 = x'(f)i + ff'(')./ + k> c a r e n u S e anulează, 
V ( G 7 (vezi fig. 21). 

Aceeaşi proprietate o au şi curbele a ! I-> [R8, a(f) = (x(t), t, z(t)) sau a{t) = (f, y(f), z(0)-
Pentru exemplificare fie curba dată prin 

{ {t, 0, eV () t < 0 

(0, 0, 0) t = 0 

(<, e " 1 ^ , 0) f > 0 . 
Observăm că arcul t < 0 este situat în planul xOz, iar arcul t > 0 este situat în planul 

xOy (fig. 30). Observăm că « este o curbă regulată pentru care 
a'(0) = (1 , 0, 0), a"(0) = . . . = S<m>(0) = . . . = (0, 0, 0). 

§ 3 . Cîmpuri vectoriale pe o curbă 

Noţiunea de cîmp vectorial pe o curbă este o variantă a noţiunii generale 
de cîmp vectorial. 

Fie a : I ->3R" ° CUJbă şi P => a(t), tel, un punct arbitrar al său. 

3.1. Definiţie. O funcţie Y care asociază fiecărui tel un vector Y(t) 
tangent la JRn în punctul x(t) se numeşte cîmp vectorial pe curba a (fig. 31). 

Evident, viteza a' este un cîmp vectorial pe curba a. Acest cîmp se mai 
numeşte şi cîmp tangent la curba a (fig. 32). 

' P=oc(i) 

Fig. 31 Fig. 32 
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Precizăm însă că spre deosebire de a', cîmpurile vectoriale arbitrare pe 
a pot să conţină sau nu vectori al căror suport să fie tangent la curbă 
(fig. 31). 

Proprietăţile cîmpurilor vectoriale pe curbe sînt analoage cu cele ale 
cîmpurilor vectoriale pe [Rn. Astfel avem 

Y(t) = &(<)?!(a(*)) 4- y2(t)-e2(a(t)) 4- VM"e»(<t)), 
funcţiile yt : I -> [R numindu-se coordonatele euclidiene ale lui Y. 

Funcţiile compuse 'e1(<x(t)), ..., ~en(<x.(t)) sînt cîmpuri vectoriale pe a. 
Aceste cîmpuri vor fi notate pe scurt cu ~ev "e2, . . . , "eB. 

Pentru cîmpurile Y(i) admitem definiţiile: 

(f + Z)(t)=Y(t)^Z(t) 
(fl)(t)=f(t)Y(t) 
(%Z)(t) = (Y(t),Z(t)) 
(Y X Z)(t)=Y(t) xZ(t). 

Evident aceste operaţii se traduc prin operaţii asupra coordonatelor 
cîmpurilor. 

3.2. Definiţie. Fie a o curbă regulată şi Y un cîmp vectorial pe a. Dacă 
(Y, a') = 0, atunci Y se numeşte cîmp normal la a. 

Deoareee Y(t) — y1(t)~e1 + y%(tfe2 4> • • • 4> yJSf^ni deducem că orice 
cîmp Y este echivalent cu o aplicaţie de tipul F: I -> [R". De aceea apare 
naturală definiţia: Y se numeşte ăiferenţiabil dacă coordonatele sale sînt 
diferenţiabile. De asemenea precizăm că derivata unui cîmp Y, 

Y'=^S 
dt ! + % * . • • • 

ăt 
at 

este tot un cîmp pe curba a. î n particular, derivata a" a cîmpului viteză 
a' asociat lui a dă cîmpul acceleraţie. î n general acceleraţia nu este dirijată 
după tangenta la curbă. Avem 

(al + bZ)' = aY' 4> VZ', a, b e [R 

( /?) ' = / ' ! • + / ? ' 

(Y,Zy = (Y',Z)4-(Y,Z') 

(Y x zy =Y' xz f r xz\ 
Penultima formulă arată că dacă (Y, Z) = const., 

atunci (Y',Z) +(Y,Z') = 0. în particular, dacă Y 
are lungimea constantă, atunci Y şi Y' sînt orto
gonali în orice punct (fig. 33). într-adevăr relaţia 
|| Y||2 = (Y, f ) = const., implică (Y, Y'f= 0. 

De aceea dacă ne imaginăm că a este traiectoria Fig. 33 
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• x 3 

fu X0 

/ 
fi 

Fig. 34 Fig. 35 Fig. 3G 

unui punct material ce se deplasează cu o viteză de modul constant, 
atunci acceleraţia este un eîmp normal la « (dirijată după normala la 
curbă). 

3.3. Definiţie. Un eîmp Y se numeşte paralel dacă coordonatele sale sînt 
constante. 

3.4. Teoremă. Fie curba a : I -> [R*, unde I este un interval deschis 
din R. 

1) Curba a este constantă (se reduce la un punct) dacă şi numai dacă 
cîmpul viteză a' este identic nul. 

2) Curba neconstantă a este o dreaptă dacă şi numai dacă cîmpul acce
leraţie este identic nul (cîmpul viteză este paralel). 

3) Un eîmp Y pe a este paralel dacă şi numai dacă Y' = 0. 
Demonstraţie. 1) Fie curba a(i) = x-^VfSx + a}$)~e2 + ... -+• aşj,t)~en. Dacă 

°°S) — an XS) — a2> • • • > x*.{t) = «») V i e i , atunci oc(tf) = a^ex + a2~ez 4> 
4- . . . 4- a»e« şi a'(<) = (0, 0, . . . , 0), V t. Eeciproe, din a'(<) ==0, V tel, 
rezultă a?î(i) = 0, x'2(t) = 0, . . . , #£(£) = 0, V t e I şi deci xx(t) = %, a?.2(f) 

., a?B(<) = aB (fig. 34). 
2) Fie «(«) = {dl + y ) ? j -> (ag + ^ ) ? 2 + 

a'(«)=Z1e1 -M2e2 •#> • • • 4>Z„«„ şi a"(<) = (0, 0, 
= 0, 4'(«) = 0, ..., x'n'{t) => 0, Vt e I , obţinem «x = x\ + lxt, 
•4? l2t, ...,%„ = xl-\>lnt (fig. 35). 

3) Fie Y = bxlx 4> 6a?a 4> . . . 4> feB"eB. Eezultă Y' = (0, 0, 

• + {&% -H- W)^«- Găsim 
., 0). Eeciproe, din a?î'(<)= 

02 "#• __ ^.0 

proc, din Y = 0, rezultă ^ = 0, - ^ 
d* di 

Vi = *i, y« = *a. • • • i y- = 6. Cfig- 36). 

= 0, dff„ 
di 

, 0). Eeci-
0, V t e I, sau 

§ 4 . Ramuri infinite 

Fie I un interval deschis (a, b), a poate fi şi —oo, iar b poate fi şi 
4>oo şi a : I - j - R" o curbă. 

4.1. Definiţie. Dacă într-o extremitate t0 a intervalului deschis I avem 
lim||«(£)|| = oo, atunci spunem că ce posedă o ramură infinită. 
t-*t„ 

Este evident că a posedă o ramură infinită în extremitatea t0 dacă şi 
numai dacă cel puţin una dintre coordonatele lui a tinde către & oo pentru 
t -> t0 (adică mulţimea a(I) nu este mărginită în [RB). 
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4.2. Definiţie. Dacă există versorul 

|a(*)|| 
îl lim-

atunci direcţia sa se numeşte direcţia asimptotică a ramurii 
infinite. 

•4.3. Definiţie. Fie <x o curbă care posedă o ramură 
infinită pentru o extremitate t0 a lui I şi P = oc(t). Dreapta 
D se numeşte asimptotă la ramura infinită dacă (fig. 37) R 

lim ă(P; D) - O, 
t->t„ 

Fig. 37 
unde d ( P ; D) este distanţa de la punctul P la dreapta D. 

Uneori se spune că ramura infinită se apropie asimptotic de D. De ase
menea, observăm că proprietatea lim ă(P; D) «=* 0 care defineşte asimptota 

<x(/) la D tinde Z> este echivalentă cu a spune că paralela dusă prin P 
către D pentru t -> <-„ (fig. 37). 

4.4. Teoremă. Dacă D este o asimptotă a unei ramuri infinite, atunci 
direcţia lui D este o direcţie asimptotică a ramurii respective. 

Demonstraţie. Fie a o curbă care posedă o ramură infinită într-o extremi
tate t0 a lui I. Presupunem că această ramură posedă o asimptotă D (fig. 
37). Notăm cu Q proiecţia lui P pe D şi punem PQ *= 7(t). Prin ipoteză 
avem 

lim|| 7(t) || = 0 => lira 7(t) **> 0. 

De asemenea notăm cu B proiecţia originii O a spaţiului JR" pe D şi punem 
BO = a. Segmentul orientat BQ reprezintă pe Ş(t) •= ă 4- ă(2) -£• 7(2) şi 
deci versorul asimptotei D este 

lim-
IIPOI 

Pe de altă parte, V ^ e J , avem 

lipsii - ii o + ¥(OH <««(<>ii < m m * D 
Astfel din lim ||«(t) || 

<-**„ 
cxi rezultă lim g p(l) | «a o©. Aceasta înseamnă 

eă în vecinătatea lui tQ avem || p(t) [j > 0. Daci în inegalităţile anterioare 
împărţim cu || (3(1) || şi trecem la limită, atunci găsişi t 

limi3f>« 
Prin urmare 

r ?(*) r 
lim —~ = lim 

PW =lim 

P(*)ll 

ă(<) 4- ă 4- «"(O - . ,. \a + s(t) — 
P(0D «-* ll«(*)ll "<-^ ||a((>y "" " " %•«,! ||a(0H 

De aici rezultă eă dacă asimptota există, atunci ea este unică. 
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4.5. O b s e r v a ţ i i 

1) Studiul anterior ara tă că pentru a decide dacă o ramură infinită posedă o asimptotă 
trebuie mai întîi să vedem dacă ea admite o direcţie asimptotică. 

Dacă ramura nu admite o direcţie asimptotică, a tunci ea nu admite nici asimptotă. 

Dacă ramura admite o direcţie asimptotică u, atunci prin P = a(t), se duce o dreaptă Op 
care are direcţia u. Dacă Dp are o limită O pentru t-* tg, atunci dreapta D este asimptota 
ramurii considerate. Dacă Dp nu are o limită pentru t —> t9, atunci ramura infinită s tudiată nu 
are asimptotă. 

2) Pentru studiul ramurilor infinite ale curbelor plane C : f(x, g) = a recomandăm lucrarea 
[18]. 

3) Fie «.: I-+ [JJ™ o curbă şi t0 o extremitate a intervalului deschis I. Dacă lim a(t) = A, 

atunci A se numeşte punct asimptotic al curbei a. 
<-»!0 

4.8. Exemple 
1) Să cercetăm ramurile infinite ale foliulai lui Descaries, curba « = (x, g): ((— oo, —• 1) U 

3at 3aP 
U (— 1, oo)) -» jR2 , x = , g = -

1 + t» 1 + <s 
-. Pentru aceasta calculăm limitele : 

lim x(f) = 0 lim x(t) = oo 
<-*±oo « 7 - 1 

lim x(t) = — o o . 

lim g(t) = O lim g(t) — — oo lim y(t) = oo. 
(-•±00 Î / - 1 <V,-1 

De aici rezultă că 0(0 ,0) este un punct asimptotic al curbei care se suprapune peste 
punctul obişnuit t = 0. De asemenea pentru t —> — 1 se obţin două ramuri infinite. Deoarece 

lim = — 1, 
f-»-i x(l) 

deducem că ambele ramuri infinite admit aceeaşi direcţie asimptotică (1, — 1). Pe de altă 
parte 

Sat 
lim (r/(0 + x(0) = lim = — a 

( - - l « - - l l + <3 — t 

şi astfel avem asimptota oblică y' + x + a = 0 (fig. 38). 
2) Să cercetăm ramurile infinite ale elicei (fig. 21), a = (x, g, z) : fJR —> [ £ 3 , x — a cos t, 

g — a sin t, z = bt. Deoarece lim z(<) ==-(-00, rezultă că elicea 
y (->±co 

" * / admite două ramuri infinite. Ambele ramuri au direcţia asimp
totică (O, O, 1), direcţia axei Oz, întrucît 

*y 

V / 

/ 

/ 
x(t) V(f) 

A 
Fig. 38 

lim • = lim 
*—±00 z(ţ) (-.±00 z(t) 

Evident, dreapta ce trece prin punctul (a cos /, a sin t, bt) şi 
este paralelă cu Oz nu admite o poziţie limită pentru t -> -j- 00. 

De aceea cele două ramuri infinite ale elicei nu admit asimptote. 
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§ 5. Reprezentarea normală 
a unei curbe 

Fiind dată o curbă a : I -> [Rm putem S. ^ ^ / ,̂ <*v 
construi alte curbe care au aceeaşi ima- / if /3'" 
gine cu a dar care parcurg această ima
gine cu viteze diferite. 

5.1. Definiţie. Fie I, J două intervale (. 
deschise ale dreptei reale, a : I -s- \Rn o J 

curbă şiîi: J ->Io funcţie ăiferenţiabilă. 
Funcţia compusă (3= a o h : J -̂ R™ este o 
curbă care se numeşte reparametrizarea lui a prin Ti (fig. 39). 

în orice moment u din intervalul J, curba p este localizată în punctul 
Ş(u) — a.(h(u)), care este atins de curba a la momentul h(u) din intervalul I. 
Astfel p şi a urmează aceeaşi traiectorie dar, în general, cu viteze diferite. 
Practic, pentru a obţine coordonatele lui p se substituie t = h(u) în coor
donatele lui a. 

Observăm că trecerea de la a la p păstrează multiplicitatea punctelor 
iui a(I) dacă şi numai dacă îi este o bijecţie. 

5.2. Exemple 

Fig. 39 

1) Fie arcul de cerc a(<) (r cos /, r sin t), t<= (0, 2TJ). Punînd u = ctg — găsim repara-
2 

metrizarca 

2) Fie curba u(t) = (2cos2 t, sin 2/, 2sin t), tE 

/ u 2 — 1 2u \ 
P ( H ) - ( f r , H 

V u2 + 1 u2 + i ; 

H): 

6 IR-

Observăm că a se obţine intersectînd 

cilindrul (a; — l)2 + j / 2 = 1 cu sfera a;2 + y2 +'z2 = 4 (fig. 40). 
Punem iz = sin /. Reparametrizarea lui a prin a este 

|3(u) = (2(1 — a2), 2uyi — a2, 2a), a e (0,1). 

5.3. Lemă. Dacă p este reparametrizarea lui a prin îi, atunci 

dp 
du 

, . da , ăh . 

P e scurt, p '= (a'ofe)^'. Astfel observăm că dacă fe' nu se anulează, 
atunci punctele regulate ale lui a sînt puncte 
regulate pentru p, iar punctele singulare ale lui 
a sînt punete singulare de acelaşi fel pentru p. De 
asemenea rezultă că definiţia tangentei într-un 
punct regulat ca şi într-un punct singular de 
ordinul n nu depinde de parametrul ales (direcţia 
ei rămîne invariantă, iar punctul prin care trece 
este fix). 

Pentru ca bijecţia îi-.J-^-I să fie un difeo-
morfism este necesar şi suficient ca derivata h' 

N^ să nu se anuleze; acest lucru rezultă din proprie-
Eig. 4e tăţile de existenţă şi de diferenţiabilitate ale 

173 



funcţiilor inverse (se ştie: (Ji~1)'== 
h' o h-

Dacă li este un difeomor-

fism, atunci curbele a şi (3 se numesc echivalente. 
Precizăm că dacă In! > 0, atunci In, păstrează orientarea. 
Fie a : I -> [R" o curbă regulată dată prin ecuaţia vectorială a a(<>, 

f e l şi a'(f) vectorul viteză la momentul t. Lungimea v(t) = \\«-'(t)\\ se 
numeşte viteza curbei la momentul t. 

în fizică, distanţa parcursă de un mobil este determinată prin integrarea 
vitezei sale în raport cu timpul. Geometric, definim lungimea arcului curiei 
regulate a. de la t = a la t = b ca fiind numărul 

b 

l = [ v(t) ăt, a<b, 

iar elementul de arc prin ds = v(t) ăt. 
Există probleme în care ne interesează numai imaginea curbei şi nu ne 

interesează viteza cu care punctul curent parcurge această imagine. Cu 
alte cuvinte ne interesează imaginea din spaţiul IR" şi nu parametrizarea 
particulară t -> a(t) care reprezintă această imagine. în asemenea probleme 
se obişnuieşte ca a să se înlocuiască printr-o reparametrizare echivalentă 
(3 pentru care viteza să fie egală cu unitatea. 

5.4. Teoremă. Dacă a : I -s- [R" este o curbă regulată, atunci există o 
reparametrizare p echivalentă cu a astfel încît (3 să aibă viteza unu. {â 
se numeşte reprezentarea normală a lui a. 

Demonstraţie. Fie a : I -> IR* o curbă regulată, adică a'(t) ^ 0, Vt e I. 
Fixăm ae I şi considerăm funcţia care dă lungimea arcului s : I -» J — 

t 

<=s(I), s(t) = V || oc'(i) ||d*. Această funcţie se numeşte abscisa curbilinie (fig. 41). 
• 

ds Observăm c ă — = !«'(£)[| > 0 , adică s este strict crescătoare şi deci 
ăt 

bijectivă; teorema funcţiei inverse asigură că funcţia inversă s - 1 : J -s* I 
definită prin t = t{s) are derivata 

(*)= H > 0-
ds ds 

ăt (*(»)) 

Mai mult, inversa Z 
$ M 

t(s) este un difeomorfism. De aceea funcţia com
pusă (3 == a o s'1: J -» IR" sau (3(s) = a(î(s)) este 
o reparametrizare a lui a, prin funcţia t = t(s)f 

g echivalentă cu « (vezi fig. 39 pentru u = s). 
Să arătăm că viteza lui |3 este unu. Avem 

dj3 
"ds" 

d« ăt 
ăt ăs 

"dT 

Astfel abscisa curbilinie a unei curbe regu-
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Fig. 42 

late se utilizează pentru obţinerea unei reparametrizări de viteză unu. 
Precizăm că dacă a este o curbă orientată, atunci prin trecerea la 

ăt 
reprezentarea normală orientarea nu se schimbă deoarece — > 0. 1 ds 

5.5 Exemple 
1) Fie spirala logaritmică (fig. 42) a : [R ->DR2, a ( 0 = ( a e _ i ( c o s t — sin t), a e - ' (cos f+sin t)), 

a > 0. Din a ' (0 = —2ae~ ( cos ti — 2ae~ (sin*/ rezultă că a. este o curbă regulată cu viteza 
e(t) = 2 a e _ t . Dacă fixăm t = 0, atunci abscisa curbilinie este dată de 

* = A p(Qdi = — 2ae- f 

0 

2a(l — e - ( ) . 

De aici găsim t = In -
2a 

2 a — s 
, s e (—oo,2a) şi astfel reprezentarea normală a lui a este 

0 : ( — oo, 2 a ) - > [ R 

' 2 a — s 
3(s) = 

2a 2a 
cos In - — sin In • 2a- 2 a — s 

2a— s t 2a 2a 
cos I n - + sin ln-

\ 2a — s / 

• - î - ' 2a — s 2a — s 

2) Să considerăm acum elicea a : R —> [R3, a (0 = (a cos <, a sin /, 60- Deoarece ecuaţia 
vectorială a curbei este a(f) = a cos <i + a sin y + M k, găsim a'(i) = — a sin ii + a cos tj + bh 
fi deci || a '(i) | | = ] / a 2 + 6* = e. Dacă măsurăm lungimea arcului de la t — O atunci 

s i = l c dt—d. 

o 

Astfel t = — şi reprezentarea normală a elicei este 

p:R^[R», m -m° s s 
c o s — , a sin — 

c c 

bs \ 

§6. Contactul a două curbe 

Fie Oi, « a : I -» IR" două curbe care au un punct regulat comun M0 
corespunzător unei valori t0 din interiorul lui I. Fie P = a^f) şi Q = a2(i), 
pentru £ dintr-o vecinătate a lui *0. Formăm vectorul PQ = ot2 — o^ 
(fig. 43). 
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6.1. Definiţie. Dacă 

of W O 
PQ j O pentru i = 1,..., n — 1, n, 

!—«o (* — ô) 1^0 pentru i — n x 

atunci se spune că ax(J) şi a2(J) au în M0 un contact de ordinul n. 
Dacă limita precedentă este zero, V ie [N, atunci vom spune că % şi 

a2 au în MQ un contact de ordin infinit. 
Formulele lui Taylor 

«.(*) = «I(«D) + ^ = r «Wo) + • • • + ^ = ^ " «?°(*o) + 
1 ! n ! 

(/ / y»+i 
* 7 , °, \ , ^"+1)(*o) +• T,(* - *„)], i = 1 , 2, 

(« + 1) ! 
unde lim7((£ — £0) = 0, arată că ax şi a2 au în MQ un contact de ordinul n 
dacă şi numai dacă curba <x2 — ax admite pe M0 drept punct singular de 
ordinul n + 1 sau dacă şi numai dacă 

. , # f , «<*>(*„) = ««(*„) Ic = 0 , 1 , . 

<4»+1>(*o) * 4"+1)(«o)-
C.2. Observaţii 
1) Contactul de ordinul n corespunde la ideea intuitivă că In M9 curbele ot̂  şi aa au n + 1 

puncte confundate comune. 
2) Curbele a-i şi as au în punctul regulat comun Ma un contact de ordinul unu dacă şi numai 

dacă au aceeaşi tangentă. 

CURBE IN DRa 

§ 7. Tangenta şi normala 

Eaportăm planul la reperul natural şi considerăm curba a : I -> jR2, 
«(*) = M O , ?/(*))• 

Fie P = a(i) un punct regulat al curbei. Se ştie (§2) că dreapta care 
trece prin P şi are ca vector director pe â'(f) se numeşte tangenta la curba a 
în P . Deoarece sîntem în plan, hiperplanul normal se reduce la o dreaptă, 
numită normala curbei. 

7.1. Definiţie. Dreapta care trece prin punctul regulat P = a(i) şi este 
perpendiculară pe oc'(i) se numeşte normala curbei în punctul P (fig. 23). 

într-un punct regulat fişat, P = a(t), tangenta şi normala la curbă 
au respectiv ecuaţiile: 

* (*) y (*) 
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hrmala 
Dacă P = <x(i) este un punct singular de 

ordinul m, se ştie că dreapta care trece prin P 
şi are ca vector director pe o.(m)(t) se numeşte tan
genta curbei în punctul P (vezi definiţia 2.4), 
figura 44. 

7.2. Definiţie. Fie P = a(t) un punct singular 
ăe ordinul m pentru curba a. Dreapta care trece 
prin punctul P şi este perpendiculară pe a(m)(£) 
se numeşte normala curbei în punctul P (fig. 44). „ ^ 

într-un punct singular de ordinul m, P == a(t), 
tangenta şi normala la curbă au respectiv ecuaţiile 

x xit) y - y{t) 
x(m\t) yl»>(t) 

şi (a? - x{t))x{n\t) H- (y-y(t))yimHt)=o. 

7.3. Observaţie. Segmentul de pe tangentă (normală) determinat de punctul de pe curbă 
şi de intersecţia acestei tangente (normale) cu Ox, se numeşte segment tangentă (normală). 
Proiecţia acestui segment pe Ox se numeşte subtangentă (subnormată) (fig. 45). 

§ 8. Curbe definite prin eeuaţii carteziene implicite 

Curbele plane pot fi introduse pornind de la funcţii diferenţiabile de 
tipul / : [R2 -9- \R, (x, y) -+f(x, y). Deoarece 

dx dy 
punctele critice ale funcţiei / (dacă există!) se afla rezolvînd sistemul: 

J(f) 

df 
~ (*, y) 
ax 

0, ^(x,y) 
dy 

0. 

Punctele în care cel puţin una dintre aceste derivate nu se anulează sînt 
puncte regulate. 
Mulţimea 
G = f~\c) = {(x, y) |(ff, y) e R», f(x, y) = c, 

c = fixat} 

se numeşte mulţime de nivel constant c sau 
mulţime de ecuaţie carteziană implicită 
f(x,y)=c. Pe scurt se scrie O : f(x, y) = c. 

Precizăm că în general C conţine atît 
puncte regulate cît şi puncte critice ale lui / . 

Fie (x0, y0) e O. Mulţimea tuturor punc
telor din O a căror distanţă faţă de (x0, y0) 
este mai mică decît un număr e > 0 se 
numeşte vecinătate a lui (x0, y0) în O. 

PT-segment tangentă 
PN - segment normală' 
ST - subtangentă 
S/Y- subnormslă 

Fig. 45 
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8.Î. Teoremă. Dacă o soluţie (x0, y0) a ecuaţiei 
/(*> V) = ° e s^e u n punct regulat al aplicaţiei 
/ , atunci există o vecinătate a acestui punct 
în care ecuaţia f(x, y) = c defineşte o curbă 
simplă şi regulată (fig. 46). 

Demonstraţie. Ipoteza că P(xm y0) este un 
punct regulat asigură că, în P , cel puţin una 
dintre derivatele — , — nu se anulează. Fie 

dx 8y 
— -̂ (P) T̂  0. Teorema funcţiei implicite definită 

Fig. 40 ty 
de o ecuaţie de forma/(a?, y) — o arată că exista 

o vecinătate I a lui x0 în [R şi o funcţie diferenţiabilă x -»#(#) astfel 
•încît pentru orice « e l să avem 

ÎL 
f(x, y(x)) = c, - ^ = - — -

da; 5/ 
dy 

Eezultă că porţiunea din O din vecinătatea punctului P este reprezen
ta tă de graficul funcţiei x -> #(a?) sau de aplicaţia a :I -> O, a{t) = (£, #(£)), 
şi deci această porţiune este o curbă simplă şi regulată. 

în ipotezele teoremei 8.1 (funcţia / este regulată în punctele lui 0), O 
este o reuniune de arce simple şi regulate în sensul definiţiilor 1.2 şi 2.1. 

Dacă f(x, y) este un polinom de gradul n, atunci curba G se numeşte 
curbă algebrică de ordinul n. î n particular avem următoarele denumiri: 
curbe algebrice de ordinul unu (drepte), curbe algebrice de ordinul doi 
(conice), curbe algebrice de ordinul trei {cubiee), curbe algebrice de ordinul 
patru (cuartice) etc. 

8.2. Tangenta. Fie P(x0, y0) un punct regulat al lui O. în baza definiţiei 
«din §2 şi a teoremei 8.1, observăm că tangenta la O în P are ecuaţia 

(a? - x0) -J- (x0, î/G) + (y — Vo) ~ (<% Vo) = 0» 
dx dy 

iar normala are ecuaţia 

x - x0 y — y0 

3a; o?/ 

8.3. Observaţii 
1) în situaţii concrete curba C poate fi dată printr-o ecuaţie şi prin mai multe inecuaţii 

-ta x, g (inecuaţiile precizează o anumită porţiune din plan). 
2) Reprezentarea curbei C (sau a unei porţiuni din C) în forma <x(0 = {x(t), y(t)), se poată 

^îace prin intermediul teoremei 8.1 sau prin artificii de calcul. 
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3) Fie curba a : I-* Q^2, a(t) — (x(t), y(l)). în general trecerea de la reprezentarea para
metrică la reprezentarea carteziană explicită se poate face numai local. într-adevăr, dacă' 
x'('o) *£ 0 atunci teorema funcţiei inverse arată că în vecinătatea lui x„ = x(ta) restricţia lui» 
x — x(t) admite inversa t = l(x). 

Astfel restricţia lui y = y(t) apare ca o funcţie compusă de tipul y = y(t(x)). 
4) îa general dacă există o funcţie f astfel încît 

f(x(t), i/(0) = c, V te I, 

atunci f(x, y) — c este ecuaţia carteziană implicită a curbei a(t) = (x(l), y(t)), te I. 
df ~ df ~ 

5) Fie C : f(x, y) = c o curbă regulată. Gradientul V f — • l + • J> definit pe C, este 
dx dy 

un cîmp vectorial normal la C. 
8.4. Exemple. 
1) Dreapta. Ecuaţia carteziană implicită a unei drepte din plan este ax + by + c = 0,iar 

ecuaţiile sale parametrice sînt x — x0 + It, y — y„ + mt, te [fţ. 
2) Cercul. Cercul de rază r şi cu centrul în («0» ! /o) a r e e c u a t i a carteziană implicită (x—*o)2~l~ 

+ (y — y0)z = r2. Obişnuit cercul se reprezintă prin ecuaţiile parametrice y = x0 + r cos /, y = 
<= y0 + r sint, te [0, 2n). 

x* y2 

3) Elipsa are ecuaţia carteziană implicită (canonică) H — 1 = 0 . Ea se poate-
a2 £2 

parametriza în forma x = a cos t, y = b sin t, le [0, 2TC). 
a2 y2 

Hiperbola are ecuaţia carteziană implicită (canonică) —1 = 0. Ramura di» 
a2 62 

dreapta a hiperbolei se poate reprezenta prin x = acht, y •= t sk i, i£ [R. 
Parabola are ecuaţia carteziană explicită (canonică) x — . De aceea ea se poate; 

2p 
f2 

parametriza în forma x = , y = f, fe jj£. 
2JB 

§9 . Forma unei curbe în vecinătatea wrai punct al său 

Fie curba a : I -> \R" şi P un punct din a(I). Mulţimea tuturor punctelor 
din a.(I) a căror distanţă faţă de P este mai mică decît un număr s > 0> 
se numeşte vecinătate a lui P în a(I). 

Fie « : I ~> £R2 o curbă din plan, ipoteză care va fi subînţeleasă în cele ce 
urmează. Considerăm un punct particular P e a(I) aşa ca a.{t) = P şi 
cercetăm care este aspectul curbei în vecinătatea lui P . în particular 
cercetăm care este poziţia curbei în raport cu tangenta în acest punct. 

Pentru un h din vecinătatea lui zero, punctul Q = a.(t + h), t <^he I, 
este în vecinătatea punctului P . De aceea putem folosi formula Taylor 

ă(t 4- h) = ă(0 + - f r «'(*) + — « " ( « ) + • • • +—-[«<«>(<) + i"(ft)] 1 ! 2 ! » ! 

cu lim¥(7j.) = 0. Evident, avem PQ = ă(t -f- Ji) — â(t). 
i—0 
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hoc'tt) 

Fig. -48 

Vom face studiul urmărind două cazuri: cazul în care P este un punct 
regulat şi cazul în care P este singular. 

a) P este un punct regulat. 
Prin ipoteză în P avem a.'(t) ̂  0 şi tangenta în P este definită de punctul 

P şi de vectorul x'(t). 

9.1. Presupunem că a.'(t) şi a"(t) determină o bază în TP[R2. Formula 
Taylor de ordinul doi dă 

, 7,2 7,2 _, 
PQ = fta'(*H «"(*) 4 ?Wi lime(ft) = 0. 

2 2 *->o 

Astfel pentru \h\ suficient de mic, ih, — j constituie cu aproximaţie coor
donatele vectorului PQ faţă de baza a'(*), «."(t). Dacă ?i trece prin zero> 
atunci prima coordonată îşi schimbă semnul, iar a doua şi-1 păstrează. 

De aceea arcul se află în semiplanul ce conţine pe a"(i) şi traversează 
în P) dreapta determinată de P şi de ~a."(t). Ţinînd cont că dreapta deter
minată de P şi a."(t) este tangenta îa a în P , deducem că arcul are aspectul 
din figura 47. 

9.2. Presupunem că~S."(t) este coliniar cu ~5.'{t) şi că a'(f) împreună c u î " ( î 
constituie o bază înTP[R2- Prin ipoteză 3 r e [R aşa ca a"(tf) = r«'(<). Astfe 
formula Taylor de ordinul trei dă 

PQ=(h + r — V ( « ) + —«'"(<) + - s ( » ) , lime(ft) = 0. \ 2 / 6 6 *-o 

7j2 / 7j3 \ 
Pentru |fe| suficient de mic 7z. + r— ~ Ji, iar I In,. — I constituie cu a-

_ 2 l 6 ) \ 
proximaţie coordonatele lui PQ în baza a'(Q, a'" (2). Dacă 7& trece prin zero, 
atunci ambele coordonate îşi schimbă semnul. De aceea, la trecerea prin 
P , punctul Q traversează şi tangenta şi dreapta definitădePşi a"'(rj). Astfel, 
în vecinătatea lui P , curba are aspectul din figura 48, iar P se numeşte 
punct ăe inflexiune. 

9.3. Să generalizăm situaţiile anterioare. Presupunem că derivatele de 
ordinele 2,3, . . . n — 1, sînt coliniare cu a'(tf) iar 1'{t) şi a(î,)(£) determină 
o bază în TP[R2. 
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Deoarece V k, 1 < li < n, 3 rk e [R aşa ca a(S)(f) — »'ta'(i), formula Taylor 
de ordinul n dă 

, / 7,2 7,ra —1 -\ 7,re 1 » 

P £ = ( A + r2 A- + • • • + ^ - 1 - 7 ^ — 7 «'(*) + - , ^(B)(i) + ^ ?(ft), 
V 2 (» — 1) ! / %! » ! 

limlT(fo) — 0. 
h—O 

Ji, — j realizează cu 
n\J 

aproximaţie coordonatele lui PQ în raport cu baza ~ai'{t), "a(M)(*)-
Eezultă că în vecinătatea lui P avem : dacă n este par, atunci curba 

are aspectul din figura 47 ; dacă n este impar, atunci curba are aspectul 
din figura 48. 

9.4. O b s e r v a ţ i i 
1) Fie P un punct regulat al unei curbe a. Dacă, în P, toate derivatele de ordinele 2, 3 , . . . 

..., n sînt coliniare cu a'(i), în particular dacă toate sînt nule, atunci nu putem preciza poziţia 
curbei în raport cu tangenta cu ajutorul acestor derivate. Tot ce putem spune este că în 
vecinătatea lui P abaterea curbei de la tangentă este mică (fig. 28). 

2) Forma unei curbe C: f(x, y) = c în vecinătatea unui punct regulat (x0, g9) este dată de 
forma graficului funcţiei x—> y{x) în vecinătatea lui x0. 

b) P este un punct singular 
Prin ipoteză, în P avem ~5.'(t) — 0. 

9.5. Presupunem că"a"(i) şi ~oi'"(t) determină o bază în TP[R2. î n acest caz 
tangenta este determinată de P şi de ~5."(ţ). Formula Taylor de ordinul 
trei arată că 

PQ= — S."(t) + — S.'"(t) + — IQi), lime(fc) = 0. 
2 6 6 A—o 

( 7,2 7j3 \ 
—, — j constituie cu aproximaţie 

. 7j2 
coordonatele vectorului PQ. Prima coordonată — fiind pozitivă, arcul 
aparţine semiplanului mărginit de dreapta definită de P şi ~3.'"{t) şi care 

h3 

conţine pe ~5."(t). A doua coordonată— îsi schimbă semnul cînd Ji trece 
6 

prin zero. Astfel, în P , arcul traversează tan- / 
genta. Se zice că P este un punct ăe întoarcere ^ ^ „ l . . I . 
de prima speţă (fig. 49). e ** f ~P0® 

9.6. Presupunem că ~$.'"{t) este coliniar cu ^ ^ ^ 
a"(i) şi că ~S."(t) şi "a(4)(«) formează o bază în T ^ 

Tp[R2. î n acest caz tangenta în P este definită p ^ s - f - 0 ^ / ' 
de P şijle ~$."(t). Deoarece prin ipoteză 3 r e IR / \ 
aşa ca "a'"(<) = ra."(t), formula Taylor de or- ' Fig. 49 
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dinul patru dă 

2 ' 6 
PQ 

7?3 \ + r — S."(t) 

+ — "s (fe), lini "(h) 
24 *->o 

fi4 

24 

0. 

Fig. 50 

Astfel pentru | ft j suficient de mic, perechea 
—, — J reprezintă cu aproximaţie coordo-

_ 2 2 4 / 
natele lui PQ în raport cu baza ~S."(t), a(4)(f). Deoarece, ambele coordo
nate sînt pozitive, curba trebuie să arate ca în figura 50 (o ramură 
pentru h negativ, o ramură pentru Ti pozitiv). în acest caz se spune că 
P este un punct de întoarcere de speţa a doua. 

9.7. Generalizînd situaţiile anterioare presupunem că: 

a'(<) = . . . = a ^ - 1 ^ ) = 0, tSm)(t) # 0. 

De asemenea presupunem că, în P , derivatele de ordinul m ^ 1, m + 2 . . . 
. . . , » — 1 sînt coliniare cu "a(m)(i) iar "a(m)(i) împreună cu a(n)(<) de
termină o bază în TP[R2- Deoarece prin ipoteză, V h, m < h < n, 3 rk e [R 
aşa ca ~oi.ik)(t) = rk-m~SSm)(i), formula Taylor de ordinul n dă 

PQ i h 

m. 
hz ...: + 

(m+1) 
+ r«-i-

(n 

lime(ft) = 0. 

% — 1) !/ n ! 

a—o 

Pentru Iftl suficient de mic . ( hm hn \ 1C' ~ 7 ' ~ 7 constituie cu aproximaţie 

coordonatele lui PQ în baza aleasă de noi. De aceea situaţiile din punctul 
singular P se pot rezuma în tabelul 

m | n 

impar 

par 

par 

impar 
impar 

par 

Forma curbei 

figura 47 

figura 48 
figura 49 

figura 50 

9.8. O b s e r v a ţ i i 
1) Dacă în punctul singular P nu sînt îndeplinite condiţiile din 9.7, atunci nu putem preciza 

care este forma curbei în vecinătatea acestui punct cu ajutorul derivatelor (fig. 27, 28, 29). 
2) Fie curba G: f(x, g) •= c şi (xB, g0)e C un punct critic al lui f în care hessiana Iui f nu 

este identic nulă. Dacă det d2f(a;0, p0) > 0, atunci (z„, g0) este un punct izolat al curbei (fig. 51, a ) ; 
dacă det ăsf(xe, y0) < 0, atunci (x0, #0) este un punci duWu pentru C (fig. 51, b ) ; 

182 



" ' b) fii 
Fig- 51 

dacă det d2f(a:0, r/0) = O atunci (£„, j/0) este un pună de întoarcere pentru C (fig. 51, c), într-un 
punct dublu sau de întoarcere direcţiile (l, m) ale tangentelor la C sînt date de 

d2f dsf d2f 
P (x0, ga) + 2lm (x0, gt) + m- — (x0, y0) = 0. 

dx2 dxdg di/* 

§ 10. Trasarea curbelor plane 

Fie a : I -> |R2, a(i) = (%{t), y(t)) o curbă plană. Pentru a desena imaginea 
«(I) c R2 în raport cu axele de coordonate este necesar să se urmărească 
următoarele probleme: 

10.1. Stabilirea domeniului de definiţie I, precizarea punctelor de 
acumulare ce nu aparţin lui I şi calculul limitelor lui t -> x{t), t -* y(t) 
în aceste puncte. Precizarea punctelor critice (dacă există!). 

10.2. Intersecţii cu' axele. 

10.3. Se cercetează dacă a este o curbă periodică, adică 3 T > 0, 
a(t + T) = a(i), Vi e I. Dacă a este periodică, de perioadă T, atunci este 
suficient să considerăm restricţia a : [0, T] -> IR2. 

Din faptul că a este o curbă periodică rezultă că l-s- x(t), t ->• y(t) 
sînt periodice avînd eventual alte perioade decît a. Dacă t -*• x(t) este 
periodică si are perioada Tv t -s» y(t) este periodică şi are perioada T2, 

T-, v iar — - = - £ ( Q , atunci a este periodică şi are perioada T = q_T1= pT2. 

Curbele date cartezian explicit prin y = f(x) nu sînt periodice deoarece 
x = t nu este periodică fiind funcţia identitate. Dacă / este periodică, 
atunci curba se deduce prin translaţie de-a lungul lui Ox din porţiunea ei 
construită pentru o perioadă a lui f. 

10.4. Se cercetează simetriile lui <x(I). Dacă V i e i , 3 t' e I astfel încît 
<1) x(t') = x(t), y{t') = -y{t), (2) x(t') = -x(t), y(t') = y(t), (3) cep) = 
= — x(t), y(t') = —y{t), (4) x{t') — y{t), y(t') = x(t) etc. atunci curba 
este respectiv simetrică faţă de (1) axa Ox, (2) axa Oy, (3) origine, (4) prima 
bisectoare etc. Se observă că sistemele (1), (2) şi (3) conţin ca un caz parti
cular studiul parităţii şi imparităţii funcţiilor i -> x{t), i'-> y{t). 

Dacă 3 r e jR astfel încît, V i e i , punctul x(r — t) se deduce din a(i) 
printr-o simetrie (în raport cu un punct sau o dreaptă), atunci rezultă 

t -X- t' T 
t' = r — t ceea ce este echivalent cu = —. Astfel t şi V sînt simetrice 
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A T a 
m jR faţă de —. In acest caz trasăm porţiunea din <x(I) corespunzătoare 

2i 
lui I n [rj2, oo) iar restul se completează prin simetrie. 

/ 1 \ Dacă ai — se deduce din a(t) printr-o simetrie, atunci rezultă t'= 
1 

= — sau tt' = 1. In acest caz trasam porţiunea din a(J) corespunzătoare-
v 

lui I n ([—1, 0) u (0,1]), iar restul se completează prin simetrie. 
10.5. Stabilirea punctelor regulate. Dintre punctele regulate trebuie 

precizate punctele de inflexiune şi punctele în care "a(M), n = 2, 3 , . . . sînt 
coliniari cu "a'. 

Stabilirea punctelor singulare şi a tangentelor în aceste puncte (cînd 
există !). Dintre acestea trebuie precizate punctele de inflexiune, punctele 
de întoarcere, punctele singulare de ordinul n în care "a(ra), m = n + 1,, 
îi + 2, . . . sînt coliniari cu ~oSn) ^ O şi punctele singulare în care a w = O? 
Jc = 1,2 . . . 

10.6. Determinarea punctelor multiple şi a tangentelor în aceste puncte. 
Dacă sistemul tx # t2, x(tx) = a?(Z2), y(fx) = y(i2) este compatibil (deter
minat sau nedeterminat), atunci soluţiile sale dau punctele multiple. 
Dacă sistemul este incompatibil, atunci curba are numai puncte simple. 

10.7. Alcătuirea tabelului de variaţie pentru funcţiile t -> x(t),'t -> y{t). 

10.8. Stabilirea ramurilor infinite şi a asimptotelor (dacă există!)» 
Putem întîlni situaţiile: 

1) limx(t) — thoo, limy(t) = b. î n acest caz asimptota are ecuaţia. 
t-t, t-t, 

y—b. Pentru a decide poziţia ramurii faţă de asimptotă, din tabel se citeşte 
semnul lui y{t) — b în vecinătatea lui tt. 

2) limx(t) = a,limy(t) = tkoo. î n acest caz asimptota are ecuaţia» 
t—t, t—t, 

x = a. 
3) limx(t) = dico, limî/(f) = ^3°°. 

t—t, t—t, 

Dacă lim = 0, atunci (1,0) este direcţie asimptotică. Curba mi 
t—t, x(t) 

admite asimptotă (ramură parabolică). 
Dacă lim—— = 0, atunci (0,1) este direcţie asimptotică. Curba nu ad-

t~t, y(t) 
mite asimptotă (ramură parabolică). 

Dacă lim = m, atunci (1, m) este direcţie asimptotică. Dacă 
t-t, x(t) 

lim(y(t) — mx(t)) = n, atunci curba admite asimptota y — mx + n. Dacă 
t-t, 
lim(y(t) — mx{t)) = rfccx>, atunci curba nu admite asimptotă (ramură pa-
t—t, 
rabolică). 

10.9 Exemplu 
Curba de ecuaţie xs + y* — 3axy = 0, a > 0, se numeşte foliul lut Descartes. 
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a) Să se găsească o reprezentare parametrică a curbei. 
b) Să se construiască această curbă. 
Soluţie 
a) Intersectăm cu dreapta y = tx. înlocuind în ecuaţia curbei obţinem x2(x + tsx — Zat) = 0 . 

Mai întîi avem x2 = 0, ceea ce corespunde punctului dublu (0, 0). Apoi, pentru t ^ — 1, găsim 

3a/ 3a(2 

x= , y = . 
1 + t3 l + t3 

b) Pentru a construi curba avem de rezolvat mai multe probleme : 
1) Domeniul de definiţie. Simetrii. Se vede că t £ (— co, — 1 ) U ( — 1 , oo)- în punctele 

de acumulare care nu fac parte din domeniul de definiţie trebuie să calculăm limite. Astfel avem : 

lim x(t) = 0 

lim y(t) = 0 
<-*±co 

lim x(t) = ©o lim x(f) •• 
t/-i <s.- i 
Hm 2/(0 : 

Observăm că 0(0, 0) este punct asimptotic a t î t pentru t -
punct se confundă cu punctul obişnuit t — 0. 

Sistemul 
3a/ ' 3a*2 

lim y(t) = oo. 
t\-i 

• oo cît şi pentru t • -oo. Acest 

1 + i'3 1 + t3 

Zat'2 Zat 

1 + t'3 l+P 

este compatibil nedeterminat deoarece este satisfăcut pentru orice t şi V din relaţia tt' = 1. 
Astfel curba este simetrică faţă de prima bisectoare. De aceea este suficient să construim porţi
unea (6 (— 1, 0) U (0, 1], iar restul să completăm prin simetrie. 

2) Puncte regulate. Puncte singulare. Avem 

3a — 6 ai3 

Din x' — 0 •. t = Din if 

(1 + t3f 

o => t, = o, u 

v = -
6at — 3a/« 

(1 + t3f. 

v* 
1/2 . Aceasta înseamnă că foliul lui 

Descartes este o curbă regulată. 
3) Puncte multiple. 
Avînd în vedere semnificaţia lui / (panta unei drepte), t—y — o o şi <-» op dau acelaşi punct 

<0, 0) pe curbă (punct asimptotic) care corespunde intersecţiei curbei cu axa Oy(x = 0). Pe 
de altă parte t — 0 dă punctul (0, 0). Astfel originea este punct dublu. 

Sistemul 

Zat, 

\h*k 

3at1 

i + 4 

Zat\ 

1-Mf 

1 + 

Zati 

arată că nu mai avem şi alte puncte multiple. 
Tangentele în 0(0, 0) sînt axele Ox şi Oy. 
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4) Tabelul de variaţie pentru x(t) şi y(t) 
3 _ 3 

— oo — 1 0 1/^2 J/2" +< 

Flg. 52 
5) Ramuri infinite. Asimptote. 

x' 

x 

V' 

y 

0 

0 

+ 

/ 

— 

\ 

oo 

- o o 

+ 
/ 0 / 

— oo 

— 0 

oo Si / 
0 

0 

2a]/4~ 

+ 
3 

«f2 

— — 

a]/2 0 

+ 0 — 

2a]/4 0 

J/(0 Pentru t /• — 1 ş} t \ — i avem ramuri infinite. Deoarece lim — = — 1, rezultă că 
f- . - l x(0 

ambele ramuri infinite admit direcţia asimptetică (1, — 1)- Pe de altă parte 

lim (g{t) + x(0) = lim = — a 
«- .- l i — l l + f s - l 

şi astfel avem asimptota oblică y + x + a = 0. 
6) Trasarea curbei (Fig. 52). 

§11. Formule Frenet şi elemente de teoria eontaetului 

Fie B : J -> R2, B(s) = {x(s), y{s)) o curbă cu viteza _jmu. Versorul 
tangent este 2X«) = P'(s) = («'(s), y'(s)), iar versorul normal N(s) este definit 
prin rotirea lui T(s) cu TC/2 (fig. 53). Astfel, N(s) — (-y'(s), x'(s)). 

Deoarece (f, T) = 1, rezultă (.f', 3 ^ = 0 şi deci^ T'_== (x", y") este 
perpendicular pe T. Cum avem şi N _|_ 2' rezultă că T' Şi -^ sînt coliniari. 
Funcţia s -> fc(s) definită prin ecuaţia Frenet 

T' == fctf 

se numeşte curbura lui B. Pentru curbele din plan, k(s) e [R şi semnul său 
arată cum se încovoaie (3(J). 

11.1. Teoremă. Dacă B : J - > [R2 este o eurbă cu viteza unu care are 
curbura A-, atunci avem : 

k-N, H' -TcT. a) Formulele Frenet: i 
do 

b) & = —, unde 9 este unghiul care dă panta tangentei lui B în 
ds 

punctul curent. 
Demonstraţie, a) Scriem pe N' în forma 

1T' = 0', T)T + (Nf, N)lf. 
Găsim (N', N) = 0 şi (N', T) = - (N, T')j= - Ic. 

b) Folosim figura 54 şi observaţia că T=î cos<p-f-
+ ] sin©. 

îy _ \ ff(s): 
N^ uS / 

fi/ii/ 
ls(s) 

Fig. 53 
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Deci T' = ^- N, adică h = ^ . 
ds ds 

11.2. Teoremă. Curbura Ti determină pe [3 ab
stracţie făcîndde poziţia sa în plan (de o izo-
metrie). 

Demonstraţie. Tinînd cont de teorema 11.1 
avem g 

s 

— = U(s) şi deci <p = <D0 -f- \ Jc(s)ăs, 
ds ' Fig . 54 

unde <?0 este unghiul pe care-1 face tangenta ia curba căutată în punctul 
« = s0 eu axa Ox. Pe de altă parte 

da; ăy 
— = cos cp, — = smcp 
ds ' ds 

şi astfel 

x = x, o 4 l cos ap ds, y = y0 + V sine? ds, 

unde (x0, y0) este punctul corespunzător lui s = s0. 
Constantele <p0, x0, y0 nu sînt esenţiale. Ele depind de alegerea axelor 

de coordonate. îfotînd 

u' = V cosip ds, «/' = \ x' — \ cosip ds, y' = \ sini ds, ^ = \ &(s)ds »( 

observăm că 
x — x0 + aj'cosqp0 — 2/'sincp0 

y = Vo + aj'smo0 +^'cosap0 

şi deci ş0 determină o rotaţie, iar (x0, y0) determină o translaţie. 
Dacă <p0 = 0, x0 = y0 — 0, atunci punctul de la care se măsoară absci

sele curbilinii coincide cu originea coordonatelor, iar sensul tangentei 
în acest punct coincide cu sensul lui Ox. 

l î .3 . Teoremă. Dacă~a(t) = {x{t), y[i)), tel este o curbă regulată din 
plan, atunci 

"" , #(a')) x'y" — x"y' 
it = 

{X>2 + 3,'2)S/2 

unde ^ este operatorul rotaţiei de unghi —, adică i ^ , i2) = (—tf2, t j 
2 

iar „'" înseamnă derivata în raport cu t. Funcţia —^ : I — {t\tel, ~k(t) — 
\~k\ 

=0}-» (0, oo) se numeşte rază de curbură. 
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Demonstraţie. Avem a' = vT, &{*') = vM(T) = vN, a" = — T + 
ăt 

4- Jev*N şi deci (a", dt(a')) = hv3. 
în § 6 a fost definită noţiunea de „contact de ordinul n" a două curbe. 
11.4. Teoremă. Curbele a.x:y — fx(x), a.2:y = f2{x) au în punctul comun 

-^o(^o) Va) u n contact de ordinul n dacă şi numai dacă 

âk)(oj0) = fik\x0), fc = 0 ,1 , . . . , « , 

ft+l)(%0) * /a
f"+1)(s<>). 

Demonstraţie. Curbele a.x şi a2 au în M0 un contact de ordinul » dacă şi 
numai dacă ecuaţia /x(a?) — f2(x) = 0 admite pe #0 drept rădăcină multi
plă de ordinul n + 1 , adică dacă şi numai dacă 

/i(S)(^o) - / f (%) - 0, fc = 0 ,1 , . . . , n, 

/ i ( 8 + 1 , W - / 2
( , + 1 ) W ^ o . 

11.o. Teoremă. Curbele % : x = x(t), y = y(t), C:f(x,y) — 0 au în 
punctul comun regulat t0 <-» Jf 0(a?0, #0) un contact de ordinul » dacă şi 
numai dacă funcţia compusă t -> ®(t) = f{x(t), y(t)) satisface 

€>'s,(*0) = 0, k = 0 , 1 , . . . , n, Or»+i\*0) jk 0. 

Demonstraţie. Fie — (a?0! #0) ?̂  0. Atunci 0 este reprezentată într-o 
8y 

vecinătate a lui (a?0, y0) de arcul simplu şi regulat a : x = x, y — y{%), 
we I. Eestrîngînd eventual pe I reparametrizăm pe a prin x = x(t) şi 
găsim a2: x = x(t), y = y(x(t)) = u(t). 

Deoarece f(x(t), u(t)) = 0 este o identitate într-o vecinătate a lui tw 
prin derivare deducem identităţile : 

, ş ( d d x i 8 d l l \ ( k ) ti m /,xx A 
(*) — — + — — f(x(t), u{t)) = 0. 

V ox ăt du ătj 
în particular acestea sînt adevărate pentru t = t0. 

Presupunem că v.x şi oc2 au în f0 <->• if0(a?0, y0) un contact de ordinul «T 
adică 

(..) A*m ăku{t) 
ătk 

ăn+1y(t) 
ătn+1 

atic i k = 0 ,1 . 

, d"* *•»(*) | 
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CC, 

/ / % f 

Curba oscuSafoare 

Fig. 55 

Curba oscu/stoare 
n=2, rr+i=3 

Fig. 56 

Din (**) şi (*) rezultă că funcţia t -J> <D(2) = f(x(t), y{t)) satisface 

(***) Q<*(t0) 

*("+1)(<0) 

— fiL !*f , i djM (*) 
Sic d i oy ăt ) 

fW), y(t)) = o 

7c = O, 1, . . . , », 
_5_ d£ _5 <fy\ 5 da; 
doc dt 

(»+i) 
/ ( * ( * ) , ?(*)) # 0. 

cty dij 
Beciproc, relaţiile (***) şi (*) implică pe (**), adică ô  şi a2 au în t0 *->• 

<->• M0{xQ, y0) un contact de ordinul n. 
11.6. Owrfce osculatoare. Fie % : a? = #(<), 2/ = #(2), te I o curbă fixată 

şi a2 :/(#, y ; %, «2, • • •> an+i) = 0 o familie de curbe care depind de n + 1 
parametri, unde / este o funcţie diferenţiabilă de n + 3 variabile. 

Se pune problema să determinăm din familia a2 o curbă care să aibă 
cu a1; într-un punct dat, un contact de ordinul n, adică n + 1 puncte 
confundate. Această curbă se numeşte osculatoarea curbei a.v 

Problema găsirii curbei osculatoare se rezolvă prin înlocuirea lui x(t) 
şi y(t) î n / , aplicarea teoremei 11.5 şi găsirea celor n + 1 necunoscute at 
ce determină curba osculatoare. Dacă în punctul considerat curba obţinută 
are cel puţin un contact de ordinul J I + 1 cu <x17 atunci ea se numeşte 
supraosculatoare. 

Deoarece curba osculatoare a unei curbe ax este de fapt poziţia limită 
a unei curbe din familia a2 care trece prin n +1 puncte ale lui av atunci 
cînd aceste puncte tind de-a lungul lui a2 către punctul dat iniţial, putem 
afirma că: 

a) dacă n = 2h + 1 , atunci curba osculatoare nu traversează pe «j 
în punctul M0 (fig. 55), 

b) dacă n = 2~k, atunci curba osculatoare traversează pe ax în punctul M0 
(fig. 56). 

11.7. Exemple 
1) Dreptele din plan ax -f by -f c — 0 formează o familie de curbe cu doi parametri esen

ţiali. De aceea, fiind dată o curbă a se poate determina, într-unui din punctele sale, o dreaptă 
osculatoare (contact ordinul 1 ~ 2 puncte confundate) care 
este de fapt tangenta la curbă (fig. 57). în punctele singulare ^ fsţL 
ale lui <x dreapta găsită este supraosculatoare. 

2) Cercurile din plan (x — xB)2 + (y — y0)s = R2 sau 
(r — ~cf — B2 = 0 formează o familie de curbe cu trei parametri 
esenţiali (coordonatele centrului şi raza). Fiind dată o curbă 
a.(l) = (x(t), y(t)) şi un punct pe ea se poate determina un cerc 
osculator (contact ordinul 2 —3 puncte confundate). Fl0 . 57 

*e"*J 
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'Pentru determinarea acestui cerc ne folosim de teorema 11.5. Astfel impunem 
'condiţiile : 

(3 — cf — i?2 = o 

(a', a — c) =• 0 

(a" , a — c) + a'2 = 0. 

Ecuaţia din mijloc dă c = a + XN, unde N este cîmpul normal unitar, iar ultima ecuaţie 

implică X = — , unde k este curbura lui a. Evident, trebuie impusă condiţia A' 54 0 în punctul 
k 

considerat. Centrul cercului osculator c = 3 -| N se află pe N şi se numeşte centru de 
k 

curbură. Raza cercului osculator R = — se obţine din prima ecuaţie şi se numeşte raza 

-de curbură a lui a. Cercul osculator se mai numeşte şi cerc de curbură (tig. 58). 
Explicit, centrul cercului osculator eSte dat de 

xa = x — V 
x"> + »'» 

x'ff" — x"y' 
!/o = ff + * '" 

y'2 

x'u" — x"y' 

i a r raza sa este 

R 
(z ' 2 + 1/'2)3/2 

\x'g" — x"y'\ 

Curba y = a -\ AT, care este de fapt locul geometric al centrelor de curbură ale lui a, 
k 

se numeşte evoluta sau desfăşurata lui <x. 
3) Fie o curbă a şi un punct pe această curbă. în acest punct se poate determina o para

bolă osculatoare care să aibă cu oc un contact de ordinul t r e i ; o elipsă sau hiperbolă oscula
toare care să aibă cu a un contact de ordinul patru etc. 

Fie (a) o familie de curbe din plan reprezentată prin ecuaţia/(a?, y; a) = 
= 0, unde / este o funcţie diferenţiabilă în raport cu cele trei argumente. 

l î .8 . Definiţie. O curbă a : I -> [R2, a(a) = (x(a), y(a)) se numeşte înfă-
şurătoarea familiei (a) dacă satisface condiţiile : 

1) VP G a(I) se poate indica o curbă unică a familiei care să conţină 
•vunctul P ca punct regulat şi care să aibă în P un contact de orăimil n > 1 
•cu a(I). 

2) V curba din familia {a), există un punct, regulat P, al său care să apar-
1 / ţină şi lui a(I) şi în care cele două 
{/ . Famîfis (al curbe să aibă un contact de ordinul 

n > 1. 

Fig, 58 F i 0 . 59 

U 3) Nici o curbă a familiei (a) 
. t \/& să nu aibă un arc comun cu «(!). 

,>--• Cu alte cuvinte înfăşurătoarea 
este curba la care sînt tangente 
curbele din familia (a) (fig. 59). 
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11.9. Teoremă. înfăşurătoarea familiei (a) este inclusă în curba definită-
prin: 

ff(x, y;a) = 0 
M-(x,y; a)=0. 
da 

Demonstraţie. Prin ipoteză f(x(a), y(a); a) = 0, Va. Derivind rezultă 
identitatea — — + — — + — = 0. Scriem condiţia ca în punctele-

8x da dy da da 
4.x A- - .. •• (8f df\ • (ăx dy 

comune sa avem aceeaşi tangenta adică vectorii — » — J şi —» — 
V dx dy) \da da 

să fie perpendiculari, 
dfăx + dfăy^^ 

dx da dy da 

Din ultimele două relaţii găsim 
-^ (x, y; a) = 0, 
da 

ceea ce trebuia demonstrat. 
11.10. Exemplu. Să se determine înfăşurătoarea curbelor 

f(x, g ; a) = (y — a)2 — (x — a2)3 = 0 

Soluţie. Alcătuim sistemul 

f(x, g ; a) = (9 — af — (x — a2)3 = 0 

9/" 
— (x, ff; a) = — 2(jf — a) + 6a(x — a2)2 = 0, 

care conduce la g2 — x = 0 şi 

27a* + 1 \ / 9a« + 1 
K(a) = ; 

V 9a2 27a3 ) 

Observăm însă că punctele pentru care j / a — x = 0 sînt puncte critice pentru familia (a) adicS 
df 8f 

puncte în care avem f — 0, — = 0 , — = 0. De aceea numai curba a este înfăşurătoarea 
dx dy 

familiei (a). 

§ 12, Curbe plane în coordonate polare 

12.1. Presupunem că planul xOy a fost raportat la un reper polar şi 
că punctului (w, y) îi corespunde punctul (p, 6). în această ipoteză, o curbă 
plană mai poate fi dată şi prin ecuaţia polară, p = /(0). 
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12.2. Fie (p, G) un punct al unei curbe date, 
diferit de pol. Unghiul V dintre tangenta în 
acest punct şi raza veetoare corespunzătoare 

P este dat de tg V — Dacă considerăm un 
reper carteziaa adecvat: OX este pe raza 
vectoare corespunzătoare punctului (p, G) iar 
O Y este perpendiculară pe OX astfel încît XO Y 
să fie un reper orientat pozitiv, atunci tangenta 
şi normala în (p, 0) au respectiv ecuaţiile (fig. 60) 

Fifi. 60 
Y = JL (X - p) 

P 
şi 

P' 

Numerele reale OT 

Y+X- p 

si ON = o se nu-

Fig. 61 

mese subtangentă polară şi respectiv subnormala 
polară (fig. 60). 

Dacă curba considerată trece prin pol, atunci 
tangenta în pol face cu Ox unghiul Gx care 
anulează pe p = /(G). 

12.3. Punctele multiple ale unei curbe date prin p 
rezolvînd ecuaţiile 

= /(6) se găsesc 

/ (6J = /(92 + 2fc7t), /(Gx) = - / ( 8 2 + iz + 2ftw), Te eTl. 
12.4. Alura curbei se stabileşte cu ajutorul semnului curburii 

- 2 - i -2p ' 2 

k = z- pp 
(p2 + p'2)3/2 

Pentru 7c > 0 corespund puncte în vecinătatea cărora curba se încovoaie 
în sens opus polului, pentru Ic < 0 corespund puncte în vecinătatea cărora 
curba se încovoaie către pol, iar pentru k = 0 obţinem de obicei puncte 
de inflexiune. 

12.5. Valorile lui 9 pentru care limita lui p = / ( 8 ) este infinită, dau 
direcţiile asimptotice. Fie G0 o direcţie asimptotică. Notăm ă = 
= lira sin (8 — 80). Dacă ă este finit, atunci curba admite o asimptotă 

8-*80 

a cărei ordonată la origine este #(fig. 61). Dacă ă = co, atunci curba are o 
ramură parabolică. 

CURHE ÎS [R3 

§ 13. Tangenta şi planul normal 

Eaportăm spaţiul la reperul natural si considerăm curba a : I ~> fR3, 
*(t) = (x(t),y(t), *(*)). 

Curbele din spaţiu se împart în două categorii: curie plane şi curbe 
strîmbe. 
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cc'(t) Tangenta 

F>g. 63 

O curbă din spaţiu se numeşte curbă plană dacă V i e i , 3a, b, c, de jR 
astfel ca aoc(t) + by(t) -j- cz(t) + d = 0. 

Fie P = a(f) un punct regalat al curbei. Se ştie (§ 2) că dreapta care 
trece prin P şi are ca vector director pe a '(t) este tangentă la curba a în P . 

13.1. Definiţie. Planul care trece prin P şi are drept vector normal pe a'(<) 
se numeşte plan normal la curba a în P (fig. 62). 

într-un punct regalat fixat, P = a(t), tangenta şi planul normal au 
respectiv ecuaţiile : 

x x(t) y - y(t) m 
x'{t) y'(t) z'(t) 

(x-x(t))x'(t) +{y-y{t))y'{t) + 

+ (z — z(t))z'(t) = 0. 
Dacă P = <x(t) este un punct singalar de ordinul m, se ştie că dreapta 

care trece prin P şi are ca vector director pe a(m)(£) este tangenta curbei 
în punctul P . 

13.2. Definiţie. Planul care trece prin P şi are drept vector normal pe a(m)(2) 
se numeşte plan normal la curba a. în P (fig. 63). 

într-un punct singalar de ordinul m, tangenta şi planul normal la curbă 
au respectiv ecuaţiile : 

x ®(t) y — y(t) % — z(t) 
x'm\t) yim\t) ~lm) (t) 

şi (x - x(t))x™(t) + (y- y(t))y™{t) + 

+ (z — z(t)) z(m\t) = 0 

§ 14. Curbe definite prin ecuaţii earteziene implicite 

Curbele din R3 mai pot fi introduse şi pornind de la funcţii diferenţiabile 
de tipul F = (/, g) :[R3 -» R2, F(x, y, z) = (f(x, y, z), g(x, y, z)). Deoarece 

dx dy dz 
dg_dg_dg_ 
dx dy dz . 

punctele critice ale lui F se află rezolvînd sistemul 

J(F) = 

D(/> g) = o, D(/ ; 9) 
JD(z, x) 

= 0, D(/> g) 
~D(x,y) 

= 0. 

e. 625 
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Punctele în care cel puţin unul din aceşti determinanţi este diferit de 
zero sînt puncte regalate. Mulţimea 

0 = F-\a, b) = {(x, y, z) \{x, y, z) e {R3, f(x, y, z) = a, g(x, y, z) = b}, 

se numeşte mulţime de ecuaţii carteziene implicite f(x, y, z) = a, g(x, y, z) = 
= b. 

Mulţimea G este de fapt intersecţia a două mulţimi de nivel constant. 
Ea poate să conţină atît puncte regalate cît şi puncte critice ale lui F. 

Fie (x0, yQ, z0) e G. Mulţimea tuturor punctelor din C a căror distanţă 
faţă de (x0, ym z0) este mai mică decît un număr s > 0 se numeşts vecină
tate a lui (x0, y0, z0) în G. 

14.1. Teoremă. Dacă (x0, y0, z0) este un punct regulat din C, atunci 
există o vecinătate a acestui punct în care ecuaţiile 

f(x, y, z) = a, g(x, y,z) = b 

definesc o curbă simplă şi regulată. 
Demonstraţie. Deoarece ecuaţiile f(x, y, z) = a, g(x, y,z) = b reprezintă 

respectiv mulţimi de nivel constant diferite, mulţimea G apare ca fiind 
intersecţia acestor mulţimi. 

D(/, g) In ipoteza^ (x0, yQ, z0) =£ 0, teorema funcţiilor implicite asigură 
T>(y, z) 

că sistemul f(x, y, z) = a, g(x, y,z) = b defineşte două funcţii x -^ly(x), 
x -> z(x), în vecinătatea I a punctului x0, pentru care 

ăy 
dx 

p(f, 9)) 
B(z, x) 
D(/, g) 

dz 
da; 

W, g) 
T)(x,y) 
*>(/, g) 

D(îr, z) v(y, «) 

Astfel porţiunea din G din jurul punctului (x0,y0,z0) poate fi gîndită 
în mai multe moduri (fig. 64) : 

— intersecţia a două suprafeţe cilin
drice (vezi Cap. 3), 

— graficul aplicaţiei h : I -> [R2, 
h{x) = (y(x), z(x)), 

— imaginea lui I prin aplicaţia 
a : x = t, y = y(t), z = z(t). De aceea 
această porţiune este o curbă simplă şi 
regulată. 

în ipotezele teoremei 14.1, mulţimea G 
este reuniunea imaginilor unor curbe 
simple şi regulate, numindu-se curbă de 
ecuaţii carteziene implicite f(x, y, z) = 
— a, g(x, y, z) = b. Această denumire 
se păstrează uneori chiar dacă G conţine 

Fig. G4 şi puncte critice. 

x,—{x„tl,0)/ J^i^W^ 
^ 
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Dacă f şi g sînt polinoame, atunci C se numeşte curbă algebrică. 
14.2. Tangenta. Fie P{x0, y0, z0) un punct regulat al lui C. î n baza 

definiţiei din § 2 şi a teoremei 14.1 deducem că tangenta la C în P are 
ecuaţiile 

x - x0 y - y0 z — z0 

D(/, ff) D(/, 0) D(/, g) 
) D(a?0, #0) 

De aceea planul normal corespunzător are ecuaţia 

D(2/0> «o) D(%> xo) "\xoi Vo) 

14.3. O b s e r v a ţ i i . 
1) în situaţii concrete curba C poate fi dată prin două ecuaţii şi prin mai multe media ţ i i 

în x, y, z (inecuaţiile precizează o anumită porţiune din spaţiu). 
2) Reprezentarea curbei C (sau a unei porţiuni din C) în forma a(() = (x(l), y(t), z(i)) 

se poate face prin intermediul teoremei 14.1 sau prin artificii de calcul. 

3) Fie o curbă din spaţiu dată în forma a(t) = (x(t), y(t), z(l)). Dacă pentru t = t0 avem 
x'(t0) jt 0, atunci teorema funcţiei inverse permite să spunem că funcţia x = x(f) are inversa 
t = t(x) în vecinătatea lui t0. Astfel y = y(f), z = z(t) apar ca funcţii compuse sau pe scurt 
ca funcţii de tipul 

Jff = Vi*) 
\z= z(x) 

şi deci, in vecinătatea punctului ales, curba apare ca intersecţie a două suprafeţe cilindrice. 

4) în general, dacă există o funcţie F = (f, g) : [R3~> [R2 astfel încît 

f(x(t), 1,(1), z(0) = a, g(x{t), y(t), z(t)) = b, V i e / , 

atunci f(x, y, z) = a, g(x, y, z) = b sînt ecuaţiile carteziene implicite ale curbei a(t) = (x(t), 
y(l), z(t)), t e l . 

5) Fie C : f(x, y, z) = a, g{x, y, z) — b o curbă regulată. Gradienţii 

Vf = — i + — j + -l k, vg = — i + — j + — k, 
dx dij dz dx dy dz 

definiţi pe C, sînt cîmpuri normale la C (Exerciţiu !). 

14.4. Exemple 
1) Dreapta. Ecuaţiile carteziene implicite ale unei drepte din spaţiu (intersecţie de plane) 

sînt 

(a1x + b1y + c1z+ d1 = 0 [ai bx C l 1 
D • < rang = 2 , 

[ a 3 i + 6 2 y + c2- + d2 = 0 ["2 h c2J 

iar ecuaţiile parametrice sînt a.: x = x0 + li, y = y0 + mt, z = z„ + nt, t 6 |R. 

24 
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2) Cercul. De obicei un cerc din spaţiu este privit ca fiind intersecţia dintre o sferă Şi un 
plan : 

f(x — x, 

[ax + * 
o)2 + (0 — J/o)2 + (* — z8)2 = r2 I ax0 + byB + cz0 + d I 

< r . 
fii? + cr + rf = 0 }fa2 + i2 + e2 

3) Conicele. în general, intersecţia dintre un plan şi o cuadrică este o conică în spaţiu ; astfel 

C: 
J f(x, y,z) = 0 
I ax + by + ci cz+ d- 0, 

unde f(x, y, z) este un polinom de gradul doi. 

§ 15. Formule Frenet pentru curbe eu viteza unu 

Iniţiail vom face cîteva observaţii în legătură cu studiul formei unei 
curbe din spaţiu în vecinătatea unui punct al său, studiu care se face în 
acelaşi mod ca la curbele plane. Precizăm că în acest caz, figurile 47—50 
ne dau forma proiecţiei curbei (în general proiecţie oblică) pe planul de
terminat de cele două derivate necoliniare. 

O mai bună aproximare a formei unei curbe din spaţiu se poate obţine 
utilizînd trei derivate liniar independente. De exemplu, presupunem că 
P este un punct regulat şi că «'(£), <*"(£), ~5,'"(t) determină o bază în TP[R3. 
Utilizînd formula Taylor de ordinul trei 

PQ = ̂ a'(t) +~»"(t) +f^'"(t) ~ T ( A ) , limS(&) = 0, 
3 ! h-*o 

ajungem la concluzia că pentru | li j suficient de mic tripletul j Ji, WT) 
dă cu aproximaţie coordonatele lui PQ în baza aleasă. Gînd Ti trece prin 
zero prima şi ultima coordonată îşi schimbă semnul, iar cea din mijloc 
şi-1 păstrează. Astfel, în vecinătatea lui P , arcul se află în acelaşi semispaţiu 
cu <x"(t), traversează pe a"(t),x'"(t) si planul determinat de P , a.'(t) si ~S."(t) 
(fig. 65). 

Planul determinat de P , x'(t) şi a"(2) se numeşte plan osculator. 
Astfel, în vecinătatea lui P , curba considerată are o abatere de la tan

gentă (curbare) şi o abatere de la planul osculator (torsionare). 
ÎTe propunem să găsim elementele mate

matice care măsoară curbarea şi torsionarea 
unei curbe regulate din [R3. 

15.1. Fie p : e7-> IR3 o curbă cu viteza unu, 
adică || | ' (*) | | = 1, V s e J . Cîmpul T = f se 
numeşte cîmp tangent unitar al lui j3. Deri-
vînd pe (jî', JQ = 1 deducem (£", | ' ) = 0 
şi deci T' = f ", | " _]_]$'. După raţiona
mentul făcut în § 9, curba p se încovoaie 

h-Z'(t) 
ti*® 
Fig. 65 
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în acelaşi sens cu T' = p". Pe măsură ce || (3"|l 
creşte, încovoierea lui [3 creşte. în acest fel T' — 
= p" controlează curbarea lui (3, iar lungimea lui 
2" dă o măsură numerică a acestei curbări. De 
aceea T' se numeşte cîmp curbură, iar funcţia 
k : J-> [0, oo), k(s) = || T'(s)\\, se numeşte curbura 
lui p (fig. 66). 

Presupunem 7c > 0. în această ipoteză cîmpul 
vectorial JV = — T' se numeşte cîmpul normal principal al lui (3. Cîmpul JV 

indică în fiecare punct sensul în care se curbează (3. Evident T(s) şi 
N(s) determină planul osculator al curbei |3. Pentru controlul abaterii 
curbei de la planul osculator (torsionare) în vecinătatea punctului P(s) se 
utilizează versorul normal al acestui plan. De aceea se introduce cîmpul 
unitar B = T x N care se numeşte cîmp binormal pe (3. 

Evident cîmpurile vectoriale T, N, B definite pe |3 sînt ortonormate. 
Ansamblul T, N, B poartă numele de cîmpul reperului Frenet pe [3, iar 
ansamblul T(s), J\T(s), -B(s) se numeşte reper Frenet ataşat punctului (3(s) 
de pe curbă. 

Acest reper determină un triedru Frenet (mobil) ale cărui muchii se 
numesc respectiv : tangenta, normala principală şi binormala. 

Planele de coordonate ale acestui triedru se numesc respectiv plan 
normal, plan rectificant şi plan osculator (fig. 67). 

Folosirea cîmpului reperului Frenet în studiul unei curbe regulate [3 
dă mai multe informaţii despre curbă decît ar da folosirea oricărui alt 
cîmp de repere. Ideea de bază care pune în evidenţă utilitatea acestui 
cîmp de repere constă în posibilitatea exprimării derivatelor T',N', B' cu 
ajutorul lui T, N, B. Ştim că T' — hN. Să arătăm că B' este coliniar 
cu N. Pentru aceasta este suficient să dovedim că (B', B) = 0 şi (B', T) = 
= 0. Prima relaţie este adevărată deoarece B(s) este un versor. Pentru a 
demonstra a doua relaţie derivăm pe (B, T) — 0 şi găsim 

(B'} T) 4- (B, T) = 0 îsau (B', T) = ~(B, bl) = 0. 

Funcţia reală T : J -» K definită prin 

B' = - T̂ Y 

se numeşte torsiunea curbei (semnul minus este 
pus prin convenţie), -r(s) poate fi un număr 
negativ, nul sau pozitiv. Ulterior vom arăta 
modul în care T măsoară abaterea curbei (3 de la 
planul său osculator. 

Să exprimăm acum pe i\r', în raport eu 
T, W, B. Avem 

W = (!', T)T -f 0', N)f + 0', B)B. 

n.p-

Fig. 67 
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Deoarece N(s) este un versor rezultă că (N', N) = 0. Pentru evaluarea 
lui (N', T) şi 0', 5) pornim de la (N, T) = 0 şi (N, B) = 0 pe care le 
derivăm în raport cu s. Găsim: 

( # , T) = ~ (W, T) = - ( # , fc#) = -f t , 

( # , 5) = - (1 , 5') = - (N, -TN) = T. 

Astfel am demonstrat: 
15.2. Teoremă (formulele Frenet). Dacă p : J -s- R 3 este o curbă cu viteza 

unu, cu curbura h > 0 şi cu torsiunea r, atunci 

T = 

W' = -kT 

kN 

•:B 

B' = :N. 

15.3. Aproximarea Frenet. ÎTe propunem să dăm acum o aproximare 
a unei curbe p în vecinătatea unui punct al său şi cu ajutorul acestei apro
ximări să arătăm în ce mod curbura şi torsiunea influenţează forma curbei. 
Pentru aceasta pornim de la aproximarea Taylor 

2 3 

P(«) ~ P(0)+^?(0) + i j p''(0) +|yp'"(0) 

pe care o vom exprima cu ajutorul reperului Frenet în punctul considerat. 
Avem 

Pe de altă parte 
P'(0)=T0, p"(0) 

— ri l" — 
(fcAT)' = — 2T 

d s 

fc0N0. 

•ftJV' 

şi folosind formula lui Frenet pentru N' găsim 
.st . dft P'"(0) = - ¥0T0 ăs 

(0)N0 4- k0r0B0. 

Fig. 68 

_̂  înlocuind în aproximarea Taylor şi reţinînd 
»- N0 numai partea principală în fiecare componentă 

(puterile cele mai mici ale lui s) obţinem 

Ş{8) ~ p(0) +sT0 +k0~N0 + k0z0?-B0. 
2 o 

ÎTotînd partea dreaptă cu j(s) obţinem o 
curbă y : J -» IR3 numită aproximarea Frenet a 
lui p în vecinătatea lui s = 0 (fig. 68). Precizăm 
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că p are aproximări Frenet diferite în puncte diferite. Dacă s = 0 este 
înlocuit printr-un punct arbitrar s = s0, atunci în expresiile anterioare s 
se înlocuieşte cu s - «,. 

Să examinăm aproximarea Frenet dată anterior. Primul termen în 
expresia lui y(s) este chiar punctul (3(0). Primii doi termeni dau tangenta 
lui p în p(0): 

s-»p(0) +sT0. 
Aceasta este cea mai bună aproximare liniară a lui p în vecinătatea luî 
P(0). Primii trei termeni dau parabola 

*-> p(0) +sf0 +lc9£-N0, 

care este cea mai hună aproximare pătratică a lui p în vecinătatea lui p(0). 
Observăm că această parabolă se află în planul osculator al lui p în punctul 
P(0), are aceeaşi formă ca şi parabola y = lcQ — din planul xOy şi este 

complet determinată prin curbura lc0. Astfel Jc0 măsoară abaterea curbei 
de la tangenta în p(0) în sensul lui N0. 

î n final, torsiunea T0, care apare în ultimul şi cel mai mic termen al 
lui y, controlează abaterea lui p de la planul său osculator, în P(0), în 
direcţia lui B0. 

§ 18. Formule Frenet pentru curbe eu viteza arbitrară 

16.1. Fie a : I -
şi p : J -> IR3, s 
abscisa curbilinie, atunci 

[R3, t -> a(i), o curbă regulată care nu are viteza unu 
• p(s), reprezentarea sa normală. Dacă s : I -*• J este 

V « e J , a(J) = P(s(<)). 

Dacă &3 > 0 , Tp, Tg, A73 şi -Bg sînt elementele Frenet pentru p, atunci 
pentru a definim : 

— funcţia curbură : k = Tcpo s, 
— funcţia torsiune : T = -rg o s, 
— eimpul tangent unitar : |T = Tg°s, 
— cîmpul normal principal: N = 3Tg o s, 
— cimpul binormal: B = B$ o s 

şi astfel obţinem elementele Frenet pentru 
o curbă cu viteza arbitrară (fig. 69). 

16.2. Lemă. (Formulele Frenet pentru o 
curbă cu viteza arbitrară). Dacă a : I -> \R3 

este o curbă regulată cu viteza v şi h > 0, 
atunci 

T' = 

N' = 

W = 

-hvT 
kvN 

•rvW 

+ zvB 
Fig. 63 
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Demonstraţie. Fie (J reprezentarea normală a lui a. Prin definiţie T(t) = 
— Tp(8(t)), tel, şi prin derivare găsim 

T'(t) = S'(t)n(s{t)). 
Pe de altă parte teorema 15.2 dă 

înlocuind pe s cu s(t) şi revenind la T(t) deducem 

T'(t) = s'(t)hW))N(s(t)) = »(*) k(t)N(t). 
Celelalte formule se demonstrează analog. 

Să exprimăm acum cîmpul viteză şi cîmpul acceleraţie în raport cu 
¥,N şi B. 

16.3. Lemă. Dacă a este o curbă regalată cu viteza v, atunci cîmpurile 
viteză şi acceleraţie ale lui a sînt date de 

a' = vT, a" = — T + kv*N. 
dt 

Demonstraţie. Deoarece a = p(s) găsim 

a'(t) =8'(t)f(8{t)) = v(t) T&(s(t)) = v(t)T(t). 

O nouă derivare dă (fig. 70) 
_^ rjii _ _ r\<g — -> 

d* di 

Formula care dă acceleraţia este mai complicată decît formula care dă 
viteza. Prin definiţie a" este variaţia vitezei a' în unitatea de timp şi în 
general se schimbă atît lungimea lui a' cît şi direcţia. 

dw -* _ —. 
Componenta tangenţială — T a lui a" indică variaţia lungimii lui a.', 

ăt 
iar componenta normală Icv^N indică variaţia direcţiei lui a'. 

!Ne propunem acum să dăm formulele explicite pentru determinarea 
elementelor Frenet. 

16.4. Teoremă. Dacă a : I -^ R8 este 
o curbă regulată, atunci 

T 

£ = 
a ' X a ' 

j î ' X a " 

*V*/V 

| « ' X « " | | ( q ' X q " , a ' " ) 
• , Ţ = - - " 

Fig. 70 

| | q ' x q " | l 2 

unde „ ' " înseamnă derivata în raport cu t. 
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Demonstraţie. Deoarece « = Jja'f| > 0, formula T 

lentă cu a' = vT. 
Folosind lema antexioară găsim 

«' X «" = hv3S. 

Deoarece || B\\ = 1, Jc > 0 şi v>0j obţinem 

Jcvs = | | a ' x «"(!• 

Această relaţie arată că pentru curbele regulate condiţia Jc > 0 este echi
valentă cu ||a' x a"| | > 0 . De aceea, pentru Jc > 0, vectorii a ' şi <x" sînt 
liniar independenţi şi determină planul osculator în fiecare punct, ca şi 
T şi Uf. Eezultă 

~ _ g X a" «' X a" 
_ ft^3 _ ||a' X«"i | ' 

Pentru obţinerea produsului (a' x a", «'") este suficient să exprimăm 
pe «'" cu ajutorul lui T, j ^ , -B. Avem 

^'" = / ^ £ + Jcvw) = Jcv3rB + ... 
[dt ) 

Ceilalţi termeni nu ne interesează deoarece (B, T) = 0, (B, W) = 0. 
Eezultă 

(a' x 5", «"') = W T 

şi deoarece ||«' X a"|| = A-y3, găsim formula pentru T. 

1G.5. O b s e r v a ţ i e . Din punctul de vedere al calculului este suficient să folosim aceeaşi 
literă a atit pentru curba dată iniţial cît şi pentru reprezentarea ei normală şi analog aceleaşi 
notaţii pentru elementele Frenet. 

§ 17. Aplicaţii ale formulelor Frenet 

în baza rezultatelor din § 15 şi § 16 este suficient să facem raţionamente 
numai pentru curbele cu viteza unu (în loc de curbe regulate) şi preferăm 
aceste raţionamente deoarece sînt mai simple. 

17.1. Teoremă. O curbă cu viteza unu |3: J -> [R3 este o parte a unei 
drepte dacă şi numai dacă Jc = 0. 

Demonstraţie. Deoarece Jc(s) = || p"(s) ||, relaţia Jc = 0 este echivalentă 
cu J"(s) = 0, V s e J. 

17.2. Teoremă. Fie (3: J - > [ R 3 o curbă cu viteza unu pentru care 
Jc > 0. (3 este o curbă plană dacă şi numai dacă T = 0. 

este echiva-
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Fig. 71 

Demonstraţie. Fie"] planul (r — TQ, a) = 0. 
Dacă 8 se află în acest plan, atunci (B — 
—• f 0, a) = 0. Derivînd, obţinem 

(B',a) = (B",«) 0. 

Rezultă că a este perpendicular pe T = B' şi 

2 T = Astfel 

Ilal l 
adică B' = 0 şi deci T = 0. ' ' ' - ' 

Invers, presupunem T = 0. Din teorema 15.2 rezultă B' — 0 şi deci 
5 = a0. Vom arăta că 8 se află în planul care trece prin B(0) şi este per
pendicular pe B (fig. 71). Pentru aceasta considerăm funcţia 

a/ Avem^- = (B', B) = 0 
ds 

(*) = 0. Astfel 

/ : J - * R , /(*) = (P(«) ~ P(0), B). 

şi deci /(s) = const. Cum /(O) = 0, găsim 

( | ( s ) - Ş(0),JB) = 0, V* . 

17.3. Teoremă. Fie B : J -> [R3 o curbă cu viteza unu care are curbura 
k > 0 şi torsiunea T. B este o parte a unui cerc de rază — dacă şi numai 

dacă k = const. şi T = 0. 
Demonstraţie. Fie -r = 0, adică B o curbă plană. Considerăm curba 

8 = p + — N. Găsim 8' = p ' + — # = T + — (-&T) = 0. Astfel curba 8 
k k k 

se reduce la un punct, adică 

V S 6 J , B(s)+-^JST(S) O şi deci || B(s) - G\ 
k 

1_ 
k 

Eezultă că B se află pe cercul cu centrul în O şi de rază — (fig. 72). 
k 

Invers, fie 8 o parte a unui cerc de rază r. Deoarece 
cercul este o curbă plană avem B(s) = ~o — rN(s) şi 
T = 0. De aici şi din teorema 15.2 rezultă B'(s) = 
— —rN'(s) = rkT(s), adică rk = 1 sau k = — 

r 
în continuare ne vom ocupa de elici cilindrice. 
17.4. Definiţie. O curbă regulată a : I -» [R3, f-> a.(t) 

aZ canti vector tangent unitar T(t) face în fiecare Fig. 73 
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punct un unghi constant cu un versor dat u, adică 
(T(t), u)=cos 6, V i e i , se numeşte elice cilindrică. 

Condiţia impusă nu este afectată de repara-
metrizare. De aceea ne vom ocupa cu elicea ci
lindrică p : J -*• JR3 care are viteza unu. 

Fie p o curbă cu viteza unu pentru care 
(T, u) = cos6. Luînd pe (3(0) drept origine, 
funcţia h(s) = (P(s-) — (3(0), «) arată cum se ri- L 18' -
dică P(s) în direcţia lui « (fig. 73). Pe de altă parte 

d7i F-., _ 

ds 
şi astfel 

(p',«) = (T,«) = cos 0 

A(s) = s cos 6. 

Dacă prin fiecare punct al lui p ducem o dreaptă paralelă cu «, atunci 
obţinem o suprafaţă cilindrică pe care se află p. Considerentele de mai sus 
arată că pentru orice elice cilindrică p există o curbă y astfel încît 

p(s) = v(s-) -f s cos 6u, 

unde abscisa curbilinie s este măsurată, de exemplu, de la zero. Curba y 
se numeşte curba secţiunii transversale a suprafeţei cilindrice pe care se află 
p. Ea se află în planul determinat de punctul p(0) şi de vectorul normal 
u (fig. 74). De asemenea, dacă curbura lui p este li, atunci un calcul simplu 
arată că funcţia curbură a lui y este • 

sin2 0 
17.5. O b s e r v a ţ i e . Pentru o parametrizare arbitrară avem 

a(0 = y(t) + s(t) cos 0 u, 

unde s = s(t) este abscisa curbilinie. 

17.6. Teoremă. Fie p : J -> [R3 o curbă cu viteza unu care are curbura 
k > 0 şi torsiunea T. p este o elice cilindrică dacă şi numai 
dacă — = const. 

Ic 
Demonstraţie. Dacă p este o elice cilindrică cu (T, u) = cos 6, atunci 

0 = (T, «) ' = {!', u) = (kW, u) => (W, «) = 0. 

Astfel, Vs e J, u se află în planul lui ~T(s) şi S(s). 
Deoarece u este un versor, avem u = T cos 0 + 
+ B sin 0 şi prin derivare găsim 

Fifl. 7* 
0 = l(k cos 0 — T sin Q)N => — = ctg0 == const. 

k 

203 



Invers, fie — = const. Alegem pe 8 astfel încît — = ctg 8 şi construim 
fe k 

cîmpul TJ = TcosO + B sin6. Deoarece Z7' = (7ccos0 — rsinG)^ ="3, 
rezultă că U este un eîmp de vectori paraleli şi deci el se reprezintă prin 
vectorul u astfel încît (T, u) = cos0. De aceea (i este o elice cilindrică. 

Un caz particular al elicei cilindrice este elicea circulară. în acest caz 
suprafaţa cilindrică este un cilindru circular drept, iar secţiunea transver-

sin2 6 
sală este un cerc de rază 

h 
17.7 Exemplu. Fie [3 : [R -» [R3 o curbă cu viteza unu care are curbura k > 0 şi torsiunea 

T ş4 0. Să se arate că (3 este o (parte dintr-o) elice circulară dacă şi numai dacă k = const. 
şi T = const. 

Soluţie. Pentru implicaţia directă vom da o demonstraţie care poate servi ca model pentru 
determinarea elementelor Frenet pentru o curbă cu viteza unu. 

Fie elicea circulară p(s) = I a cos 

Avem 

( s s bs\ . 

a cos — , a sin — , — I, unde c = 1/ct2 + fi2, a > 0, b jt 0. 
c c e ) 

a s a s 
T(s) = p'(s) = | sin — , — cos — 

C C C C 

şi deci 

T'(s) = Ş"(s) a s 
— cos — 

a s \ 
— sin — , 0 1 
c2 c / 

k(s) = [| T'(s) || = — = . > 0. 
ca a2 + 62 

Deoarece Z" = kN, găsim 

I s s \ 
— cos — , — sin — , 0 1. 

V c c / 
Astfel, V a, b, sensul lui N este spre axa cilindrului (fig. 75). Din B = T X N rezultă 

B(S)-
f b s 

— s i n — . 
\ c c 

b s 
— cos — 

C C C r) 
şi deci 

-* I b s b s 
^ ' ( s ) = I — cos — > — s m — 

\ c2 c e 2 c 

T Din B' = —• T N rezultă 

Fig. 75 

b b 
T(S) = — = # 0 . 

c2 a2 + 62 

" ) ' 
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Invers, fie P o curbă cu viteza unu pentru care 
k — const. > 0 şi T = const. ^ 0. Deoarece 

— = ctg 6 = const., (3 este o elice cilindrică. 
k 

Deoarece k = const., rezultă că secţiunea trans-
sin2 9 

versală y este un cerc de rază . De aceea p 

este o elice circulară. Luînd u 

b 

k, k--
aa +ft2 

a3 + *2 
găsim reprezentarea 

(3(s) = / a cos — , a sin -

Fig. 76 Fifl. 77 

17.8. O b s e r v a ţ i i . 
1) Curbura şi torsiunea determină o curbă din spaţiu abstracţie făcînd de poziţie (adică 

de o izometrie) [33]. Ipoteza esenţială care permite demonstraţia acestei afirmaţii este k > 0. 
Chiardacă&seanuleazăîntr-unsingurpunct .caracterulgeometr icalcurbei se poate schimba 

radical in acest punct. Pentru a pune în evidenţă acest lucru fie f: |R —* [R o funcţie diferen-
ţiabilă care satisface condiţiile f(t) = 0 pentru t < 0, f(t) > 0, f"(t) > 0 pentru t > 0 şi curbele 

«i(0 = 

(t, 0, f(— 0), t < 0 

(0, 0, 0), t = 0 
(t,f(l),0), t>0 

«s(0 = 

( fc f t—0,0) , i < 0 

(0, 0, 0), t = 0 
(t, f{t), 0), / > 0. 

Observăm că ambele curbe au aceeaşi curbură care se anulează numai în t = 0. în / = 0 
nu putem defini torsiunea, dar pentru t jt 0 ambele curbe au torsiunea nulă. într-adevăr, 
arcul / < 0 al lui % se află în planul xOz, iar arcul t > 0 se află în planul xOy (fig. 76). 
Curba a2 este în întregime situată în planul xOy (fig. 77). Evident cele două curbe nu pot fi 
suprapuse printr-o izometrie. 

2) Curbele din plan pot fi privite ca nişte curbe particulare din spaţiu. Mai restrictiv, orice 
curbă regulată din spaţiu pentru care k > 0 este curbă plană dacă şi numai dacă, T = 0. 
De aceea am putea obţine elemente Frenet pentru curbele regulate din plan prin particulari
zarea noţiunilor introduse în paragrafele precedente. Acest punct de vedere este însă prea 
restrictiv şi nu oferă libertatea de care dispunem în plan (vezi § 11). 

§ 18. Probleme 

1. Fie curba a : [0, TZ]—> ţ^i, a(i) = (sin t, cos21, 5 sin t, 1 — 3 cos2 t). Să se arate că a. 
este închisă, iar prelungirea ei a : [R —» fJJ4 este periodică. 

2. Fie curba a : fj^ -> [R4, a(t) = (sin t, 1-f cos t, sin t + cos21, sin2 l). Să se arate că punctul 

a l — I este regulat, iar tangenta la curbă în acest punct este perpendiculară pe dreapta 

de direcţie d — ( 1 , 1 , — ^ 2 — 2, — 1). Să se determine hiperplanul normal la a în punctul 
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3. Fie Y un cîmp vectorial pe curba a(i) = (sin i, 1 + cos i, sin t + cos2 i, sin2 t). în fiecare 

dintre cazurile următoare, să se exprime Y in forma Y — y^ex -f- y^e2 + j/3e3 -f- g/4e4. 

1) Y(f) este vectorul cu originea în tx(i) şi cu extremitatea în originea lui [R4. 

2) ?(i)=a'(i) —S"(0-
3) Y(i) are lungimea unu şi este perpendicular pe oc'(0> a"(i) şi pe «"'( ')• 
4) Y(i) este vectorul cu originea în a(t) şi cu extremitatea în <x(i + -re). 

4. Să se cerceteze ramurile infinite şi să se determine asimptotele (dacă există) 
fi + 2 3i 

1) ce = (x, y) : ([R — {l})-> R 2 , x(i) = , B(Q = . 
i3 — 1 fi — 1 

2) « = (», y): ER -> [R2, x(0 = , y(t) 
1 + fi 1 + fi 

( 1 2i i2 + 1 2 i \ 
S. Fie curba a : ( [ R — { — l , l } ) - > [R5, a(i) = » ' ' ' I* 

\t — 1 fi — l fi — l t + 1 t + l) 
1) Să se arate că punctul (— 1, 0, — - 1 , 2, 0) se află pe curbă şi să se determine tangenta 

şi hiperplanul normal la curbă în acest punct. 
2) Să se cerceteze ramurile infinite ale curbei şi să se determine asimptotele (dacă există) 

G. Fie curba a : (0, 4 ) - > [ R 3 , a(i) = (\Jt, t]jt, 1 — t). Să se reparametrizeze prin 
h : (0, 2) -> [R, h(u) = ifi. 

7. Fie curba a : [0, 2TÎ) -> [R3, u(t) — (2 cos i — cos 2i, 2 sin i — sin 21). Să se determine 
abscisa curbilinie corespunzătoare originii t = 0 şi reprezentarea normală. 

Ir sin t r cos t \ 
8. Fie curba a : ([R — {0}) -> [R2, a(i) = V di, V di Să se arate că « este o 

curbă regulată şi să se calculeze lungimea arcului i e [2, 3]. 

9. Fie curbele : 
ax : [0, 2TC] -> [R4, Ujft) = (cos t, sin3 i, 2 + sin t, 1 — cos i), 

/ 1 
K,(i) = I sin t, — 

V 2 
oc2: [0, 2TT] -* |R4, K,(i) = [ sin i, — cos i, 2 + cos t, 1 — sin i 

1) Să se arate că sînt curbe închise şi au un punct comun M0. 
2) Să se arate că cele două curbe au un contact de ordinul întîi în M0 şi să se determine 

unghiul curbelor în MQ. 
(2 +fi fi \ 

10. Să se arate că oc : [R -» |Ra , a(i) = j , l este o curbă simplă. Să se 
\ l + fi 1 + fij 

determine punctele singulare ale curbei, t an 
gentele şi normalele în aceste puncte. 

11 . Curba descrisă de un punct M aflat pe 
un cerc de rază r ce se rostogoleşte (fără alune
care) de-a lungul unei drepte se numeşte cicloidă. 
Să se găsească ecuaţiile parametrice ale ciclo-
idei (fig. 78). Să se determine abscisa curbilinie 
şi lungimea primei arcade a curbei. Să se calcu-

'£=r(t-sint) lezesegmentele tangentă, subtangentă, normală 
y=r(1- cos t) ,t£R şi subnormală într-un punct oarecare al cicloidei. 

Fig. 78 12. Să se construiască curbele de nivel con-

y> 

0 
/VY* V v J N/-v_ 

X 

C/c/o/da •' 
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h 

X 

Astroidâ Strofoida 
Fig. 79 Fig. 80 Fig. 81 

s tant V\—!). r\0), r\l) pentru f(x, y) = xs—g2. în fiecare caz să "se cerceteze în care 
puncte spaţiul tangent va fi [Vf(P)]±. 

13. Să se găsească o parametrizare globală pentru fiecare dintre următoarele curbe, orien-
Vf 

ta te prin 
IVflI 

1) ax + by = c, b ^ 0. 

unde f este funcţia definită de membrul stîng al fiecărei ecuaţ i i : 

2) + 
J/a 

1, a # 0, b / 0. 

3) y — ax2 = c, a j£ 0. 

4) x2 — if = 1, x > 0. 

14. Să se arate că a : [0, 2rc] -> [R2, a(Q = (4r cos31, 4 r sin3 0> ( f i8' 7 9)) a r e puncte de 
întoarcere şi să se determine tangentele în aceste puncte. 

15. Fie curba C = T H 0 ) unde f(x, y) = ysx + ay2 + x3 — ax2 (fig. 80). Să se arate că 
originea este punct dublu pentru curbă. Să se determine tangentele la curbă în acest punct. 

1G. Fie curba C = f*(<)), f(x, y) = a;3 — x2 — y2 (fig. 81). Să se arate că originea este 
punct izolat al curbei C. 

17. Să se arate că originea este punct de întoarcere pentru curba C = f^Q), f(x, y) = 
= x3 + xz/2 — 2ay2 (fig. 82). 

18. Să se traseze următoarele curbe 
1) Curba Gauss : y = e~x% ((fig. 17). 

— (e,xla + e~xla) (fig. 18). 
2 

3) Parabola cubică : y = ax3 (fig. 19). 
4) Curba Agnesi: x*y = 4a2(2a — y) (fig. 83). 
5) Lemniscata Bernoulli: ( x 2 +y 2 ) 2 +2a% 2 —x 2 )=0 ( f ig . 84). 

<>!/ 

Cisoida lui Oiactes 
Fig. 82 Fig. 83 Fig. 84 
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Fig. 85 
Fig. 86 

Fig. 87 

6) Curba Lissajous : x = cos 2t, V - sin 3* (fig. 85). 

eh/ <*' „,„ «AV 
7 ) * • 

i i (fig. 86). 
/ 

8) s = , _ ,., „ = fi - * (fie- «)• de o rd inu l doi 
tt. Sa se determine parabola cu axa paralela cu Oy care 

cu curba y = x3 în punctul x = 1. 

» S , .« O * ™ * « « — - — — " " " " * """ ' 
a* n 

t - O , cînd«" + ? • - * " * = ° < a " = C 0 M t - ) ' 

0. 

x y 
2) - + -

a P 
3) i cos a + 9 sin a — 1 

, P . 

Bl. Să se determine evoluta pentru curbele: 

1 = 0 xa r 

« . Să se construiască curbele (rozetă cu trei ta). 
p = a sin 36 (fig. 88), p = a cos 30 (f>g- 89). 

(! + «)»/» (1 — s)3/a __L-V se (—1.1)- s ă se d e t e r m i n e 

T) 

g=a sin 3 8 
Eig. 88 

24. Să se determine abscisa 
curbilinie a curbei 

1) a : R -> R3> a « = <eoS '• 
sin *, Pp), 

2 ) a : R ^ R 3 > «W = ( a c W* 
a sM, aO. 

3 ) a : R ^ R 3 > a » = ( f c ° s ' ' 
<sint, f2/2), luînd ca origine 
punctul în care curba intersec
tează planul xOy. Săje găsească 
elementele Frenet T,N, B, k, t şi 
să se scrie ecuaţiile muchiilor şi fe
ţelor tricdrului Frenet în acest 
punct. 
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25. Se numeşte curbă Tifeica, curba pentru care - = const., unde T este torsiunea 

intr-un punct arbitrar al curbei, iar d distanţa de la un punct fix la planul osculator al curbei.. 
Să se arate că C : xyz = 1, y2 = x este o curbă Tiţeica. 

C a p i t o l u l 3 

SUPRAFEŢE 

§î . Noţiunea de suprafaţă 

Fie spaţiul R3 şi T0[R3 spaţiul tangent în origine la spaţiul R3. Spaţiile R3 

Şi T0R3 sînt izomorfe şi de aceea de cele mai multe ori le vom identifica. 
O suprafaţă în spaţiu este o submulţime [M a lui R3, netedă şi cu două 

dimensiuni. 
Fie tD o mulţime deschisă din R2. De exemplu interiorul unui dreptunghi, 

al unui cerc etc. 
1.1. Definiţie. O funcţie ăiferenţiabilă, regulată şi injectivă r : f f ) -s -R 3 

se numeşte hartă (de coordonate). 
Imaginea r(ID) a unei hărţi r este o submulţime netedă şi cu două dimen

siuni a lui R3 (fig. 91). Observăm că avem diagrama din fig. 90, unde 30. 
este izomorfismul canonic dintre R3 şi T0R3. Astfel lui r putem să-i 
ataşăm o funcţie şi numai una de tipul 7 : ID -> T0R3, ceea ce ne permite 
să privim mulţimea 7(U)) ca fiind descrisă de extremitatea unui vector 
variabil 7 cu originea fixată în O (fig. 91). 

Din definiţia lui r(\D) rezultă echivalenţa 
P e r(tt>) <*> 3(u, v)e\D, P = r(u, v). 

Evident, aplicaţiile anterioare sînt caracterizate prin coordonatele lor 
euclidiene 

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) e ED, 
7 = 7{u, v) = x{u, v)~i + y(u, v)~j +z{u, v)%, (u, v) e Q). 

Ipoteza de regularitate se face pentru a asigura netezimea lui r(ID) iar ipo
teza că aplicaţia r este injectivă asigură căr(ED) nu se intersectează cu ea însăşi. 

Pentru a defini suprafaţa plecăm de la ideea că orice regiune suficient 
de mică dintr-o suprafaţă [M trebuie să semene cu o regiune din plan. în 

iz 

\ . 

Fig. 90 

Toi 
Fig. 91 
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particular, la mulţimi deschise din plan trebuie să corespundă mulţimi 
deschise din suprafaţa [M şi invers. Acest lucru este asigurat dacă presu
punem că în vecinătatea oricărui punct al său, IM se poate exprima ca 
imaginea unei hărţi proprii. O hartă r: ID -^ [R3 se numeşte proprie dacă 
funcţia inversă r _ 1 : »•(©) -» ID este continuă (Imaginea concretă pentru 
tt> poate fi aceea a unei fîşii de cauciuc concepută fără margini; în acest 
caz r(\D) se obţine prin întinderea şi îndoirea lui ID). Pentru precizare 
definim vecinătatea U în [M a lui P e IM ca fiind mulţimea tuturor punctelor 
lui IM a căror distanţă euclidiană faţă de P este mai mică decît un număr 
e > 0. O parte a lui IM se numeşte deschisă dacă odată cu fiecare punct al 
>său conţine şi o vecinătate U din IM a acestui punct. 

Hărţile ale căror imagini sînt conţinute în [M se numesc hărţi în IM-
1.2. Definiţie. O submulţime IM a lui IR3, care se bucură de proprietatea 

că V P E IM există o hartă proprie în [M * cărei imagine să conţină o vecină
tate a lui P din IM, se numeşte suprafaţă (fig. 92). 

Observăm că imaginea IM = r(\D) a unei hărţi proprii satisface definiţia 
1.2 şi deci este o suprafaţă. O asemenea suprafaţă se numeşte simplă. 
Definiţia 1.2 arată că orice suprafaţă din R3 poate fi concepută ca reu
niunea unor suprafeţe simple. 

1.3 Exemple 

1) Sfera este o suprafaţă în sensul definiţiei 1.2. Pentru a pune în evidenţă acest lucru 
..este suficient să considerăm sfera cu centrul în origine şi de rază unu (fig. 93) 

IM : x* + if + z2 = 1. 

;z)~~r(u,v) 

•C.v) 

Fifl. 93 
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Ne propunem să găsim o hartă proprie în Q*| care să acopere o vecinătate a polului nord1 

(0, 0, 1). Prin proiecţia fiecărui punct (x, y, z) al emisferei nordice a lui []*( pe planul xOy în 
(x, y, O) găsim o corespondenţă biunivocă a acestei emisfere cu un disc \D de rază unu din 
planul xOy. Dacă identificăm acest plan cu [R2 prin (x, y, 0)<-> (x, y), atunci ED devine un disc-
din [R2 care constă din punctele (a, D) pentru care u% + v2 < 1. Exprimînd corespondenţa dintre-
ED şi emisfera nordică ca o funcţie pe ID găsim 

T : SD -» [R3, r(H, v) = (a, B, ]/1 — a2 — y2). 

Să arătăm că r este o hartă proprie. Mai întii observăm că r este o aplicaţie diferenţiabilă 
şi injectivă. De asemenea T este şi regulată deoarece transpusa matricii Jacobian, 

J ţ = | /"l _ U 2 — D 2, 

are rangul doi, V(" . »)€ ID- Deoarece funcţia inversă r - 1 : r(ED)->SD este dată prin r~J(x, y, z)=-
= (x, y), rezultă că r" 1 este continuă. Deci r este o hartă proprie. 

Facem observaţia că harta r acoperă o vecinătate a lui P(0, 0, 1) din Qv|. în mod necesar 
ea acoperă o vecinătate a oricărui alt punct Q din emisfera nordică. 

Analog, putem găsi alte cinci hărţi proprii, care să acopere celelalte cinci emisfere ale sferei 
şi astfel verificăm că sfera este o suprafaţă în sensul definiţiei 1.2. 

2) Suprafaţa [f*] : z = f(x, y). Fie f: ED -> [R o funcţie diferenţiabilă. Graficul său 

j]vj = {(x, y, z) | z = f(x, y), (x, y)e ED} 

este o suprafaţă simplă (fig. 94) deoarece poate fi acoperit de imaginea lui SD prin harta pro
prie (vezi raţionamentul de la sferă) 

r : ED -> [R3, r(u, v) = (a, v, f(u, »)). 

O hartă de acest t ip se numeşte hartă Monge, iar despre (J<j se spune că este dată prin ecuaţia 
carteziană explicită z = f{x, y). 

3) Dăm acum un exemplu din care să rezulte necesitatea ca o hartă să fie proprie. 
Presupunem că avem o fîşie dreptunghiulară de cauciuc cu ajutorul căreia construim confi

guraţia EM din figura 95. Configuraţia [Jv| nu este o suprafaţă în sensul dat anterior deoarece nu 

C b 
Fig. 94 Fifl- 93 
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satisface cerinţa ca în vecinătatea oricărui punct să semene cu o porţiune din plan. într-adevăr 
de-a lungul lui Oz ea seamănă cu intersecţia a două plane. Mai mult, trecerea de la fîşia plană 
la QvJ este continuă în t imp ce trecerea inversă nu este continuă deoarece fĵ j trebuie ruptă de-a 
lungul lui Oz. 

Matematic, construcţia anterioară se prezintă astfel : fie [D dreptunghiul deschis — TC < 
< u < 7r, 0 < v < 1 din R 2 şi r : [D -» R 3 aplicaţia definită prin r(u, v) = (sin u, sin 2u, v). 
Se verifică uşor că r este o hartă (aplicaţie diferenţiabilă, injectivă şi regulată). Notăm [J^ == r([D). 

Observăm că D = [Di U [D2 U ID3, unde ED], = | — n, — — | x (0, 1), D2 = j — — , — j x 

x (0 , 1), £D3 = j — , 7 r j x ( 0 , 1) şi deci |M - [Mi U !M2 U [Ms. unde ^ , = 4 ^ ) , i = l , 2 , 3 . 

Găsim 

(— 7t — arc sin x, z) (x, y, z)e Qvţx 

r (*» [/> z) = • (arc sin x, z) (x, g, z)e Qvj2 

(TC — arc sin x, z) (x, y, z)e ft^s-

Funcţia r - 1 nu este continuă în punctele (0, 0, z), 0 < z < 1. Astfel r nu este o hartă proprie 
şi deci [J*| = r([D) nu este o suprafaţă în sensul definiţiei 1.2. 

4) Suprafeţe definite prin ecuaţii carteziene implicite. 
Considerăm o aplicaţie diferenţiabilă de tipul / : K 3 - > K - Deoarece 

J(f) JL., JL, JL 
dx dy dz 

punctele critice ale acestei aplicaţii (dacă există) se află rezolvînd sistemul 

~ (at, y, e) = 0,-J- (x, y, z) = 0, -L (x, y, z) = 0. 
dx dy oz 

Punctele în care cel puţin una din aceste derivate nu se anulează sînt puncte 
regulate. 

Cu ajutorul lui / construim mulţimea 

IM = / - V ) = {(«> V, z) l(#> y, z) s R3; /(<», 2/> «0 = c, o e R, c fixat}, 

care se numeşte mulţime de nivel constant c sau mulţime de ecuaţie carte
ziană implicită f(x, y, z) = c. Pe scurt se scrie [M :/(«, 2/, 0) = c. Presupu
nem că (M nu este vidă şi precizăm că, în general, [M conţine atît puncte 
regulate cît şi puncte critice ale lui/. 

1.4. Teoremă. Dacă [M = /_1(o) este nevidă şi dacă funcţia / este regulată 
(submersie) în punctele lui [M =/ _ 1(c) , atunci IM este o suprafaţă. 

Demonstraţie. Pentru VP(s, y, z) e [M, trebuie să găsim o hartă proprie 
care să acopere o vecinătate a lui P din (M. Ipoteza că / este regulată 
în punctele lui [M este echivalentă cu presupunerea că cel puţin una dintre 
derivatele parţiale —— > —- —*— nu este zero în P; fie, de exemplu, 

dx dy dz 
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(P) i= 0. în acest caz teorema 

Fig. 96 

K3 definită prin r{u, v) = (u, v, g{u, v)) 
Deoarece P este arbitrar în [M, tragem 

dz 
funcţiei implicite spune că în veci
nătatea lui P ecuaţia f(x, y, z)=c 
defineşte pe z ca funcţie de x 
şi y. Mai precis, există o funcţie 
diferenţiabilă g definită pe o ve
cinătate D a lui (x, y) astfel 
încît (fig. 96) 

(1 ) V ( « , V) € E>, ( « , «, gr(«, «)) 6 
e [M, adică f(u, v, g(u, v)) = c, 

(2) punctele de forma (u, v, 
c/(u, v)) cu (u, v)e\D constituie 
o vecinătate a lui P în [M-

Eezultă că harta Monge /•: ID ~ 
satisface cerinţele din definiţia 1.2 
•concluzia că [M este o suprafaţă. 

Dacă [M :/(*, y,z) = c este o suprafaţă, atunci spunem că [M este definită 
prin ecuaţia carteziană implicită f(x, y,z) = c (denumirea de suprafaţă 
pentru 0*1 : /(#> y,z) = c se păstrează uneori chiar dacă [M conţine şi 
puncte critice ale lui / ) . 

Dacă / este un polinom de gradul n, atunci IM se numeşte suprafaţă 
algebrică de ordinul n. în particular avem următoarele denumiri: suprafeţe 
algebrice de ordinul unu (plane), suprafeţe algebrice de ordinul doi (cua-
driee) etc. 

1.5. O b s e r v a ţ i i , 

1) în situaţii concrete fjvj poate fi «lată printr-o ecuaţie şi prin mai multe inecuaţii în x, 
g, z (inecuaţiile precizează o anumită porţiune din spaţiu). 

2) Reprezentarea lui Qv| (sau a unei porţiuni din ft\) în forma x = x{u, o), y = y(a, v), 
z = z(u, v) se poate face prin intermediul teoremei 1.4 sau prin artificii de calcul. 

3) Fie suprafaţa simplă [J*| : x =x(u , v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) e |D- în general, tre
cerea de la această reprezentare la reprezentarea carteziană explicită se poate face numai local. 

D(x, y) 
De exemplu, dacă (u0, v0) ^ 0, atunci teorema funcţiei inverse arată că în vecină-

D(u, v) 
tatea lui (u0, v0) restricţia lui x = x(u, v), y = y(u, v) admite inversa u = u(x, y), v = 
= v(x, y). Astfel, restricţia lui z = z(u, v) apare ca o funcţie compusă de tipul z = z(u(x, y), 
».(x, y))-

4) în general, dacă există o funcţie f(x, y, z) astfel încît f(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = c, V 
{«, »)G ID, atunci f(x, y, z) = c este ecuaţia carteziană implicită a suprafeţei [J*| : x = x(u, v), 
H = y(u, v), z = z(u,v), (u,v)e ED. 

§2. Curbe coordonate 

în acest paragraf vor fi prezentate unele proprietăţi ale hărţilor care 
sînt necesare la studiul unei suprafeţe date. 

Fie r : LD -> \RS, («,«)-*• r(u, v), o hartă. 
Funcţiile parţiale u -> r(u, v) şi v -» r(u, v) sînt curbe cu imaginea în 

r(ED). Explicit, V(ug, V0) e ID, curba u -» r(u, v0) se numeşte curba de para-
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v k (Wl 
\ 

Curbele de 
aarametru v t 

Fifi. 87 

Curbele da 
(parametru u 

metru u sau curba v — v0; curba v -> r(u0, v) se numeşte curba de parametru 
v sau curba u = u0 (fig. 97). Astfel imaginea r(ED) este acoperită de aceste 
două familii de curbe, care sînt imaginile prin r ale liniilor orizontale şi 
verticale din ED. Prin orice punct al lui r(ED) trece o curbă din familia (u) 
şi una din familia (v). De aceea uneori pentru aceste curbe se întrebuin
ţează denumirea de curbe coordonate. 

Dacă r : ED -> ER3 este o hartă şi (u0, v0) e ED, atunci 
(1) vectorul viteză, în u0, al curbei de parametru u se notează cu 

?«(%> v0); 
(2) vectorul viteză, în v0, al curbei de parametru v se notează cu 7v{u0, vg). 

Auo *o)> •'.(«o» vo se numesc vitezele parţiale ale lui r în (u0, v0 Vectorii r, 
(fig. 98).^ 

Astfel 7U şi ~rv sînt funcţii definite pe ED ale căror valori în fiecare punct 
(u0, v0) e ED sînt vectori tangenţi la [R3 în r(u0, v0). Indicii u şi v sînt scrişi 
pentru a sugera derivarea parţială. Dacă harta este dată cu ajutorul coor
donatelor sale 

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 

atunci vitezele parţiale sînt date de 

cu precizarea că punctul de aplicaţie al lui ~ru şi 7V este prin convenţie 
r(u, v). 

Pentru a testa dacă o submulţime [M a lui ER3 este o suprafaţă, definiţia 
1.2 cere hărţi proprii. Dar deîndată ce ştim că EM este o suprafaţă această 
condiţie este de la sine îndeplinită. într-adevăr, dacă EM este o suprafaţă 
şi dacă r: ED -> [M este o hartă în EM, atunci se demonstrează că r este o 

hartă proprie (vezi §5). în probleme de natură lo
cală, restricţia ca r să fie injectivă poate filăsată 
deoparte. De aceea admitem 

2.1. Definiţie. O funcţie diferenţiabilă şi regulată 
rjJD^-> [R3 a cărei imagine se află într-o supra-
faţâ U^'^se^numeştelparametrizare a regiuni r(ED) 
din EMf (astfel o hartă este o parametrizare~irTje<> 

Fig. 98 tivă). 

Ţv(ua,v0) 

214 



în acest context u şi v se numesc parametri, relaţiile x = x(u, v), y = 
= y(u, v), z = z{u, v) se numesc ecuaţiile parametrice ale lui r(ID) c [M, 
iar F = ~r(u, v) se numeşte ecuaţia vectorială a lui r(\D) <=[M. în unele cazuri 
r(\D) poate fi întreaga suprafaţă [M. 

Deoarece parametrizările au o mare importanţă în aplicaţii, vom pune 
în evidenţă un mod prin care putem stabili dacă o aplicaţie diferentiabilă 
r: ID -> [R3 este o parametrizare. în primul rînd imaginea lui ID prin r 
trebuie să fie în Q*i- Dacă suprafaţa [M este dată implicit prin f(a>, y, z) = c, 
atunci funcţia compusă/(r) trebuie să aibă valoarea constantă „c". 

Pentru a proba dacă r este regulată, considerăm vitezele parţiale ?„ şi 
7V şi produsul vectorial 

1 
Vu 
Vv 

% 

Se observă că ultimele două linii dau transpusa matricei Jacobian a lui r. 
Astfel regularitatea lui r este echivalentă cu r ^ x r , ¥= 0, W(u, v) e ID, 
adică cu faptul că vectorii viteze parţiale sînt liniar independenţi V(w, v) e ID. 

§3. Suprafeţe riglate 

Există mai multe moduri de a genera o suprafaţă. în acest paragraf 
ne vom referi la unul dintre aceste moduri. 

Mai întîi reamintim că o dreaptă D ce trece printr-un punct P 0 şi are 
direcţia (30 poate fi reprezentată prin ecuaţia vectorială r — ce 0 4- v p0, 
« e R (fig. 99). 

3.1. Definiţie. O suprafaţă care poate fi generata prin mişcarea unei 
drepte D care se sprijină pe o curbă a : I -> [R3 se numeşte suprafaţă riglată. 

Dreapta D se numeşte generatoarea suprafeţei riglate (fig. 100). 
Avînd în vedere ecuaţia vectorială a unei drepte, rezultă că o suprafaţă 

riglată poate fi parametrizată întotdeauna sub forma 

r(u, v) = oc(«) + vŞ(u), (u, » ) e D = I x l R , 

cu precizarea că punctele în care ra x rv = 0 nu sînt incluse în mulţimea 
pe care o numim suprafaţă. 

în cazurile concrete v s& poate restrînge la un anumit interval şi de aceea 
în aceste cazuri generatoarele sînt segmente de dreaptă. De asemenea 
uneori se convine ca p să fie privit ca un cîmp vectorial definit pe curba a. 

Fifl. 99 Fig. 100 
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1). Suprafeţe cilindrice. Dacă generatoa-
rea D se mişcă păstrând aceeaşi direcţie, 
atunci suprafaţa riglată se numeşte supra
faţă cilindrică. Curba a pe care se sprijină D 
se numeşte curbă directoare (fig. 101). 

O suprafaţă cilindrică admite o parame-
trizare de forma 

• •:.. ţ(urv),= OI(M) -j-uJB, 

unde (3 este un vector cu coordonate con
stante. 

In continuare, prin P(x, y, z), Q(x, y, z), E(x, y, z) vom înţelege poli
noame de gradul unu în trei variabile. 

3.2. Teoremă. O suprafaţă cilindrică cu generatoarea paralelă cu dreapta 
D : P(x, y, z) = 0, Q{oc, y,z) = 0 este caracterizată printr-o ecuaţie de 
forma f(P, Q) = 0. 

Demonstraţie. Mulţimea dreptelor paralele cu dreapta D este reprezen
tată analitic prin 

FifJ. 101 

(1) 
(P = u 
[Q = w 

(u, w) e [R2. 

Condiţia ca dreptele (1) să se sprijine pe curba 

(2) x = x(t), y = y(t), z = z(t), tel, 

se obţine eliminînd pe x, y, z, t între cele cinci ecuaţii (1) şi (2). Se deduce 
f(u, w) = 0 şi deci 

(3) f(P, Q) = o. 

Eeciproc, fie IM submulţimea punctelor din spaţiu caracterizate printr-o 
ecuaţie de tipul (3). Dacă planele P = 0 şi Q = 0 determină o dreaptă 
şi dacă Di nu conţine puncte critice ale lui / , atunci [M este o suprafaţă 
cilindrică. într-adevăr, pentru orice soluţie reală (x, y, z) a lui (3) există 
două numere reale u şi w aşa ca P(x, y, z) = u, Q(x, y, z) = w. Această 
intersecţie reprezintă o dreaptă paralelă cu B : P = 0, Q = 0, iar u 
şi w verifică condiţia f(u, w) = 0. Deoarece w este funcţie de u (teorema 
funcţiilor implicite !), rezultă că [M admite parametrizarea 

f(u, v) = oc(w) + vfi, unde {3 dă direcţia lui P . 

3.3. O b s e r v a ţ i e . Suprafeţele cilindrice cu generatoarele paralele cu axele Oz, Ox, Oy, 
se pot caracteriza, respectiv, astfel 

[M : f(x, y) = 0, IM : f(y, z) = 0, &[• K*> *> = °-

2) Suprafeţe conice. Dacă generatoarea D se mişcă trecînd printr-un 
punct fix V, atunci suprafaţa riglată se numeşte suprafaţă conică-. Curba 
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pe care se sprijină D se numeşte curbă 
directoare, iar punctul V se numeşte vîrf 
{fig. 102). 

O suprafaţă conică admite o parame-
fcrizare de forma 

r(u, v) = a" + v$(u), 

unde a este un vector cu coordonatele 
constante a cărui extremitate este 
vîrful V (vîrfulnu aparţine mulţimii pe 
care o numim suprafaţă conică). 

3.4. Teoremă. Fie [M o suprafaţă co
nică cu vîrful Fig. 102 

V : P(x, y, z) = 0, Q(x, y, z) = 0, B(x, y, z) = 0. 

Mulţimea [M — {{%, y, z) \R(x, y, z) = 0}, este caracterizată analitic printr-o 
ecuaţie de forma: 

/ B B 

Demonstraţie. Mulţimea dreptelor ce trec prin punctul fix V şi care nu 
aparţin planului B(x, y, z) = 0 este reprezentată prin 

(4) P — uB = 0, Q — wB = 0, (u, w) e [R2. 

i Condiţia ca aceste drepte să se sprijine pe o curbă de ecuaţii (2) se obţine 
«liminînd pe x, y, z, t între cele cinci ecuaţii (2) şi (4). Se deduce f(u, w) = 0 
şi deci 

(5) 1 B B 

Beciproc, fie £M mulţimea punctelor din spaţiu caracterizate printr-o 
ecuaţie de tipul (o). Dacă planele P = 0, ^ = 0, .R = 0 determină un punct 
şi dacă Di nu conţine puncte critice ale lui / , atunci IM este o suprafaţă 
eonică. într-adevăr, pentru orice soluţie reală (x, y, z) a lui (5) există 
două numere reale u şi w aşa ca P(x, y, z) — uB(x, y, z) — 0, Q{x, y, z) — 
—wB(x, y, z)=0, iar u şi w sînt legaţi prin relaţia f(u, w)—0. Deoarece w 
se exprimă local prin u, rezultă că suprafaţa admite parametrizarea 

r(u, v) = a -\-v${u), 

unde a dă vîrful. 

3.5. O b s e r v a ţ i e . Din ecuaţia (5) se poate deduce o ecuaţie omogenă în trei variabile 
g(P, Q, R) = 0 şi reciproc. De aceea, în general, o ecuaţie omogenă de tipul g(P, Q, R) = 0, 
unde P = 0, Q = 0, R = 0 determină un punct, reprezintă o suprafaţă conică. 
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3) Suprafeţe conoide. O suprafaţă riglată gene
rată de o dreaptă D care se sprijină pe o dreaptă 
fixă A (axă) şi pe o eurbă a (curbă directoare), se 
numeşte conoid (fig. 103). 

Dacă A este luată drept axă Oz, atunci conoidul 
admite parametrizarea 

f(u, v) — (u cos Q(v), u sin Q(v), li(v)). 
Un conoid a cărui generatoare rămîne paralel» 

cu un plan fix P se numeşte conoid cu plan di
rector. Acest conoid admite o parametrizare de 
forma 

r(u, v) = ă(u) + v$(u), 
u n d e l j l P şi (« — "p)||A. 

3.6. Teoremă. Fie [M conoidul cu planul director P = 0 şi cu axa A : Q = 
= 0, B = 0. Mulţimea 0*1 — {(os, y, z)\P(x, y, z) = u, R(x, y, z) = 0} este 
caracterizată analitic printr-o ecuaţie de forma 

'(4)-* 
Demonstraţie. Abstracţie făcînd de dreptele D : P — u, B = 0, mul

ţimea dreptelor paralele cu P şi care întîlnesc pe A este reprezentată ana
litic prin 

1 Q - wB = 0. 

Condiţia ca aceste drepte să se sprijine pe o curbă a de ecuaţii (2) se obţine 
eliminînd pe x, y, z, t între cele cinci ecuaţii (2) şi (6). Se deduce f(u, io) = 0 
şi deci 

<7) >(p'£)-°-
Eeciproe, fie [N submulţimea punctelor din spaţiu caracterizate printr-o 

ecuaţie de tipul (7). Dacă P = 0 este ecuaţia unui plan care taie dreapta» 
A : Q = 0, B = Oşi dacă [N nu conţine puncte critice ale lui/ , atunci IN 
este un conoid. într-adevăr, pentru orice soluţie reală (x,y,z) a lui (7) 
există două numere reale u, w aşa ca P = u, Q — wB = 0 cu f(u, w) = 0. 

§4. Suprafeţe de rotaţie 

4.1. Definiţie. O suprafaţă care poate fi generată prin rotaţia unei curbe O 
în jurul unei drepte fixe D, numită axă de rotaţie, se numeşte suprafaţă 
de rotaţie. 

Fie P(x,y,z) = 0 planul perpendicular pe axa D şi E(a>, y, z) = 0 a 
sferă cu centrul pe D. Avem 

4.2. Teoremă. O suprafaţă de rotaţie cu axa D este caracterizată printr-o 
ecuaţie carteziană implicită de forma f(P, 2) = 0. 
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Demonstraţie. Orice punct de pe curba G 
se va deplasa într-un plan perpendicular pe 
axă, P = u şi va descrie un cerc cu centrul 
pe axa de rotaţie (fig. 104). De aceea su
prafaţa de rotaţie poate fi privită ca fiind 
locul geometrie al cercurilor cu centrele 
pe D, care trec prin G şi ale căror plane 
sînt perpendiculare pe] D. Astfel sistemul 

2 (x, y, z) = w, iv > 0, 
• P(x, y, z) = u 

x = x(t), y = y(t), z]= z(t) m9. iu 
trebuie să fie compatibil. Eliminînd pe x, y, z, t rezultă f(u, w) = 0 şi 
deci IM:/(P, 2) = 0. 

Reciproca este evidentă. 
Cazul cel mai des întîlnit este acela în care C este o curbă situată în 

acelaşi plan cu axa Z>, fără ca 0 şi D să se intersecteze. în acest caz cercurile 
din [M generate prin rotaţia fiecărui punct al lui G se numesc paralele, 
iar diversele poziţii ale lui G se numesc meridiane. Pentru simplificare 
să presupunem că C este în planul xOy, iar D este Ox (fig. 104). 

1) Dacă G :f(x, y) = 0, z = 0, y > 0, atunci [M :f(x, y2 +z2) — 0. 
2) Dacă G este dată prin parametrizarea a(u) = (g(u), Ji(u), 0), Ji(u) > 0, 

u E I, atunci Oi admite parametrizarear(u, v) = (g(u), h(u)cos, v, h{u) mxv), 
ii e l . v e [R. 

§a. Calcul diferenţial pe suprafeţe 

ISTe propunem să arătăm că pe orice suprafaţă Di se poate face un calcul 
diferenţial asemănător calculului diferenţial obişnuit din [R2. Elementele 
acestui calcul: funcţii, cîmpuri vectoriale tangente e tc , aparţin suprafeţei 
şi nu spaţiului euclidian [R3 în care este scufundată suprafaţa. 

Presupunem că / este o funcţie reală definită numai pe suprafaţa [M, 
adică / : IM -> [R. Dacă r: D -> IM este o hartă, atunci f° r: D -> [R se 
numeşte expresia lui f în coordonate. Dacă for este diferenţiabilă în sens 
obişnuit, oricare ar fi r, atunci / se numeşte diferenţiabilă. 

Fie acum funcţia F: \Rn -> [M- Orice hartă r în ÎM dă o expresie în coor
donate r~x°F pentru F. Evident această funcţie compusă este definită 
numai pe mulţimea (deschisă) Uc [Rra pentru care F(U)<= r(ff>). Dacă 
r ' o j ' este diferenţiabilă în sens obişnuit, oricare ar fi r, atunci funcţia F 
se numeşte diferenţiabilă. 

Fie CM şi EN două suprafeţe, ?\ o hartă în DM şi â o hartă în [N. O funcţie 
F: EM -> IN se numeşte diferenţiabilă dacă funcţia compusă ra

_1oi/'or1 este 
diferenţiabilă în sens obişnuit, oricare ar fi r1 şi r2. 

î n particular, o funcţie diferenţiabilă de tipul a: I -> [M, unde I este un 
interval deschis al dreptei reale, se numeşte curbă în [M-

5.1. Teoremă. Fie curba a : I -> IM şi harta r: [D -> IM- Dacă a.(I) cz r(lD), 
atunci există o pereche de funcţii diferenţiabile u, v definite pe I astfel 
încît: 

x(t) = r(u(t), v(t)), t e I sau a = i\u, v). 
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«(t).r(u(t),v(t)) 

Demonstraţie. Prin ipoteză, expresia în coordonate r-1° a : I -*• tD este 
diferenţiabilă. Ea este o curbă plană a cărei imagine se află în domeniul BD, 
de definiţie al lui r (fig. 105). Dacă (u, v) sînt coordonatele euclidiene ale 
lui r_1oa adică r_1(a(i)) = (u(t), v(t)), atunci a = r°(r_1°a) — r(u, v). 
Funcţiile u şi v sînt unic determinate. Într-adevăr, din presupunerea 
a = r(uv i\), rezultă (u, v) = r ^ a = r~\r(ux, i\)) = (uv vx). 

Funcţiile u, v sînt numite coordonatele curbei a. în raport cu harta r. 
Dăm fără demonstraţie 
5.2. Teoremă. Fie Oi o suprafaţă. Dacă F: jRK -> R3 este o funcţie 

diferenţiabilă a cărei imagine se află în Di; atunci funcţia F : R" -> Di 
este diferenţiabilă în sensul dat în acest paragraf. 

Această teoremă arată legătura strînsă între calculele din R3 şi calculele 
de pe suprafaţa Di. De exemplu, ea implică faptul că o curbă din R3 

care se află în Di, este o curbă a lui Di-
Fie Di o suprafaţă şi r o hartă în Oi. Deoarece harta r este o funcţie 

diferenţiabilă definită pe E)<= R2 şi eu valori în R3, rezultă că r este dife
renţiabilă şi ca funcţie în Di. 

5.3. Consecinţă. Dacă rx şi rz sînt hărţi într-o suprafaţă Di ale căror 
imagini se suprapun, atunci funcţiile compuse rfxor2 şi r2~lo''i sînt aplicaţii 
diferenţiabile definite pe mulţimi deschise din plan (fig. 106). 

De exemplu, funcţia rî1°r1 este definită numai pentru acele puncte 
(u, v) din fDj pentru care i\(u, v) se află în imaginea r2(ED2) a lui r2 (fig. 106). 

După un raţionament analog celui folosit pentru demonstraţia teo
remei 5.1, consecinţa 5.3 poate fi retranscrisă astfel 

5.4. Consecinţă. Dacă rx şi r2 sînt hărţi ale 
căror imagini se suprapun in Di) atunci există 
o pereche unică de funcţii diferenţiabile / şi g 
astfel încît r2(u, v) = rx(f(u, v), g(u, v)), V(«, v) 
din domeniul de definiţie al lui ri~x°rz. Analog 
se poate exprima rx în funcţie de r2. 

Consecinţa 5.3 sugerează o metodă concretă 
de a stabili dacă o funcţie este sau nu diferen
ţiabilă pe Di- Dacă / : Di -> R> atunci în loc să 
verificăm că toate expresiile sale în coordo
nate for sînt diferenţiabile în sens euclidian, este 

Fig. 106 suficient să facem aceasta pentru un anumit 
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număr de hărţi care să acopere pe IM. Adesea este suficientă o singură hartă. 
Demonstraţia este un exerciţiu din calculul cu funcţii compuse. într-adevăr,, 
fie r2 o hartă arbitrară; din faptul că /o r1 şi rî1°r2 sînt diferenţiabile rezultă 
căf°?Yrrlcr2 este diferentiabilă. în general ultima funcţie este o restricţie 
a lui /o r2. Dacă însă imaginea lui r± acoperă pe IM, atunci fo rx o rix

ar2 repre
zintă pe /or2 şi astfel diferenţiabilitatea este demonstrată. 

Din punct de vedere intuitiv este clar ce înseamnă un vector tangent 
la o suprafaţă Di- Definiţia formală se bazează pe ideea că o curbă din IM 
trebuie să aibă toţi vectorii viteză tangenţi la Di-

5.5. Definiţie. Fie Di o suprafaţă şi P un punct oarecare din ea. Un 
vector ~v tangent la \RS în P se numeşte tangent la IM în P dacă este vectorul 
viteză al unei curbe oarecare din IM ce trece prin P. 

Mulţimea tuturor vectorilor tangenţi la IM în P se numeşte planul tan
gent al lui IM în P şi se notează cu TPDi (fig. 107). Imaginea concretă 
a lixi TpEM în [R3 poartă aceeaşi denumire. 

Teorema următoare arată că TPDi este un subspaţiu vectorial bidimen
sional al spaţiului tangent TP IR8. 

5.8. Teoremă. Fie P un punct al unei suprafeţe [M şi r o hartă în Di: 
astfel încît r(uQ, v0) = P. Un vector w tangent la |R3 în P este tangent la 
Di dacă şi numai dacă w poate fi scris ca o combinaţie liniară a lui 7u(uQ, v0) 
şi rv(u0, v0). 

Demonstraţie. Yitezele parţiale ~ru şi ~rv sînt tangente la Di în orice punct 
al iui r(DD) deoarece curbele coordonate ale lui r sînt curbe în Di (fig-108).. 

Să presupunem că w este tangent la Di în P, adică există o curbă <x 
pe Di pentru care a(0) — 0 şi <x'(0) = w. După teorema 5.1, curba a poate 
fi scrisă în forma a = ?•(«., v) sau a(t) = 7(u(t), v(t)). Eegula de derivare a-
funcţiilor compuse dă 

_, - . , du - dv 
a.' = r„(u, v) • + rv(u, v) 

dt dt 
Deoarece a(0) = P = r(u0, v0), avem «(0) = u0, v(0) = vQ şi deci, pentru 
t = 0, găsim 

w = a'(0) = — - (0)7u(u0, v0) + —- (0)rt.(«0, vQ). 
dt dt 

b(K*K)(uo>v») 

Fig. 107 Fig. 108 
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Invers să presupunem că vectorul w e TP[R3 

poate fi scris în forma w == c^ru{u0, v0) -j- c^rv{uw v0). 
Calculul anterior arată că w este vectorul viteză 
al curbei <x(t) — r(u0 + tcx, v0 + tc2) la momentul 
t = 0. Astfel w este tangent la Di în P . 

Deoarece vitezele parţiale sînt vectori liniar 
independenţi, teorema anterioară arată că, VP e 
e r(LD) c Di> vitezele parţiale formează o bază 
a planului tangent TP Di-

5.7. Definiţie. O funcţie X care asociază fiecărui punct P e Di un vector 
X(P) tangent la R3 £» P se numeşte cîmp vectorial euclidian pe suprafaţa Di-

Fie X — f(x, y, z)1 + #(&, ?/, ̂ )J + h{x, y, zj% un cîmp vectorial euclidian 
pe suprafaţa Di- Dacă funcţiile coordonate /, g, h sînt diferenţiabile pe Di, 
atunci cîmpul X se numeşte ăiferenţiabU. 

Un cîmp vectorial euclidian Y pentru care, VP 6 Di, Y(P) este tangent 
la Di în P se numeşte cîmp vectorial tangent la Di (fig. 109). Dacă Y este 
un cîmp vectorial tangent la Di> atunci oricare ar fi narta r: ED -> Di> 
avem 

Y(r(«, «)) = F(u, v)7u + G(u, v)rv. 

De aceea Y este diferenţiabil dacă şi numai dacă funcţiile F şi G sînt 
diferenţiabile pe CD. 

î n continuare presupunem că lucrăm numai cu cîmpuri diferenţiabile 
şi precizăm că de cele mai multe ori cîmpurile pe Di sînt definite local 
(numai în anumite regiuni ale lui tM). 

5.8. Observaţie. Cîmpurilesectoriale tangente la D i aparţin calculului din Di> deoarece con-
Jorm definiţiei 5.5 ele dau în fiecare punct vitezele unor curbe din Di-

§ 6. Cimpuri normale pe suprafeţe 

Fie [M o suprafaţă şi P un punct al său. Un vector ~z cu originea în P 
care este ortogonal planului tangent TPDi; adică ortogonal oricărui vector 
tangent la Di în P , se numeşte vector normal la Di- Un cîmp vectorial 
euclidian Z definit pe Di se numeşte cîmp normal pe Di dacă fiecare vector 
Z(P) este normal la Di. 

Deoarece T>Di este un subspaţiu bidimensional al lui TP[R3, există 
numai o direcţie normală la Di în P , adică toţi vectorii ~z normali în P sînt 
«oliniari. Astfel dacă ~z nu este zero, rezultă că TPDi constă numai din 
vectorii lui TP[R3 care sînt ortogonali lui ~z. Dreapta ce trece prin P şi este 
perpendiculară pe planul tangent TPDi se numeşte normala suprafeţei 
în punctul P . 

Fie r(ED) regiunea din Di acoperită de harta r : ED -» Di- Funcţia vectorială 
Z(u,fv) — 7a X 7V ataşează fiecărui punct din D un vector normal la Di 
în r(u, v) (fig. 108). De aceea Z(u, v) poate fi privit ca un cîmp normal 
definit local pe Di-
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Dacă gîndim TPIM ca fiind determinat de punctul P(x0, yQ, z0) şi de 
veetorul normal Z(u0, v0), atunci găsim pentru T f fli ecuaţia 

x xo y — Vo z'— zo 
XH 2/«o Zuo 
X"a y»a Z"0 

= 0, 

unde x0 = X{ÎI0, vQ), xUs> = xa(ua, v0) etc. Normala la [M în P are ecuaţiile-

x — xn y - y0 
D(y, z) B(z, x) B(x, y) 

D(u0,v0) B(u0,v0) B(u0,v0) 

Dacă suprafaţa Di este dată prin ecuaţia carteziană implicită, atunci. 
este uşor să punem în evidenţă cîmpul normal şi cîmpurile tangente. 

6.1. Teoremă. Dacă IM :f(x,y,z) = c este o suprafaţă, atunci gradien-
tul V / = — -̂ 1 -i — ~j H — %, definit pe [M, este un cîmp vectorial 

dx dy 8z 
normal care nu se anulează în nici un punct al lui IM (fig. 110). 

Demonstraţie. Gradientul nu se anulează pe [M deoarece prin ipoteză 
derivatele parţiale fx, fv, fz nu se pot anula simultan în nici un punct al 
lui[M(§l). 

Să arătăm acum că(V/(P), ~v) = 0, VîJe TP[M. Pentru aceasta observăm 
că dacă a este o curbă pe [M, atunci /(a) = f(os{t), y(t), z(t)) = 0. Dect 

df , , dx , df , . ăy , df , . dz 
dx dt dy dt dz dt 

Alegînd pe a astfel încît să aibă viteza iniţială 

a'(0) = v=v{i+ v2~j + v3%, 
în <x(0) = P , găsim 

0 = /*(a(0)) ~ (0) + /„(«(O)) Ş- (0) + Jf,(a(0)) ~ (0) = 
dt dt dt 

= UPPl +fy[P)% +/.(P)«8 = (V/(P), V). 
Din punct de vedere analitic, ecuaţia planului ^f __.r/f 

tangent la [M în P(oc0, yw z0) este 

(x - x0)fXo + (y - y0)fVo + {z — «„)/,„ = 0, 

iar ecuaţiile normalei sînt 

% — Mo _ y —y0 _ z — z0 

Jxe Jv, ho Fig. 110 
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'At în particular pentru reprezentarea carteziană 
explicită z = f(x, y) avem : 

\%2p/J J planul tangent, z — zQ = p(x-x0) +q{y—y0), 

normală, £ZL?9 = JLziLo = iL 
Fig. 111 ^>o 2o —-1 

6.2. O b s e r v a ţ i i . 1) Planul tangent T p JM este aproximaţia liniară a suprafeţei [M 
în vecinătatea lui P. 

2) Cîmpurile vectoriale normale aparţin calculului din [R3. Ele sînt folosite în studiul lui fj*| 
iiin punctul de vedere al unui observator din [R3. 

§7. Proprietăţi topologice ale suprafeţelor 

Suprafeţe conexe. Fie a : I -> IM o curbă de pe suprafaţa IM Şi [a, b] c I. 
Bestricţia a : [a, 6] -> [M se numeşte segment ăe curbă sau l-segment pe 
suprafaţa IM-

7.1. Definiţie. O suprafaţă IM se numeşte conexă dacă VP, (> e [M există 
un segment ăe curbă a : [a, &] -> [M> cel puţin continuă, astfel încît a(a) = P 
şi a(6) = Q, aăică imaginea a([a, &]) c IM uneşte punctele P şi Q (fig. 111). 

O suprafaţă conexă (M este toată dintr-o singură bucată. De exemplu, 
exceptînd hiperboloidul cu două pînze care nu este conex, toate cuadricele 
nedegenerate sînt conexe. 

7.2. Teoremă. Fie [Mi şi [M2 două suprafeţe. Dacă IMi este conexă 
iar F: [Mi -» [M2 este o aplicaţie surjectivă şi diferenţiabilă, atunci [M2 
«ste conexă. 

Demonstraţie. Fie E, 8 două puncte arbitrare din [M2- Deoarece F este 
surjectivă există P , $ e fJii aşa ca P(P) = P, P(#) = #. Dar prin ipoteză 
[Mi este conexă şi deci există un segment de curbă a care uneşte pe P cu §. 
Imaginea lui a prin funcţia continuă F este un segment de curbă ce 
uneşte pe B cu 8, adică [M2 este conexă. 

7.3. Consecinţă. Dacă ID este o mulţime deschisă şi conexă din plan, 
iar r : ID -s- IM este o parametrizare, atunci r(ID) <= IM este conexă. 

7.4. Exemplu. Hiperboloidul cu o pînză este conex deoarece el este mulţimea valorilor func
ţiei diferenţiabile : 

x = a eh u cos v, y = b eh u sin v, z = c sh a 

•definită pe mulţimea conexă [R2. 

Analog putem stabili că fiecare dintre pînzele hiperboloidului cu două pînze este conexă. 
Deoarece aceste două pînze sînt mulţimi disjuncte, rezultă că hiperboloidul cu două pînze nu 
este conex. 

7.5. Teoremă. Fie Ui o suprafaţă conexă şi / : [M -*• IR o aplicaţie dife
renţiabilă. 

(1) Dacă d/ — 0, atunci / = const. 
(-2) Dacă / nu se anulează pe [M, atunci / > 0 sau / < 0 peste tot. 
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Demonstraţie. Fie P, Q e [M două puncte arbi
trare. Prin ipoteză acestea pot fi unite printr-un 
segment de eurbă a : [a, &]->Ui. XJtilizînd func
ţia diferenţiabilă /o<x : [a, &] -» [/(a(c)), /(a(d))], 
c, de [a, 6], căreia îi aplicăm teorema creşte
rilor finite şi proprietatea lui Darboux, deducem 
/ = const. şi respectiv / > 0 sau / < 0 peste 
tot. 

7.G. O b s e r v a ţ i e . O suprafaţă fĴ J poate fi privită ca un spaţiu topologic şi în acest con
text putem demonstra că JJvţ este conexă dacă şi numai dacă (1) [M nu este reuniunea a două 
mulţimi nevide, disjuncte şi deschise sau dacă şi numai dacă (2) singurele submulţimi închise 
şi deschise ale lui [JvJ sint 0 c fjvţ şi QvJ. | j 

Suprafeţe simplu conexe. Suprafaţa [M se numeşte simplu conexă dacă 
orice curbă închisă de pe UA poate fi deformată prin continuitate (fără a 
părăsi punctele suprafeţei) astfel încît să se reducă la un punct (fig. 112). 
De exemplu, sfera este (conexă şi) simplu conexă; cilindrul circular drept 
(este conex dar) nu este simplu conex, deoarece cercurile situate în plane 
perpendiculare pe axa cilindrului nu se pot reduce la un punct fără a ieşi 
lin cilindru; hiperboloidul cu două pînze (nu este conex dar) este simplu 
ionex etc. 

Suprafeţe compacte. Fie (u, v) e [R2 şi intervalul bidimensional închis 
(dreptunghi închis) D 0 : a < u < b, c < v < d. 

Fie IM o suprafaţă. O funcţie diferenţiabilă de tipul r: tD0 -»[M se nu
meşte 2-segment în [M, figura 113. (Atributul diferenţiabilă este folosit 
în sensul că r se poate extinde diferenţiabil la un interval bidimensional 
deschis ce conţine pe ID0.) 

7.7. Definiţie. Suprafaţa [M se numeşte compactă dacă poate fi acoperită 
prin imaginile unui număr finit de 2-segmente. 

De exemplu sfera este o suprafaţă compactă deoarece este acoperită 
de imaginea 2-segmentului r(u, v) = («, -f « cos u sin v, y0 + » sin w sin v, 
z0 + a cos v), (u, v) e ED0 = [0, 2-K] X [0, ir]. De asemenea torul de rotaţie 
este o suprafaţă compactă. 

Se ştie că orice funcţie (reală) continuă definită pe un dreptunghi 
închis ÎD0 îşi atinge maximul (minimul) într-un punct din tD0. Acest rezultat 
îl folosim pentru a demonstra teorema următoare. 

7.8. Teoremă. Dacă / este o funcţie continuă definită pe o suprafaţă 
compactă 0i? atunci / îşi atinge maximul (minimul) într-un punct din Ui« 
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Demonstraţie. Fie rt :CDoi -> |M, 1 «3 i < h, 2-segmentele ale căror imagini 
acoperă pe IM- Deoarece aplicaţiile rt sînt diferenţiabile, iar / este continuă 
rezultă că fo?\ : U)oi -> R sînt funcţii continue. De aceea, pentru fiecare i, 
există punctul (ut, vt) e LD0Î în care /<>/•< ia valoarea maximă. Fie /(^(«i, %)) 
cel mai mare dintre numerele f(rt(Ui, »,)). Şă arătăm că P = ^(«j, %) este 
punctul în care / are valoarea maximă. într-adevăr, deoarece rt sînt în 
număr finit, V§ e IM, există un indice i aşa ca $ = r4(«, v) şi avem : 

/(P) = /(rx(% , %)) > / fafa , vt)) > f(rt(u, *)) = f(Q), 
ceea ce trebuie demonstrat. 

Teorema anterioară poate fi folosită pentru a proba că o suprafaţă 
nu este compactă. De exemplu, cilindrul IM cu generatoarele paralele cu 
Oz nu este o suprafaţă compactă deoarece funcţia coordonată z dă cota 
z(P), VP e [M, şi astfel ea nu are o valoare maximă pe IM-

O submulţime IM din R8 se numeşte închisă în R3 dacă complementara 
sa K3 - Ui este deschisă în R3. 

O submulţime tM din R3 se numeşte mărginită dacă distanţa euclidiană 
dintre două puncte oarecare ale sale este mai mică decît un număr real 
dat. Cu alte cuvinte IM este mărginită dacă poate fi inclusă într-o sferă 
de rază finită. 

7.9. Teorema Heine-Borel. O submulţime din R3 este compactă dacă 
şi numai dacă ea este închisă şi mărginită. 

O suprafaţă de tipul UA:f{x,y,z) = o este închisă deoarece ea constă 
din punctele /_1({c}), {o} este o submulţime închisă din R, iar / este o 
funcţie continuă. Astfel o suprafaţă IM: f{x, y,z) = c este compactă dacă 
şi numai dacă ea este mărginită în R3. De exemplu elipsoidul este compact, 
dar hiperboloizii nu sînt compacţi. 

7.10. Teoremă. Dacă f(x, y, z) este un polinom omogen de gradul n > 1 
care are cel puţin o valoare pozitivă, atunci IM : f(x, y, z) = 1 este o supra-
raţă. Dacă f(P) > 0 exceptând P(0, 0,0), atunci IM este compactă şi 
feciproc. 

Demonstraţie. Prin ipoteză există un punct P{x, y, z) e R3 aşaca/(#, y, z)= 
— a>0. Astfel [M conţine punctul ——(x, y,z) şi deci nu este vidă. Din 

][ă 
formula lui Euler pentru funcţiile omogene rezultă că orice punct Q care 
satisface fx(Q) = 0, fy(Q) = 0, fz(Q) = 0 satisface şi f(Q) = 0. De aceea 
Q $ IM Şi astfel IM este o suprafaţă. 

Să presupunem / > 0 exceptînd originea. Fie sfera 8 şi i: $ - > R 3 

injecţia naturală. Funcţia compusă foi: 8 -> R este continuă. Deoarece 8 
este compactă funcţia foi are o valoare minimă & şi b>0. Dacă y1 e R3, 
avem 

f(Q) = \\Q\\'f(-^r)>\\Q\\'h. 
V. II Vil / 

De aceea pentru f(Q) = 1 găsim \\Q\\ <—— Eezultă că IM =/ _ 1 ( l ) este 

conţinută în sfera închisă cu centrul în O si de rază . Astfel [M este măr-

ginită şi deci [M este compactă. 
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Eeciproc, presupunem că Di este o suprafaţă compactă. Eezultă că Hi 
este mărginită şi deci f(Q) > ||Q||"&. De aceea / > 0 , exceptînd originea. 

SUPRAFEŢE ORIENTABILE 

7.1 î . Definiţie. O suprafaţă [M se numeşte orientabilă dacă posedă un 
cîmp vectorial normal Z care să nu se anuleze în nici un punct al lui [M. 

Din § 6 rezultă că : 
— orice suprafaţă simplă este orientabilă, 
— orice suprafaţă [M : /(#> Vi %) = c (care nu posedă puncte critice ale 

lui / ) este orientabilă. De exemplu planul, sfera, cuadricele nedegenerate 
etc. sînt suprafeţe orientabile. în particular orice suprafaţă dată carte
zian explicit este orientabilă. 

Dăm fără demonstraţie următoarea teoremă. 
7.12. Teoremă. Orice suprafaţă simplu conexă şi conexă este orientabilă. 
Pe de altă parte avem 
7.13. Teoremă. Orice suprafaţă conexă şi compactă Qi este orientabilă. 
Demonstraţie. Dacă IM este o suprafaţă conexă şi compactă, atunci R3 

se descompune în două părţi conexe, una mărginită [M şi alta nemărginită 
IR3 — Di- Suprafaţa D7! admite două cîmpuri vectoriale normale unitare 
opuse dintre care unul indică regiunea nemărginită. De aceea IM este 
orientabilă. 

7.14. Teoremă. Dacă [M2 este o suprafaţă orientabilă, iar F : [Mi -> [M2 
este o aplicaţie regulată, atunci suprafaţa [Mi este orientabilă. 

Demonstraţie. Presupunem că [M2 admite cîmpul normal nenul T şi 
construim funcţia reală 

fi(?, w) = (f(Q), vxw),v,we TG[M2, Q = F(P), P e U^. 

Fie F* matricea Jacobian a reprezentării în coordonate a lui F. Dacă 
a,' b sînt doi vectori independenţi din TP[Mi, atunciF^a, F% ~$ sînt doi vectori 
independenţi din TgîMj, deoarece F este regulată. Definim 

(F* n)(a, b) = n(**«, F*b)-

Deoarece F este regulată rezultă F* \i # 0. Construim 

Z(P)=- S x * . 
(F*y.)(a,b) 

Această expresie este independentă de alegerea lui a şi "& şi dă în fiecare 
punct un vector normal nenul. De aceea P ~» Z(P), este un cîmp normal 
nenul pe [Mi, adică [Mi este orientabilă. 

Un cîmp vectorial normal unitar pe o suprafaţă orientabilă IM se numeşte 
orientare pe [M-

7.15. Teoremă. Orice suprafaţă conexă şi orientabilă admite exact două 
orientări. 

62 
227 



+ u 

Fig- 115 

Demonstraţie. Fie Z un cîmp normal global definit pe IM. Cu ajutorul 

lui putem construi pe ± U = & — - care sînt cîmpuri normale unitare. 
\\Z\\ 

Să arătăm acum că orice alt cîmp normal unitar trebuie să fie +U sau — U. 
Fie V un_cîmp normal unitar arbitrar definit pe IM. Evident avem V = 
= (V, U)U, unde / = (f, U) are în fiecare punct valorile —1 sau + 1 . 
După teorema 7.6, / are peste tot fie valoarea —1 fie valoarea + 1 , cc.t.d. 

Intuitiv, teorema 7.15 arată că, suprafeţele conexe şi orientabile au 
două feţe. O suprafaţă orientabilă împreună'cu o alegere'a unei orientări 
(alegerea unei feţe) se numeşte suprafaţă orientată. Convenţional faţa care 
corespunde alegerii sensului dat de +U se notează cu + (faţa pozitivă), 
iar faţa opusă se notează cu — (faţa negativă); fig. 114; orientare în con
cordanţă cu regula burghiului drept. 

Pentru suprafeţele orientabile ce mărginesc un volum finit sensul 
pozitiv pe normală se ia prin convenţie din interior către exterior (fig. 115). 

Dacă [M nu este conexă, dar se compune din porţiuni conexe şi orien
tabile (de exemplu hiperboloidul cu două pînze), atunci orientarea com
ponentelor determină o orientare a lui IM. 

Să ne referim acum la suprafeţele neorientabile, adică la suprafeţele 
care au o singură faţă. Cel mai simplu exemplu este banda lui Mobius. 
Un model al ei se poate obţine dacă răsucind o dată bucăţica dreptunghiu
lară de hîrtie ABCD, se lipesc capetele ei în aşa fel încît punctul A să 
coincidă cu G, iar B cu D. 

Banda lui Mobius (fig. 116) nu este global orientabilă deoarece orice 
cîmp normal Z definit pe IM trebuie să se anuleze într-un punct al lui [M 
şi să-şi schimbe sensul la trecerea prin acest punct. Pentru a vedea acest 
lucru fie a : [0,1] -> jj^o curbă închisă pe IM cu <x(0) = <x(l) ca în fig. 116. 
Dacă presupunem că Z nu se anulează în nici un punct, atunci răsucirea 
£_— _,c în IM dă contradicţia Z(a.(0)) ==—Z(a.(l)), 

deoarece funcţia Z(a(t)) este prin ipoteză 
diferentiabilă. 

S'D 
z(<x(o)) 7.16. Teoremă. Orice punct P al unei 

suprafeţe neorientabile IM este cuprins 
într-o regiune conexă şi orientabilă. 

Demonstraţie. Fie ED o mulţime deschisă 
şi conexă din plan şi r : ED -> IM o hartă în 
IM- După teorema 7.3, r([D) este conexă. Mai 
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mult, imaginea r(ID) este orientabilă deoarece Z 
normal nenul. 

fv, £< 7„ [este un [cîmp 

Teorema anterioară arată că pe suprafeţele neorientabile există numai 
cîmpuri normale local nenule. în sprijinul acestei afirmaţii vom da un 
exemplu folosind un alt model al benzii Mobius. Fie a(w) = (cos u, sin u, 0) 
un cerc de rază unu situat în planul xOy şi [PQ~\ un segment de lungime 
unu aşezat radial cu mijlocul pe cercul a. Presupunem că mijlocul segmentu
lui descrie cercul şi simultan segmentul se roteşte în jurul mijlocului său 
(momentan în planul normal al cercului), astfel încît în momentul cînd 
mijlocul segmentului încheie o rotaţie de 360°, segmentul încheie o rotaţie 
de 180°. Suprafaţa riglată care ia naştere este o bandă Mobius particulară 
de ecuaţie vectorială 

~r(u, v) = K(U)-\-V$(U), ve 
1 11 
2 2J 

unde ~Ş>(u) = j cos — j a -j- I sin — j %. 

Deoarece Z = ?„ x ~rv ¥= 0 dă local un cîmp vectorial normal nenul, 
rezultă că banda Mobius este local orientabilă. 

§8. Aplicaţia Weingarten 

în acest paragraf şi în paragrafele următoare introducem elementele 
matematice ce caracterizează forma suprafeţei într-o vecinătate a unui 
punct al său. Toate aceste elemente au la bază o transformare liniară 
definită pe planul tangent şi cu valori în planul tangent numită aplicaţia 
Weingarten. 

Fie IM o suprafaţă, X un cîmp vectorial euclidian definit pe [M Şi ^ 
un vector tangent la IM în punctul P . Vectorul D^X se numeşte derivata 
covariantă a lui X pe suprafaţa IM- Această derivată se poate calcula în 
două moduri: 

(1) luăm o curbă a de pe suprafaţa IM astfel încît a(0) — P şi a'(0) = ¥ . 
Explicităm compunerea Xoa şi 

D-^X^-f 2(a(*))|,-„ 

(2) exprimăm pe X în forma X — fi 4- g~j 4- ti% Şi atunci 

B-jX = D v / 7 + D-jg-j + Brh%. 

Chiar dacă X este un cîmp tangent la IM; deri
vata covariantă D-^X nu este în general tangentă 
la IM (%. 117). 

Presupunem acum că [M este o porţiune orien
tabilă dintr-o suprafaţă conexă şi că ea a fost 
orientată prin alegerea cîmpului normal uni
tar U. Fig. n 7 
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8.1. Definiţie. Fie P un punct din IM şi TPIM 
spaţiul tangent la IM în P. Funcţia definită prin 

S P ( ? ) = - D T U, veTP&\, 

se numeşte aplicaţia lui Weingarten a lui [M în 
punctul P. 

Deoarece TP[M constă din vectorii ortogonali 
lui U(P), derivata T>-~U indică variaţia 
planelor tangente în sensul lui ~v şi aceasta dă 
o descriere infinitezimală a modului în care 
se curbează IM. 

8.2. Teoremă. Aplicaţia Weingarten este o transformare liniară a spa
ţiului tangent în el însuşi (fig. 118). 

Demonstraţie. Pentru a arăta că SP are valorile în TP IM trebuie să demon
străm că SP(?) _L U(P). Pornim de la relaţia 1 = (U, U) pe care o derivăm 
în raport cu ~v. î n baza proprietăţilor derivatei covariante avem 

0 = 5(1) = v((U, U)) =, 2(BtU, U) = -2(SP(v), U(P)), 
c.c.t.d. 

Liniaritatea lui SP este o consecinţă a liniarităţii derivatei covariante 

SP(av4rt>w) = -D f l7+KSî7 = -aD-U - VD-TJ = 

= aSP(v) -\r bSP[w). 
Funcţia P -> SP va fi numită aplicaţia Weingarten a suprafeţei IM şi 

va fi notată cu 8. 
Să presupunem acum că t -> a(t) este o curbă din IM, iar TJ este restricţia 

cîmpului normal unitar la a. î n acest caz observăm că 

S(a') = —U\ 
8.3. Teoremă. Aplicaţia Weingarten este simetrică, adică 

(SP(v), w) = (v, SP(w)), W , w s TPIMI , 

O demonstraţie simplă a acestei teoreme este dată în § 12. 
Teorema 8.3 este echivalentă cu faptul că matricea ataşată transfor

mării liniare SP în raport cu o bază ortonormată a lui TP[M este simetrică. 
Elementele intrinseci ale transformării liniare simetrice SP şi anume 

determinantul, urma, valorile proprii (care sînt reale deoarece SP este 
simetrică) şi vectorii proprii au semnificaţii geometrice pe care le vom pune 
în evidenţă în paragrafele următoare. Pentru explicitarea acestor elemente 
este suficient să alegem o bază (v, w} în planul tangent, să explicităm 
matricea ataşată lui SP în raport cu această bază, 

Sp(v) = a/o -}r bw tac' 
SP(w) = ev -(r dw L b ă _ 

şi să determinăm determinantul, urma, valorile proprii şi vectorii proprii 
ai acestei matrice. 
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Fig. 119 Fig. 120 

8.4. Exemple 

1) Fie [|vj : ax + bg + cz + d = 0 un plan din [R3. Evident aceasta este o suprafaţă conexă 
şi orientabilă. Orientăm pe [Jv| alegînd 

U = 
ai + bj + ck 

j/'ă2 + 63 + c2 

Deoarece cîmpul V este paralel avem S(») = — D ^ U = 0, V » e T P [M=[M- Operatorul Wein-
garten este identic zero ceea ce coi espunde faptului intuitiv că planele nu se îndoaie (fig. 119). 

2) Fie rj*ţ : x2 + y2 = r2 un cilindru circular drept din fjţ8. Aceasta este o suprafaţă conexă 
şi orientabilă. Orientăm pe [J*) alegînd 

r 7 xT+ yj + Ok 

Fie P un punct din fjv|, ex un versor tangent la generatoarea ce trece prin P şi e2 un versor 
tangent la cercul de secţiune ce trece prin P. 

Deoarece ex — (0, 0, — l ) p , găsim S p ^ ) = 0, V P , adică de-a lungul generatoarei, U rămîne 
paralel cu el însuşi. Analog e2 = (— y, x, 0)p şi găsim 

Sp(«2) = 
D-»xi + D-*yj -ţji + xj VPegvJ. 

Aceasta arată că de-a lungul cercului de secţiune cilindrul se curbează uniform (fig. 120). 
3) Fie sfera |]v| : x2 + y2 + z2 = r2. Orientăm pe Qv| alegînd 

-» xi + grj + zk 

Găsim 

S(v) = — D - U = ( D - x T + T>ryJ+ D - z i ) = i V ? ; V P £ rj*|. 

Astfel în acest caz aplicaţia Weingarten se reduce la multiplicarea cu — — . Această uniformi-
r 

ta te a lui S reflectă rotunjimea sferelor, adică faptul că, V P , sfera se curbează în acelaşi mod 
în toate direcţiile (fig. 121). 
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FIg. 121 Fig. 122 

§9. Curbura normală 

Forma unei suprafeţe influenţează forma oricărei curbe de pe suprafaţa 
respectivă. Se pune problema ca folosind anumite curbe de pe o suprafaţă 
să caracterizăm forma suprafeţei. 

Presupunem că lucrăm într-o regiune a unei suprafeţe conexe [M orien
tată prin alegerea cîmpului normal unitar TJ. 

9.1. Lemă. Dacă a este o curbă din [M, iar TJ este restricţia cîmpului 
normal unitar la a, atunci 

(8(ă'), «') = (a", U). 

Demonstraţie. Deoarece a' este tangent la [M avem (a', TJ) = 0. Prin 
derivare găsim (a", TJ) •#• («', TJ') = 0. Ştim însă că S(a') = — TJ' şi astfel 
formula din lemă este adevărată. 

Formula din lema precedentă arată că componenta normală a accele
raţiei lui a, componentă care apare din cauza îndoirii suprafeţei, depinde 
numai de a' şi S(a'). Cu alte cuvinte componenta normală a acceleraţiei 
în punctul P este aceeaşi pentru toate curbele de pe suprafaţă ce trec prin 
P cu aceeaşi viteză t> (fig. 122). 

Această observaţie ne sugerează să caracterizăm încovoierea suprafeţei 
după o direcţie prin funcţia din definiţia următoare. 

9.2. Definiţie. Fie ~e un versor tangent la M în P. Numărul kn(e)=(8(e), ~e) 
se numeşte eurbura normală a lui IM în direcţia lui ~e. 

Deoarece avem: 
*>.(-«) = (S( -«) , - 7 ) = (S(e), -1) = (S(e), e) = kn(e), 

numărul k„(e) este definit pe direcţia tangentă la tM în P generată de ver
sorul ~e. Astfel, deşi evaluăm pe k„ pe versori, avem totuşi de-a face cu o 
funcţie reală pe mulţimea direcţiilor tangente la EM în punctul P . 

Fie ~e un versor tangent la IM în P . Considerăm o curbă a de viteză unu 
pe IM astfel încît a(0) = P şi a'(0) =~e. Utilizînd lema 9.1 şi formulele 
lui Frenet pentru curba a, găsim 

K(e) = (S(e),7) - (S(a'(0)), a'(0)) - («"(0), U(P)) = 

= ka(O)0(O), U(P)) = ka(0) cos 0, 
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Fig. 123 FJfl- 124 

unde ka(0) > O este curbura lui a în punctul P, iar 8 este unghiul dintre 
normala principală a curbei şi normala suprafeţei (fig. 123). 

Funcţia reală definită prin 0 «•* kn(e) <= fta(0)eos 6, 0 e [O, %] arată că 
încovoierea maximă a lui IM este indicată de curba a pentru care 0 = 0 
sau 0 = it (punctele de extrem ale funcţiei). Această curbă este intersecţia 
dintre IM şi planul determinat de P, U(P), ~e şi se numeşte secţiunea normală 
a lui JM în direcţia lui ~e. 

Pentru secţiunea normală a, de viteză unu, avem (fig. 124): a'(0) = "«> 
acceleraţia c?"(0) = &o(0) -̂ "(0) aparţine planului de secţiune şi este per
pendiculară pe o'(0) = "e, N(0) = &U(P), K(e) = £Jbo(0). 

Fie P un punct din suprafaţa IM, "e un versor tangent la IM în P şi Jcn(e) 
curbura normală corespunzătoare. Utilizînd secţiunea normală a lui Di 
în direcţia lui ~e şi ţinînd cont că normala principală, N a unei curbe din 
spaţiu arată sensul în care aceasta se curbează, putem da următoarele 
interpretări geometrice ale s emnului iui k„(e) relativ la alegerea cîmpului 
normal unitar U. 

1) Presupunem Jcn(e) > 0. Eezultă că U(P) şi ~fr(0) au acelaşi sens. 
De aceea în vecinătatea lui P şi în directa lui "e suprafaţa se încovoaie în 
sensul indicat de U(P) (fig. 125). 

2) Presupunem K(e) < 0. Eezultă că U(P) şi ^(0) au sensuri opuse. 
De aceea în vecinătatea lui P şi în direcţia lui F suprafaţa se curbează 
contrar sensului lui U(P) (fig. 126). 

3) Fie ~ka(e) = 0. Eezultă ka(0) = 0 şi N(0) nu este definit. Nu putem 
spune precis care este forma suprafeţei în vecinătatea punctului considerat 

ku(P) 

Fig. 125 Fig. 126 
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pe direcţia e*. Putem însă afirma că într-o ve
cinătate a lui P pe direcţia e* suprafaţa se 
curbează foarte puţin. 

Presupunem acum că fixăm punctul P şi 
că extremitatea lui e* descrie un cerc în pla
nul tangent. Diversele secţiuni normale ce se 
pot face ne dau informaţii despre forma su
prafeţei în vecinătatea lui P în diferite di
recţii'(fig. 127). 

Fie \ = max kn(e) şi 7c2=min ltn(e). Aceste 

numere există deoarece mulţimea determi
nată de relaţia ||e*|| = 1 este compactă (cerc), iar funcţia e'-^kn(e) este 
continuă. 

9.3. Definiţie. Numerele \ şi k2 se numesc curburile principale ale lui Ui 
în punctul P. Direcţiile pentru care se găsesc aceste valori extreme se numesc 
direcţii principale ale lui [M în P . Versorii acestor direcţii se numesc vectori 
principali ai lui DM în punctul P. 

Dacă în punctul P avem \ = 7«3, atunci rezultă kn(e) ~ const., adică CM 
se curbează la fel în toate directile şi toate direcţiile ce trec prin P sînt 
principale. 

9.4. Definiţie. Dacă kn(e) = const., Ve*e TP[M, ||<T||=1, atunci punctul P 
se numeşte punct ombilical. 

9.5. Teoremă. 
(1) Dacă P este un punct ombilical, atunci operatorul Weingarten în P 

se reduce la multiplicarea cu kx = k2. 
(2) Dacă P nu este un punct ombilical (7^ # k2), atunci există două 

(şi numai două) direcţii principale ortogonale. Dacă ~ex şi <f2 sînt vectorii 
principali, atunci 

S^j) = k^ex, S(e2) = Zc2?2. 

Altfel: Curburile principale ale lui [M în P sînt valorile proprii ale lui 8. 
Vectorii principali ai lui Qi în P sînt vectori proprii ai lui 8. 

Demonstraţie. Fie {eu e2) ° bază ortonormată a lui TpJM- Avem 

Sffi,) = 81171 + £21i*2 

8(e2) = S12"e1 + 82212, 

unde 8tj = {8(ei), <T̂ ), i,j = 1, 2 şi 812 = 821 din simetria lui 8. Pentru 
orice vector unitate e* tangent la [M în P putem scrie (fig. 128) 

e* = e*(0) = cos 8 ^ + sin 6 e*2, 6 e [0, 2TC). 

Ou acestea curbura normală devine 
/(0) = 7c„(e'(e)) = (S(co$ e?x + sin 8i*2, 

cos 0e\ + sin 6^2) = 
Fig. 128 = /Sfuco8a6 + 2^12sin0cos6 + £22sin26, 6 E [0, 2n). 
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Prin derivare găsim 

%-w. 8n) sin 8 cos 0 4- 2#12(eos2.0 — sin20). 

d/ (1) Punctul P este ombilical <*> — -̂ = 0, V0 <* # n 
d0 

#22 Şi #ia = 0. î n 

acest caz notînd ftB(e) = c (constantă) obţinem 8(e) = cos 0 #(<?;,:) 4> 
4- sin0#(i?2) = /S^e = Jc„0iW = C >̂ c.c.tr.d. 

(2) Presupunem că P nu este un punct ombilical. Putem proba uşor că 
—— = 0 are două soluţii 0„, 0O ^ în intervalul [0, 2u) şi că la trecerea 
d6 ' 2 

ăf lui 0 prin aceste puncte —— îşi schimbă semnul. De aceea pe aceste doua 
d0 

direcţii ortogonale lc„(e) îşi atinge extremele. 
Presupunem acum că funcţia Jcn(e) îşi atinge valoarea maximă \ chiar 

pe ex. Eezultă 60 = 0, \ S„ si din 4 ~ (0) 
d0 

J i i 0 rezultă 8-,9 = 0. Din 

raţionamentul precedent deducem că valoarea minimă kz — 82Z este atinsă 
ea 
8(ej) = Jcfr, 8(e2) = k2e2, 

în direcţia lui e*2. De aceea 

c.c.tr.d. 
Ca o consecinţă avem : 
9.6. Formula Euler. Fie Jcv Jc2 curburile principale şi e1} e2 vectorii 

principali ai lui [M în P . Dacă e = cos 0 \ 4- sin 0e2, atunci 

\(e) = ftxcos20 + &2sin20. 

Vom utiliza acum curburile principale \(P) şi k2{P) pentru a construi 
o aproximare pătratică a suprafeţei IM în vecinătatea punctului P . Pentru 
aceasta presupunem că: 

(1) P este originea lui [R3, 
(2) TpIM = xOy, 
(3) 1P = (1, 0, 0)P şi ~jP = (0,1, 0)P sînt vectori principali. 
în vecinătatea lui P suprafaţa IM poate fi re

prezentată în forma z = f(x, y) pe care o orientăm 
cu ajutorul lui (fig. 129) 

U = zjU - M + k 

Din (1) şi (2) rezultă/(0, 0) = /*(0, 0) =/„(0, 0)=0. 
De aceea avem următoarea aproximare Taylor 

(x%,(0, 0) + 2zyfxy(0, 0) +y%*(0,0)) 
Fig . 129 
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Prin calcul direct găsim 

0CJ)=/«(o,o)7+/J4o,o)J. 
Din (3) şi din teorema 9.5 deducem fxy{0,0) = 0, /^(0,0)==fc1 şi ,/>(0,0) = fc2. 

Aceste raţionamente arată că în vecinătatea punctului P suprafaţa [M 
are aproximativ aceeaşi formă cu suprafaţa 

z = — {\xz + k2y2) z 
pe care o vom numi aproximarea pătratică a lui [M în vecinătatea lui P. 

Definiţiile 9.3,9.4 şi teoremele 9.5, 9.6au fost formulate pentru punctul P . 
Ele sînt valabile în toate punctele din regiunea orientată a lui M unde 
este definit cîmpul vectorial normal unitar U. De aceea 

P -> k((P), i = 1, 2, 

vor fi două funcţii reale \ , k2 definite pe aceeaşi regiune cu U. Aceste 
funcţii se numesc curburile principale ale lui [M. 

9.7. Exemplu. Fie elicoidul drept [Jv|: x = u cos v, y = u sin u, z = o, (u, o)e f£2. Ne pro
punem să găsim curbura normală şi curburile principale in punctul curent al lui [J^. Pentru 

aceasta reprezentăm pe JJ«ţ în forma 7 = u cos v i + u sin v j + v k, Vitezele parţiale sînt 

ru = cos v i + sin v j , rv = — u sin v i + u cos o j + k. 

Deoarece ru}Jfv, alegem drept bază ortonormată a planului tangent In punctul curent al 
suprafeţei pe 

1 -e-L — r a = cos v i + sin oj, 
8 "Ml 

.. 1 _, — u sin v i + u cos »j + k 
e j = — - — r e = 

||r,|| ]/l + u2 

Orientăm pe Q1^ prin alegerea lui 

Avem 

— r « X r » sin P - cos v -, u 
V = — = = - i / + - — = k. 

lK«Xr„|| l / " n - u a j/"l + u2 y i + ua 

„ .. d - . u sin p -» u cos B » 1 -
S(ei) = U = i j — fc. 

du (1 + u2)5"2 (1 + ua)3/a (1 + ua)8/a 

„ , 1 d — 1 / cos v •* sin» - \ 
S(ea) = 17 = - - = = = -T- t + j . 

||r„|| do f l + n ' ^ l + rf 1/1 + u a ) 
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De aceea găsim 

s i z - ( s(ei). «i) = °» s22 = (S(e2), e2) = O, 

sn = ( s (« i ) . «2) = («i. s(«2)) = • 
1 + u2 

Fie e = cos OJj + sin 0e2. Obţinem 

sin 20 
«9) = * , (*») ) = 

1 + us 

şi deci 

adică 

— < *»(?(8» < — * — 1 
1 + u2 1 + u2 

1 « | 2 vi vi i + U 2 

^ - ^ ( J r A + ^ ) — Î T ^ -

§10. Curbura Gauss 

Fie Ui o suprafaţă şi 8 aplicaţia Weingarten. în acest paragraf vom da 
semnificaţiile geometrice ale determinantului şi urmei operatorului 8. 

10.1. Definiţie. Funcţia K = det# : Ui ->• GR se numeşte curbura Gauss 
a suprafeţei Ui. Funcţia E = — wma $ : Ui-> [R se numeşte curbura 

medie a suprafeţei Ui. 
Curbura Gauss şi curbura medie se exprimă cu ajutorul curburilor 

principale fcx şi k2. 
10.2. Lemă. Avem 

J±. == n/i * fvv) - " ^ = • 

Demonstraţie. Fie P un punct din Ui. Toate matricele ce se pot ataşa 
aplicaţiei 8P au acelaşi determinant şi aceeaşi urmă. De aceea pentru 
găsirea determinantului şi urmei lui 8P este suficient să alegem în planul 
tangent TPUi o bază convenabilă în raport cu care aplicaţia 8P să fie 
reprezentată de o matrice simplă. Alegmd drept bază vectorii principali 
i*!, e*2 din teorema 9.5 rezultă că lui SP îi corespunde matricea 

L o k2(P)j 
şi astfel lema este evidentă. 
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"U(P) 

Fifl. 130 Fîg. 131 Fig. 132 

Observaţie. Dacă U se schimbă în — U, atunci kx şi k^ se schimbă respectiv în — &4, 
— if2> curbura medie H se schimbă în — H, iar curbura Gauss K rămîne neschimbată. 

în continuare vom da interpretarea geometrică a semnului curburii 
Gauss. 

10.3. Interpretarea semnului lui K{P) 
1) Presupunem că în punctul P e [ M avem K{P) > 0 . Din K = kxk2 

rezultă că fcrfP) şi fc2(P) au acelaşi semn. Din formula Euler rezultă kn(e) > 
> 0 sau kn(e) < 0. Aceasta înseamnă că în vecinătatea lui P suprafaţa 
se încovoaie fie în sensul lui U, fie în sens contrar. Aproximarea pătratică 
a lui [M în vecinătatea lui P este paraboloidul eliptic 2z = k1(P)x2 -f-
+ k,(P)y2 (fig. 130). 

2) Presupunem K(P) < 0. Din K = \k2 rezultă că fcx(P) şi k2{P) au 
semne opuse. Aproximarea pătratică a lui (M, în vecinătatea lui P este 
paraboloidul hiperbolic 2z = k1(P)x2 + kz(P)y2. De aceea în vecinătatea 
lui P suprafaţa arată ca o şa (fig. 131). 

3) Presupunem K(P) = 0. Deoarece K = k-Jc2, considerăm următoarele 
două cazuri: 

(a) numai una dintre curburile principale este zero, de exemplu kx(P) ^ 
^ 0, &2(P) = 0. în acest caz aproximarea pătratică este cilindrul parabolic 

20 = k1{P)x2 

şi deci, în vecinătatea lui P , suprafaţa [M arată ca o albie (fig. 132), 

(b) ambele curburi principale sînt zero 
\(P) = k2(P) = 0. 

Aproximarea pătratică se reduce la planul z = 0 şi nu 
putem obţine nici o informaţie cu privire la forma lui 
[M în vecinătatea lui P . Un punct P e [M pentru care 
\(P) = 0, fc2(P) = 0 se numeşte punct planar. 

10.4. Exemple 

(1) Torul de rotaţie este un exemplu de suprafaţă pe care avem 
de-a face cu cazurile 1), 2) şi 3) (a). 

în punctele regiunii A (fig. 133) avem K > 0 deoarece în aceste 
puncte torul se îndepărtează faţă de planul tangent. în punctele re
giunii B avem K < 0 deoarece în vecinătatea oricărui punct din 

Fig. 134 această regiune torul seamănă cu o şa. Pe cele două cercuri care 
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separă regiunile A şi B avem K = Q deoarece de-a lungul acestor cercuri torul seamănă 
(local) cu o albie. 

(2) Punctul 0(0, 0, 0) de pe suprafaţa (fig. 134) 

z = x3 — 3xj/2 = Re(x + iy)3 

este un punct planar. 

în continuare vom da formule pentru calculul funcţiilor K şi H. 

10.5. Lemă. Dacă ~vx şi ~v2 sînt doi vectori liniar independenţi tangenţi 
Ia [M în P, atunci 

Siv,) x S(v2) = K(P)vx x ?2, 

SCS]) X v2 + Vi X #(«2) = 2H(P)v1 X ?2 . 

Demonsiratie. Deoarece 1TX şi ~v2 formează o bază a planului tangent TP[M 
putem scrie 

S(v±) = o®! + 6^2 

$(^ 2 ) = O^j + d^ 2 

Astfel 

"a o" 

este matricea lui $ în raport cu baza 1o1,'v2. Găsim 

K(P) = det S = ad - 6e, ff(P) = — urma S = — (a + d). 

2 2 

Folosind proprietăţile produsului vectorial deducem 

SCv,) X #(?3) = (av, + Vv2)x(cv1 + dv2) = (aă — be)~v1x'v2 = K(P)~v1X~v2. 
Analog se găseşte relaţia în care intră E(P). 

Fie acum Vx şi V2 două cîmpuri vectoriale tangente independente defi
nite pe o regiune orientată a lui [M. în baza lemei precedente avem 

ff(7x) X S(V2) =KV1 X % 

fl(Fj) X f2 + ? ! X ff(F„) = 2 5 ? ! x F2. 
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Deoarece cîmpurile Vx şi V2 sînt liniar independente, adică ||7X x V2\\2 > 
> 0, înmulţind scalar ambii membri ai acestor ecuaţii cu cîmpul norma] 
Vi X V2 şi utilizînd identitatea Lagrange găsim 

K=-

(S(Vd, Vx) 

(S(V2), fi) 
(Vv Vx) 
(VvVd 

(«(FJ, V2) 

(S(V2), V2) 
(Vv V2) 
(V2, V2) 

B = 

(S(Vi), Vx) (8{Vt), V2) 

(V2, VJ (F„ V2) 
+ 

(VvVd {VVV2) 

{VUVJ {V2,V2) 

Evident funcţiile K şi H astfel obţinute sînt diferenţiabile. 
Dacă funcţiile K şi H sînt cunoscute, atunci curburile principale sînt 

date de formulele din consecinţa următoare. 

10.6. Consecinţă. Pe o regiune orientată U din [M curburile principale 
sînt date de 

k1,k2 = H ±yH*-K. 

Demonstraţie. Eelaţiile rezultă din faptul că 

K = kjc2, E--

şi deci 

E2-K = (h - K) 

Formulele precedente arată că funcţiile fca şi k2 sînt continue pe U. 
Aceste funcţii nu sînt diferenţiabile în punctele în care H2 — K = 0, 
adică în punctele ombilicale. Dacă U nu posedă puncte ombilicale, atunci 
funcţiile fca şi Tc2 sînt diferenţiabile. 

Să prezentăm acum unele tipuri de suprafeţe. 

10.7. Definiţie. O suprafaţă pentru care E — const. se numeşte suprafaţă 
cu curbura constantă. în particular suprafeţele pentru care K = 0 se mai 
numesc si local euclidiene. 
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Fig. 135 

16.8. Exemple. 

(1) Suprafaţa de rotaţie 

-][! — x2 — ys -f s e c h _ 1 ^ x 2 + y2, z > 0 

numită pseudo-sferă, fig. 135) are curbura K = — 1. 
(2) Planul (fig. 119), cilindrul circular drept (fig. 120), conul fără vîrî, banda Mdbius (fig. 

116) etc. sînt exemple de suprafeţe local euclidiene. 
Suprafeţele desfăşurabile (adică suprafeţele riglate pentru care cîmpul normal este paraleî 

in [R3 de-a lungul fiecărei generatoare) sînt local euclidiene. 
Reciproc, suprafeţele conexe, închise (ca submulţime în fjţ3) şi local euclidiene sînt desfăşura

bile. De asemenea ele sînt local izometrlce cu planul, adică există o aplicaţie definită pe supra
faţa respectivă şi cu valori în plan care păstrează produsul scalar al vectorilor tangenţi (izo-
metrie locală). 

(3) Sfera x2 + gz + z2 = 1 are curbura K «= 1. 

10.9. Definiţie. O suprafaţă pentru care H = 0 se numeşte suprafaţă 
minimală. 

Facem observaţia că suprafeţele minimale au curbura Gauss K < 0r 
deoarece din 

H fcj + k2 0 rezultă \ -k2. 

Exemplu. Elicoidul cu plan director (fig. 136) este o suprafaţă minimală. 

Denumirea de suprafaţă minimală provine din aceea că, dintre toate 
suprafeţele ce trec printr-o curbă închisă, suprafaţa de arie minimă are 
curbura medie nulă. 

§11. Formele fundamentale ale unei suprafeţe 

Fie V un spaţiu vectorial euclidian real şi ST : V -> V o transformare 
liniară simetrică. Funcţiei 9~ i se poate ataşa forma biliniară simetrică 

#/ : V x F - > | R , s/(v, w) == {&~(v), w) 
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şi deci implicit forma pătratică 

Q : V -> R, Q(v) = J*[v, v) = (^-(«), «). 

Forma biliniară simetrică J</ (implicit forma pătratică Q) ataşată unei 
transformări liniare simetrice ST conţine exact aceeaşi informaţie ca şi 
9~ deoarece ST poate fi recuperată din formula 

{2T{v), w) = - l [Q{v + w) - Q(v) - Q(w)], 
2 

care este adevărată pentru orice vectori v, w din V. 
Fie DM o suprafaţă, P un punct din IM şi TPQM spaţiul tangent la DM 

în punctul P. Forma biliniară simetrică I P asociată identităţii pe TPQM, 
adică funcţia reală definită prin 

IP(v, w) = (v, w), !j,we TP[M, 

•se numeşte prima formă fundamentală a suprafeţei OM în punctul P. 8e 
observă că I P nu este altceva decît un produs scalar fiind restricţia produsu
lui scalar din R3 la subspaţiul bidimensional TP0M- Funcţia P - » I P se 
numeşte prima formă fundamentală a suprafeţei DM şi se notează cu I. 
Geometria pe DM derivată din prima formă fundamentală se numeşte 
geometrie intrinsecă. Conţinutul acesteia rezultă din faptul că funcţia î , 
şi deci cunoaşterea produsului scalar pe fiecare TPQM, permite calcularea 
lungimii unui arc de curbă de pe suprafaţa QM, a unghiului dintre două 
tangente la suprafaţa DM? a ariei unei porţiuni din suprafaţa DM etc. De 
exemplu, dacă a.: [a, b] -> QM este o curbă regulată, atunci lungimea lui a 
•este dată prin 

Z(«) 

b 

doc 
dt 

di. 

Presupunem că DM este o suprafaţă conexă şi notăm cu Q mulţimea curbelor 
regulate a : [a, b] -> DM care unesc punctul P = a.{a) cu punctul Q = a.(b). 
Distanţa de la P la Q se defineşte prin 

d(P,Q) =iniZ(a). 
«en 

Această expresie defineşte o distanţă (metrică) d pe DM şi deci o suprafaţă 
conexă este un exemplu de spaţiu metric. Mai mult, topologia lui DM 
determinată de metrica d coincide cu topologia originală a lui DM (ca sub-
varietate). 

Fie DM o suprafaţă orientată, P un punct din CM şi TPDM spaţiul tangent 
la DM în punctul P. Forma biliniară simetrică I I P asociată aplicaţiei Wein-
•garten 8P, adică funcţia reală definită prin 

JIP(v, w) = [Sp(v), w), v, w e TpDM, 
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se numeşte a doua formă fundamentală a suprafeţei [M în punctul P. Forma. 
pătratică corespunzătoare se poate exprima prin 

TIP(v, v) = (SP(v), v) = («"(*„), U(P)), 

unde a : I -J- (M este o curbă din [M pentru care ct(t0) = P , oc'(tf0) = ^r 
iar Z7 este cîmpul vectorial unitar normal la [M. în particular, pentru 
II?||= 1, numărul IIp(?, Io) este egal cu curbura normală a lui [M în punctul 
P , în direcţia "v. Funcţia P -> I I P se numeşte a doua formă fundamentală 
a suprafeţei [M şi se notează cu II. Cunoaşterea acesteia este echivalentă 
cu cunoaşterea aplicaţiei Weingarten. De aceea geometria pe [M ce emană 
din a doua formă fundamentală conţine elemente matematice ce permit 
descrierea formei suprafeţei local sau global: curbură normală, curburi 
principale, curbura Gauss, curbura medie etc. Deşi toate acestea sînt 
introduse pornind de la cîmpul vectorial unitar normal pe suprafaţa [M, 
adică de la un element care aparţine calculului din IR3, totuşi Gauss a 
demonstrat că curbura care azi îi poartă numele este un element intrinsec 
(se poate exprima cu coeficienţii primei forme fundamentale). Proprie
tăţile suprafeţei (M care nu depind numai de prima formă fundamentală 
se numesc proprietăţi rigide. 

Primele două forme fundamentale împreună cu anumite relaţii între 
coeficienţii lor fixează suprafaţa [M pînă la o izometrie în IR3. 

Forma biliniară simetrică I I I P asociată pătratului aplicaţiei lui Wein
garten SP, adică funcţia reală definită prin 

IUP(v, w) = {Sp(v), w) = (SP(«), SP{w)), v,we TP[M 

se numeşte a treia formă fundamentală a suprafeţei [M în punctul P. Aceasta 
determină funcţia P -> IIIP , notată cu I I I şi numită a treia formă funda
mentală a suprafeţei [M. 

Formele fundamentale I, II , I II , curbura medie H şi curbura Gauss K 
sînt legate prin relaţia 

i n -2H-II + £ - I = 0. 

§12. Formule de ealeul 

Fie [M o suprafaţă. Ne propunem să exprimăm curbura Gauss K, curbura 
medie H şi curburile principale kv k2 cu ajutorul unei hărţi în ÎM. 

Fie r: ÎD -> [M o hartă cu ajutorul căreia reprezentăm o porţiune r(!D) 
din Ui- Acestei hărţi îi ataşăm trei funcţii reale 

E = (rn, ~ru), F — (ru, rv), G = (rv, ~rv) 

definite pe HX Funcţiile E şi G sînt strict pozitive y^X— 
deoarece reprezintă pătratele lungimilor vitezelor părţi- A' sr» 
ale. Unghiul 9 dintre ~fu şi 70 depinde de F (fig. 137) / 
deoarece jf ^ 

F = || f „|| ||fr|| cos 6 = ]fDG cos 6. FI8. 137 
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Funcţiile E, F şi G măsoară modul în care r îndoaie regiunea plană D5 
pentru a o aplica pe regiunea curbă r(DD) din CM. Aceste funcţii determină 
«omplet prima formă fundamentală a suprafeţei. într-adevăr, dacă a şi b 
sînt doi vectori tangenţi la tM în punctul r(u, v), atunci avem 

{*) ~a = ax7u *{-a27v, b = bx7u + b27v 

şi deci 
I(a, b) = (a, b) — E a^ + F(axb2 -f a2bj) + Ga2b2. 

în particular pătratul elementului de arc (al unei curbe de pe r(ED)) este 

ds2 = (d7, d?) = E du2 + 2F du dv +G dv2. 

Ou ajutorul vitezelor parţiale 7U şi 7V se construieşte funcţia vectorială 
Z = 7U x 7V care ataşează fiecărui punct (u, v) E CD un vector perpendi
cular pe 7U, 7V în punctul r(u, v)e r (DD). Avem 

\\Z\\ = \\7U x r„|| = ^EG^F2 > 0 (identitatea Lagrange). 

Din punct de vedere local, funcţia Z poate fi privită ca un cîmp vectorial 
normal pe r(ID) <= Ui şi cu ajutorul ei construim cîmpul normal unitar 

•rr 'u X g 

||7„x r,|| 
Conform observaţiilor anterioare, calculul derivatelor covariante ale 

cîmpurilor vectoriale definite pe CM în punctele curbelor parametrice ale 
hărţii r se reduce la calculul derivatelor parţiale în raport cu u şi v. Dacă 

7{u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), 
atunci 

Tu = (S0U, l/ui #«}) Tv — (Xv, yvt Zv) 

Şi 
7U> = (#„., y««, 2„») = D-* 7U, 

« 

^us = \%uv) î/avi Z«v) — D-* Tv = U-* P„ j 
u v 

7*i = (x*, yv*, zvt) = D - 7V, 
V 

sînt vectori legaţi în r(u, v). 
Fie $ aplicaţia Weingarten ataşată lui U. Cu ajutorul ei definim pe tD 

alte trei funcţii reale 
l = (8(7.), 7U), 
m = (8(7U), rv) = (7», £(r„)), 

» = (#(*%,), r.)-
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Deoarece 7U, 7V constituie o bază a lui T^tM, |V|P e r(tD)<=[M, aceste funcţii 
determină unic a doua formă fundamentală. într-adevăr, dacă a şi b sînt 
doi vectori tangenţi la [M în punctul r(u, v), atunci avem egalităţile (*) 
şi deci 

II(a, b) 
î n particular 

(8(a), b) = laibl + m(aj)2 4- «2̂ 1) + na2b2. 

(S(d7), d7) = l du2 -+- 2m du dv -{- n dv2. 

Coordonatele lui S(r„) şi 8(7 v) în raport cu 7U, 7„ nu sînt simple din cauza 
faptului că baza 7U şi 7V nu este în general ortonormată. Avem însă avan
tajul că obţinem expresii simple pentru curbura Gauss şi curbura medie. 

12.1. Teoremă. Dacă r este o hartă în [M, atunci 

K(r) = In m' 
EQ-F2 , H(r) = Gl — 2Fm + En 

2(EO - F2) 

Demonstraţie. Expresiile lui K(P) şi H(P) în funcţie de vectorii VX(P) 
şi V2(P) tangenţi la IM în P sînt date îu §10, lema 10.5. Dacă vectorii 
FX(P) şi V2(P) sînt înlocuiţi cu vectorii 7u(u, v), 7„(«, v) tangenţi la Ui în 
r(u, v), atunci găsim pe K(r(u, v)) şi E(r(u, «)). 

Dacă harta r reiese din context, atunci funcţiile compuse K(r) şi H(r) 
vor fi scrise pe scurt K şi E. 

Determinarea funcţiilor l, m şi n pornind de la definiţie este complicată. 
De aceea, urmînd ideea din lema 9.1, vom stabili nişte formule mai avan
tajoase din punctul de vedere al calculelor. Deoarece 

(U,ru) = 0 

derivarea parţială în raport cu v (derivarea obişnuită de-a lungul curbei 
de parametru v) ne dă 

0 = — (U, r„) = (Uv, 7U) + (U\rm). 
dv 

Pe de altă parte ştim că 
UV=-8(7V) 

şi astfel găsim 
m = (8(7V), r .) = (U, 7m) = (U, ?„ ) = (f„ 5(7«)). 
Astfel am pus în evidenţă o nouă formulă pentru 
calculul lui m (fig. 138) şi am demonstrat că ope
ratorul S este simetric. 

12.2. Teoremă. Dacă r este o hartă în[M atunci 
l = (8(ru), r . ) = (CT, 7„>), 

m = (#(?«), r„) =(7„, 8(7V))=(U, 7UV), 
n = (8(7,), 7V) = (Î7, 7„«). Fio- 138 

4^"r" 
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Demonstraţie. Pentru l se derivează 0=(Z7, ~ru) în raport cu u, iar pentru 
n se derivează 0 = (U, 7V) în raport cu v. 

§13. Curbe speciale pe o suprafaţă 

Curbe principale 

13.1. Definiţie. 0 curbă regulată oc de pe suprafaţa ÎM se numeşte curbă 
principală sau linie de curbură dacă viteza sa OL' determină în fiecare punct 
al curbei o direcţie principală. 

Astfel curbele principale sînt traiectorii în direcţiile în care curbura 
normală a lui [M devine maximă sau minimă. Abstracţie făcînd de repara-
metrizări, j)rin fiecare punct al lui [M, care nu este punct ombilical, trec 
două curbe principale (necesar ortogonale). 

13.2. Teoremă. Fie a o curbă regulată din[M şi U restricţia cîmpului 
normal unitar la a. 

mn 

(1) Curba a este principală dacă şi numai dacă U' şi a' sînt coliniari în 
orice punct. 

(2) Dacă a este o curbă principală, atunci 

i 
Demonstraţie. (1) Curba a este principală dacă şi numai dacă $(a') şi 

a' sînt coliniari. Pe de altă parte S(oi') = — V şi astfel afirmaţia devine 
evidentă. 

(2) Deoarece este un vector principal avem 
I I * ' I I 

*, sau ^ ^ - ^ J - ţ S ^ j . - - ^ J ^ - ^ ^ - ^ ^ -
(vezi şi lema 9.1). 

Curbe asimptotice 

Direcţiile tangente la suprafaţa ÎM pe care curbura normală este zero 
se numesc direcţii asimptotice. Cu alte cuvinte un vector ~v tangent la [M 
este asimptotic <*>k(v) = 0 •»• (S(v), v) = 0. 

13.3. Teoremă. Fie P un punct din suprafaţa \^\. 
(1) Dacă K(P) > 0 , atunci în P nu există di

recţii asimptotice. 
(2) Dacă K{P) < 0, atunci există exact două 

direcţii asimptotice în P. Bisectoarele acestor di
recţii sînt direcţiile principale. Unghiul dintre o 
direcţie principală si o direcţie asimptotică este dat 
de (fig. 139) 

Fig. 139 \{P) 
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(3) Fie K{P) = 0. Dacă P este planar, atunci orice direcţie ce trece 
prin P este asimptotică. Dacă P nu este planar, atunci există o singură 
direcţie asimptotică care este şi direcţie principală. 

Demonstraţie. Totul rezultă din formula Euler 

hn(u) = fc1(P)cos20 + ft2(P)sin28. 

(1) Deoarece Jcv fc2
 aiJ- acelaşi semn rezultă \(u) ¥= 0. 

(2) Deoarece 7t\ şi lcz au semne contrare, din ecuaţia 

ftiCos'6 +/i2sin20 = 0 

obţinem două direcţii asimptotice. 
(3) Dacă P este planar, adică \(P) = Jcz(P) = 0, rezultă hn(u) = 0 

şi deci direcţiile asimptotice sînt nedeterminate. 
Dacă \{P) T6 0, 7c2(P) = 0, atunci lcn(u) = &1(P)cos20 se anulează 

numai pentru 0 = — şi deci u = ~ez. 

13.-4. Definiţie. O curbă regulată a din [M se numeşte curbă asimptotică 
dacă viteza sa a' dă în fiecare punct o direcţie asimptotică. 

13.5. Teoremă. Fie a o curbă regulată din [M şi U restricţia cîmpului 
normal unitar la a. 

(1) Curba a este asimptotică dacă şi numai dacă U' şi a' sînt ortogonali 
în orice punct. _̂  

(2) Curba <x este asimptotică dacă şi numai dacă acceleraţia sa a" este 
tangentă la [M. 

Demonstraţie. (1) Curba a este asimptotică-*» ft„(a') = 0 <**• {8(a'), a ')=0, 
şi ţinînd cont că 8(oi') = — U', <w (U', a') = 0. 

(2) Derivînd pe (U, a') = 0 găsim 

(U',*') +(?,a") = 0 

şi deci (Z7', a') = 0 *> (t7, a") = 0. 
13.6. Teoremă. O suprafaţă [M este minimală dacă şi numai dacă în 

"fiecare punct al său există două direcţii asimptotice ortogonale. 
Demonstraţie. H(P) = 0 <=> \(P) = — fc2(P) •** (1)P este planar (şi cri-

teriul este banal) sau (2) K(P) < 0 cu 9 = ± — ceea ce înseamnă că cele 
4 

două direcţii asimptotice sînt ortogonale. 
13.7. Teoremă. Dacă IM este o suprafaţă riglată, atunci \K < 0. Supra

faţa riglată 0*1 este local euclidiană (K = 0) dacă şi numai dacă XJ este 
paralel de-a lungul fiecărei generatoare a lui [M (de-a lungul generatoarei 
avem acelaşi plan tangent). 
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Demonstraţie. O dreaptă a = a + ti> situată pe o suprafaţă este o curbă 
asimptotică deoarece a" = 0 este un vector tangent la IM. Prin definiţie, 
prin fiecare punct al unei suprafeţe riglate trece o dreaptă eare este conţi
nută în suprafaţă. Astfel în fiecare punct avem cel puţin o direcţie asimpto
tică şi în baza teoremei 13.3 rezultă K < 0. 

Fie a o generatoare oarecare a lui IM- Bacă U este paralel de-a lungul 
lui a, atunci 8(5.') = —U' = 0. Astfel a. este o curbă principală cu curbura 
normală fcn(a') = 0 şi deci K = Jc-Jc2 = 0. Invers, dacă K = 0, din cazul 
(3) al teoremei 13.3 rezultă că direcţiile asimptotice (şi curbele) din EM 
sînt şi principale. Astfel fiecare generatoare a este atît o curbă principală, 
adică 

8(3.') = &„(a')«', 
cît şi o curbă asimptotică, adică fcn(«') = 0, 

Bezultă 
U' = - S(Z) = 0. 

Geodezice 

13.8. Definiţie. O curbă regulată a. din [M se numeşte geodezică a lui Di 
dacă acceleraţia sa a" este normală la EM-

Deoarece a" este normală lui [M, un observator din IM nu sesizează nici o 
acceleraţie de-a lungul lui a, adică pentru un astfel de observator geodezica 
a este ca linia dreaptă pentru un observator din spaţiu. Se poate demonstra 
că arcul de curbă care dă minimul distanţei între două puncte pe o supra
faţă este o geodezică (şi reciproc). 

Fie a o geodezică a lui IM- Deoarece a" este normală la IM, în particular 
avem 

(a", a') = 0 => («' , a') = const . 

şi deci viteza unei geodezice este constantă. 
Deşi definiţia geodezicei unei suprafeţe este independentă de aplicaţia 

Weingarten, totuşi între elementele Frenet ataşate unei geodezice şi 
aplicaţia Weingarten există o strmsă legătură. Pentru a pune în evidenţă 
acest lucra, fie a o geodezică cu viteza unu. Deoarece JV = — este un 

te 
vector normal la IM, avem 

-N' = S(Z) =8(T) 

şi în baza formulelor Frenet găsim 

8(T) = kT - TB. 

§14. Aria unei porţiuni de suprafaţă 

Fie a o porţiune dintr-o suprafaţă IM c K3 reprezentată de imaginea 
funcţiei r : G50 -» IM, adică a = r(LD0), unde 1DU este un dreptunghi închis, 
iar r : CD -> (M, ED = int. ED0 este o hartă. Dorim să definim aria lui a = 
= r(©0). 
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Fie f = 7(M, V), (U, V) e £D0, ecuaţia vectorială a lui r(£D0) = a. Liniile de 
coordonate împart pe o- în patrulatere curbilinii. Dintre acestea alegem 
pe cel mărginit de curbele (u), (v), (u 4- Au), (v + Au), figura 140. 

Aria patrulaterului curbiliniu PQBS se aproximează cu aria paralelo-
igramului rectiliniu construit în planul tangent TP[M pe vectorii 7uAu şi 
~r,.Av. Astfel 

,şi 
Aria PQBS = \\7uAu x 7vAv\\ = \\7U X 7v\\AuAv 

Aria a = £ Aria PQBS = J] ||?„ X ? J | AuAv. 

Aceste observaţii ne permit să spunem că simbolul 

d<r = || ra x r s | | du dv = / r » ? ; - (f„ 7V)S du dv = y EG - F2 du dv 

«ste elementul de arie al porţiunii o. Aria lui o- se defineşte ca fiind inte
grala 

A = Kda = tt YEQ^T2du dv. 
tDo 

Dacă a este dată cartezian explicit prin 2 = /(#, 2/), atunci 

da = f l + ^ 2 + ( / d a ? dy şi A = U f l + p 2 + g3cb dy. 

Fie Di o suprafaţă şi o( <= [M un număr finit de imagini de tipul rt{lD0() 
oare nu au în comun decît frontierele dat 
(fig. 141). 

Prin definiţie avem 

A r i a (ax U a2 U . . . U ak) w-
Fig. 141 
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14.1. Exemple 

1) Fie a sfera de rază R. Ea poate fi privită ca fiind imaginea lui [D : 0 < 9 < 7r, 
0 < 0 < 27T prin 

x = R sin 9 cos 0 
. tj = R sin 9 sin 0 

z = R cos 9 

şi ţ/EG — F 2 = R2 sin 9. Astfel A = l i fl2sin 9 d9 d0 = 4ir.R2. 

2) Fie torul de raze R > r > 0 : 

x = (R + r cos u) cos » 

. y = (R + r cos a) sin » 

Z = T Sin U, (U, W)£ [— 7T, 7l] X [— 71, 7t]. 

Să se arate că 
A = 4TT2 R r. 

§15. Subvarietăţi ale lui RB 

Fie [Rw spaţiul euclidian canonic cu n dimensiuni. 

15.1. Fie m ^ n două numere naturale. Incluziunea canonică [ R m c fj^n este (xx,. . ., xm)-> 
-» (x1; ...,xm, 0, . . ., 0). Uneori se scrie [RM = fRm X [R"~m. 

O submulţime fjvj a lui [R" se numeşte subvarietate de dimensiune m dacă satisface una dintre 
următoarele condiţii (echivalente) : 

(1) pentru V x 6 Qvj există o mulţime deschisă CD din Q?" care conţine pe x şi un difeomor-
fism f-. JD -> fdD)= ERn a s t f e l î n c ! t f(DD fi Ui) = f(U» n Rm ; 

(2) pentru V x £ [Jv| există o mulţime deschisă j p din Q^care conţine pe x şi n — m funcţii 
diferenţiabile /̂  : [D ~* [R> i = 1, 2 , . . ., n astfel încît vectorii grad ft(x)să. fie liniar indepen
denţi şi 

[ M n l D = { x i ^ [ D > ux) = o,...,/-B_m(x) = 0} ; 

(3) pentru V x £ Qv| există o mulţime deschisă [D d i n IRK c a r e conţine pe x şi o submersie 
f: D - > ERM~*' astfel încît [M n fj) = {x | xe &), f(*) = 0} ; 

(4) pentru V « S |J^ există o mulţime deschisă [^ din [RB care conţine pe 1 = (xv. . ., xn), 
o mulţime deschisă [£ din [Rm care conţine pe (xx, . . ., xm) şi n — m funcţii diferenţiabile 
h{ : fj[-» |Jţ, i = 1, 2, . . ., n — m, astfel încît, abstracţie făcînd eventual de o permutare a 
coordonatelor, Qvj rj fj) să fie graficul aplicaţiei (ft1;. . ., A„_m) : f£ -» [Rm~m ; 

(5) pentru V x e Qvj există o mulţime deschisă [Q din [J^ra care conţine pe x, o mulţime des
chisă [£ din [J^"* şi o imersie injectivă g : [£ —> [RM cu imaginea rjvj n fj) Şi cu inversa 
g'1 • [M n [D -» E continua. 

Dacă în fiecare dintre aceste definiţii utilizăm funcţii de clasă CP, atunci Qvţ se numeşte 
subvarietate de clasă Cp. 
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Numărul natural n — m se numeşte codimensiunea lui Qv|. 

15.2. Subvarietăţile de dimensiune O sînt mulţimile de puncte izolate din Qţn . Subvarietăţile 
de dimensiune 1 se numesc curbe, iar subvarietăţile de dimensiune 2 se numesc suprafeţe. 

Subvarietăţile de codimensiune 0 sînt mulţimile deschise din [R™. Subvarietăţile de codimen-
siune 1 se numesc hipersuprafefe. 

15.3. Fie [Jvj o subvarietate a lui |Rra de dimensiune m. O funcţie diferenţiabilă h : [p->[Jţ™ 
cu proprietăţile 

1) [D e s t e ° mulţime deschisă din fj^m , 
2) KE» c IM-
3) h este o imersie injectivă, 

se numeşte hartă în Qv|. 
Dacă /! este numai imersie, atunci h se numeşte parametrizare a regiunii /i(ID) din JJvj. Conform 

lui 15.1.(5) orice punct x g [Jv| admite hăr ţ i h : fl) -» [Jvj astfel încît x £ /!([])). 

15.4. Fie Qvţ o subvarietate a lui [RM. Un vector v din [RK se zice tangent în x la [Jv| dacă 
există o curbă din []v| (o aplicaţie diferenţiabilă a : Z—> [Jvj, 7=interval deschis din [R)pentru 
care a(f0) = x, a'('o) = », * 0

e !• 
Mulţimea vectorilor din [RK tangenţi la [Jv| în x este un subspaţiu vectorial al lui [£K de dimen

siune tn, numit spaţiul tangent la [Jv| în x şi notat cu T ^ [Jvj. 

Mulţimea T |M = l_J ^ z IM s e numeşte fibrarea tangentă a lui [Jv|. Aceasta este o subvarietate 

a lui Q^2B de dimensiune 2tn. 

15.5. Fie fjvj o subvarietate a lui [ £ " şi a : J - » [Jvj o curbă din Qvj. Restricţia a : [a, b]-> 
—> [Jvj, [a, b] cz Jj se numeşte segment de curbă în [Jv|. 

O subvarietate [Jv| de clasă C^, p ^ 1, se numeşte conexa dacă V x, y e [Jv| există un segment 
•de curbă în Qvj care uneşte pe x cu y. 

15.6. O submulţime [M a lui [RM se numeşte subvarietate de dimensiune m, cu frontieră 
dacă pentru V x E [Jvj există o mulţime deschisă ID din R M care conţine pe x şi un difeomor, 
fism frJD-^fdD) <= R" astfel încî t 

fdtD n IM) = f(ID) n (flsx{c|), 

unde HOT = f(x1 ; . . ., x m ) e [R™, x m > «} şi c e [R»- m . 

Mulţimea d[Jv| = {x| x e Qvj, f(x)G [R"1™1 x{a}x{c}}, numită frontiera lui [Jvj, este o subvarie
tate de dimensiune m — 1. Mulţimea []v]—Sfjvj, numită interiorul lui [Jvj, este o subvarietate 
de dimensiune m. 

Spaţiul tangent Tx [M se defineşte ca şi pentru o varietate fără frontieră. 

15.7. Hipersuprafeţe cu frontieră. Fie [Jv] o hipersuprafaţă în [RB. O hipersuprafaţă cu fron
tieră în [Rre poate fi definită astfel 

[Jvj = {xe [Jvj | 3l(x) sj Cl ? i.(x) < c4}, unde g1,...,gk : QVJ -> [R 

sînt funcţii diferenţiabile cu proprietăţile gf1^) fi 9ŢHCJ) = 0> V i ^ j şi gradffj(x) ^ 0, 

V i e j : 1 ^ ) . Frontiera lui [Jvj este 5fjvj= ^ j flr-i(ct) n [Jvj. 
i = l 

Dacă hipersuprafaţă [jvj este caracterizată prin ecuaţia f(x) = 0 (gradf(x) ^ 0, V x£ [Jvj), 

atunci fjvj = r\c) fi H ?î~
1(— C"0' ciD ?* T * D l = i°e ^x R " I (". V A*)) = 0}- Un vector 

1 = 1 
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D 6 T 3 [M. x e d[J*| cz QvJ (adică i £ gi
 1(ci) pentru anumiţi i) se numeşte 

1) orientat către exterior dacă (v, V ^ ( z ) ) > 0> 
2) orientat către interior dacă (0, V StC3-)) < ®> 
3) tangent la frontieră dacă (o, V ?«(x)) = ®< 
4) normal la frontieră dacă (i>, 10) = 0, V we T T [M fi T^âfJvJ. 

15.8. Fie QvJ o hipersuprafaţă a lui [R™ cu sau fără frontieră. Un cîmp vectorial normal 
unitate U pe [J*| se numeşte orientare a lui [J^. 

Noţiunea generală de orientare va fi dată Sn capitolul 4, § 7. 

§16. Probleme 

1. Fie funcţia r : []} -* fjţ3, dată prin r (u, ») = (cos 2TC IZ, sin 2TT U, O). Să se arate că r 
este o hartă proprie şi că r(Q}) este suprafaţa fjvţ : x2 + if = 1, —1 < a; < 1, g > 0, z6Qţ . 

2. Fie imersia r : x = u cos P, y = u rin 0, 2 = a ln(u + ]/ u2 —• a2), a > 0, u e [a, cx)), »6 [R-
Să se determine curbele de pe suprafaţa r([a, 00) X [R) care intersectează curbele o = v0 sub 
un unghi constant. 

3 . Să se determine ecuaţiile carteziene implicite ale suprafeţelor cilindrice ale căror curbe 
directoare sînt 

1) i 2 + g2 — 3a; + 2y — 1 = 0, z = 0, 

2) x2 — x + 2(7 — 1 = 0, z = 0, 

ale căror generatoare sînt perpendicula re respectiv pe planele curbelor directoare. 
4. Se consideră funcţia r : [R2—> [R3, r(u, v) = (1 + uv, u + a2w, u2 + iz3»). 

1) Să se arate că r(fj^2) este o „suprafaţă conică" ; 
2) Să se găsească ecuaţia carteziană a lui r(fj^2). 

5. O suprafaţă care admite simultan parametrizările ~r(u, v) = a(ir) + v$(u) şi 7(u, o) = 

= Y(») + u8(v) se numeşte dublu riglată. 
1) Să se arate că orice suprafaţă dublu riglată este o cuadrică ; 

( 1 \ ( 1 \ 2u 
2) Se consideră harta r definită prin x = a j u H , g = b l u j , z = — v 

\ v j \ v ) v 
ue [R, ve [R — {0}. Să se arate că imaginea r([R X ([R — {0})) este o suprafaţă dublu riglată» 
Să se determine curbele coordonate ale suprafeţei şi ecuaţia carteziană a suprafeţei. 

6. Suprafaţa generată prin rotirea unui cerc în jurul unei axe conţinută în planul cerculu I 
(care nu intersectează cercul) se numeşte tor. 

Alegînd convenabil axele, să se găsească o parametrizare a torului. Apoi să se determine 
ecuaţia carteziană implicită. 

7. Fie sfera Qvj : x2 + y2 -f- z2 = a2 şi harta în sferă r(u, v) = (a cos u sin v, a sin u sin v-
acosv), (u, v)e (0, 2TT)X(0, 71). Să se găsească expresiile în coordonate pentru următoarele-
funcţii definite pe Q*| : 

1) f(x, g, z) = x2 + z2 ; 2) f(x, g, z) = (y — zf + x2. 

8. Să se construiască mulţimile de nivel fĵ j = f 1 ^ ) , pentru f(x, g, z) — x2 + y2 — z2 şs 
c1 = — 1, e2 = 0, c3 = 1. Pentru fiecare dintre ele să se cerceteze în care puncte spaţiul tangent 
va fi ( V f ^ l 1 . 
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9. Fie suprafaţa flv| : x* y® zY = 1, «, p, yg fR. Planul tangent la Qvţ în punctul (x0, ifo, z0> 
intersectează axele de coordonate respectiv în punctele A, B, C. Să se arate că punctul (x0, 
Uo> zo) e S t e centrul de greutate al „maselor" a, (3, y aplicate respectiv în A, B, C. 

10. Fie [0 e fR2 o mulţime deschisă şi conexă, iar r : [J) -» [R3 o parametrizare. Să se arate 
că dacă normala la suprafaţa r( |^) are direcţie fixă, atunci suprafaţa este o parte a unu» 
plan. Să se verifice acest rezultat pentru 

1) r : [R2 — {(0, 0)} -> |R3, r ( U j o) = (u2 + „2; aD) ( u + „)2); 

2) r : OR2 — {(a, »)/a > 0, » > O, a — » > O, a — 3y > 0} -> fR3, 

r(a, v) = / (u — y)2, a2 — 3u2, — (a — 2») J • 

11. Să se arate că suprafaţa Ţiţeica fjv| : xyz — 1 = O nu este conexă. 

12. Fie a > b > O şi funcţia r : [R2 —• [R3 definită prin r(a, v) = ((a + b cos y)cos a, (a -f-
+ *cosp)sina, b sin»). 

1) Să se arate că r este o parametrizare a torului, dublu periodică. 
2) Să se arate că torul este o suprafaţă conexă şi compactă. 

13. Fie Qvj o suprafaţă orientată Şi fie {"2, b] o bază pentru planul tangent TpQ^- Să se arate 
că orientarea bazei { a, bj este coerentă cu orientarea V a lui Qvj dacă şi numai dacă este înde
plinită una dintre următoarele condiţii : 

1) (U(P), ax*) > 0 

2) - = - = <%fl I —— I pentru 0 < 6 < n, unde 0tQ este rotaţia pozitivă de unghi 0 în TpIH-
II*II V i i « " / 

14. Fie suprafaţa Q*ţ : z — f(x, y) orientată prin alegerea cîmpului normal unitar 

ţ r - -fJ~fy7+~k 
h + fl + fl 

Presupunem că f(0, 0) = 4(0, 0) = fy(0, 0) = 0. 
1) Să se arate că i şi j sînt vectori tangenţi la fĵ j în (0, 0, 0). 
2) Să se arate că 

s(T) = k(o, 0)7+ fw(o, 0)7 

su) = rXJ,(o,o)l+fy(o, 0)7 
15. Fie [Jvj= f ^ l ) , unde f(x, y, z) = — x2 + y2 + z2. Să se orienteze suprafaţa QvJ- Să se 

determine curbura normală a suprafeţei în punctul P(0, 0,1), în direcţia 7, unde "v este un-
vector unitar, o*e Tp[M- Cazuri particulare : 

1) ? = i = (1, 0, 0) ; 2) v = j = (0, 1, 0) ; ; 3) ^ / - L . J L . o ) 
U 2 K2 / 

1G. Fie kv k2, curburile principale ale suprafeţei S de separaţie a unui lichid. Presiunea 
normală p, pe elementul de suprafaţă, într-un punct oarecare, e dată de ecuaţia Laplace 
a(k1 + k2) = p, unde a este tensiunea superficială, considerată constantă. Să se afle presiunea 
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f> cînd S este : 

1) Suprafaţa Enneper 

: = Re V (1 — t*)it, y = Im \ (1 + *2)d*, z = Re V 2? dC, 

< = u + io, ia = — 1. 

2) Şaua : z = xy. 

17. Fie suprafeţele 

1) IM = z = e*"1"2' — 1, 2) Qvţ : z = In cos x — In cos y, 3) Qvj: z = (x + 3j/)3. Să se deter
mine curburile principale şi aproximarea pătratică a suprafeţei fjvţ în jurul lui (0, 0, 0). 

18. Fie harta Monge r : x = u, y = v, z = /'(u, u). Să se arate că 

E = 1 + fi F = fjv, G = 1 + ^ , 

, _ ' M _ >UV _ _ 'OT B 
L — *~ j III • •' j II • * fj 

W W W 

"3 

+ ixu2, o h u2y, u2 — y2 I , este o suprafaţă minimală 
3 

20. Pseudosfera. Fie tx(u) = (x(u), i/(u)) unde x(u) = i f i — e - 2 ' di, y(u) = e~M, u > O 

«unde W = f i + fi + fv. 
( u3 

19. Să se arate că imaginea imersiei (suprafaţa Enneper) r : fj^2 -> fj^3, r(u, V) — l U h 
V 3 

U2D, u.2 — y2 I 

o 
şi fie fjvj suprafaţa de rotaţie obţinută prin rotirea lui a în jurul lui Ox. Să se arate că QvJ are 
•curbura Gauss K = — 1 . 

21. O suprafaţă pentru care Kjd* = const., unde K este curbura Gauss pe suprafaţă, iar d 
este distanţa de la un punct fix la planul tangent într-un punct oarecare al suprafeţei, se 
numeşte suprafaţă Ţiţeica. Să se arate că JM : xyz — 1 = 0 este o suprafaţă Tiţeica. 

22. Fie (3 o curbă cu viteza unu şi curbura k > 0. Suprafaţa riglată 7(u, o) ~ (3(u) + o T(u), 
v > 0, se numeşte suprafaţa tangentă a lui (3. Să se probeze că " r M x7 B ^0ş i că suprafaţa 
tangentă este local euclidiană. 

23. Se consideră imersia definită prin x = cos u cos v, y = cos u sin D, z — sin u — 
a \ l * \ m 

H I , u6 I 0, —- j , pe K- Să se determine liniile de curbură şi liniile 
2 ) \ 2 ) 

asimptotice ale suprafeţei r | j 0, — | X [R 

i n t g ^ 

24. Fie P centrul masei punctiforme m, care se mişcă pe o suprafaţă cu acceleraţia a şi 
fie N reacţiunea (normală în P la suprafaţă). Dacă asupra particulei P nu acţionează forţe 
•exterioare, atunci să se arate că P descrie o curbă a, care este o geodezică a suprafeţei. 
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25. 1) Să se afle aria suprafeţei QvJ: (x2 + y3 - 4)2 + (z - 4)2 = 1. 

2) Să se arate că aria suprafeţei Q*|: y2 + z2 — x2 = O, x2 4- y2 ^ 1 este A = TT ]/2> 

ÎZ u 
2G. Să se găsească aria benzii MObius : x = cos U + DCOS u cos— , y = sin u + c s inucos — ,. 

2 2 
u 

z — sin — 
2 

u e [0, 2TT], BG 
1 

2 

1 

2 

27. Mulţimea matricelor patratice reale de ordinul n, cu determinantul 1, este un grup
ul raport cu înmulţirea, numit grupul liniar special SL(n, fJR). Identificăm pe Jî'mxK([R) cu {£"*. 

1) Să se arate că SL(2, fR) este o hipersuprafaţă a lui [R4. Să se determine Ta.()SL(2, [R)5, 
unde 

' 1 0" 

0 1_ 

2) Să se arate că Sl,(3, Qţ) este o hipersuprafaţă a lui [R9. Să se determine TX<>SL(3, [R)*. 
unde 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 ' 

0 

1 

3) Să se arate că SL(n, [R) este o hipersuprafaţă a lui [£" a . Să se determine Tx SL(n, \$y 
pentru x0 = I (matricea unitate de ordinul n). 

28. (Fibrarea tangentă). Fie [J*ţ o hipersuprafaţă a lui \Rn orientată prin U. Să se arate că> 

T[M = {(z, o) l*e[M, (», U) = 0} 

este o subvarietate de dimensiune 2n — 2 în [R2B. 

29. (Fibrarea sferică). Fie Qv| o hipersuprafaţă a lui [R* orientată prin U. Să se arate ca 

T1 [M = {(x, v) | xe [M, (v, u) = o, (v, o) = i} 

este o varietate cu 2n — 3 dimensiuni în fjţ2re. 

30. Să se verifice că semisfera 

S = {(xlt x2, x3) | (x1( x2, x3)£ fJR3, x | + x | + x§ = 1, x3 > 0} 

este o suprafaţă cu frontieră în Q^3. 
( \ 1 \ 

Fie { — = , -—=, 0 un punct de pe frontieră. Să se scrie ecuaţia planului tangent la S îr* 
lf2 |/2 J 

acest punct şi apoi să se expliciteze un vector tangent la S orientat către exterior, unul> 
orientat către interior, unul tangent şi unul normal la frontieră. 
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C a p i t o l u l 4 

ALGEBRĂ ŞI ANALIZĂ TENSORIALĂ 

§1. Tensori 

Fie F un spaţiu vectorial real de dimensiune n. O transformare liniară 
<o : F -> R (cîmpul R este considerat ca spaţiu vectorial aritmetic cu o 
dimensiune peste R) se numeşte l-formă. Spaţiul vectorial i?(F, R) al 
tuturor 1-formelor definite pe F şi cu valori în R se numeşte dualul lui F 
şi se notează cu F*. Spaţiul vectorial F* are dimensiunea n. Dualul lui 
F* = J*?(F, R), adică F**, se identifică cu F în baza izomorfismului 
descris mai jos. 

Elementele lui F vor fi notate cu vv v2, . . . , iar elementele lui F* cu 
•CO1 , CO 2 , . . . 

Fie v un vector din F şi co un vector din V*. Dacă fixăm pe v, atunci 
funcţia /„ :F* -> R, /„(co) = co(«) este o l-formă pe F* şi deci un element 
din V**. într-adevăr, V kv k2e R, Vco1, co2e V*, găsim 

/ „ ( W + ft2co2) =. ( V 1 + fca«2)(«) = hjta^v) + 1CZ<A2(V) = 

= hfÂU1) + ^/«(to2). 

Fiecărui vector « e F i se poate ataşa l-forma /„ din F**. Să arătăm că 
funcţia v->fv este un izomorfism de la F la F**. Mai întîi observăm că 
•este o transformare liniară, 

An+Wt t ) = «(Mi + ^ 2 ) =• fciw(«i) + &2&>(«2) = 

= fcl/»i(») + ^2/t'2(») =*/Vi+*l». = &l/»l + fc2./<V 

De asemenea se observă că /„ = 0 <=*• -y = 0, iar dim F = dim F* = 
= dim F**. Astfel funcţia v -> fv este o bijecţie şi deci un izomorfism de la F 
la F**. în consecinţă, dacă / este o l-formă pe F*, atunci există un vector 
unic v e V astfel încît /(co) = co(i>), Vco s F*. 

Deoarece 0 ->/„ este un izomorfism canonic de la F la F** se obişnuieşte 
ca /„ să se identifice cu v şi deci F** să se identifice cu F . î n acest sens 
spunem că V este dualul lui F* sau că F, F* sînt duale unul altuia. 

1.1. Definiţie. Un tensor de tipul (p, q) pe F , unde p, q e IN, este o funcţie 

T:V* X . . . X F* X F X . . . X F - > R , 
3 factori q faeton 

(co1, . . . ,<»», « „ . . . , « , ) - > T(co\ . . . , « » , « ! , ...,%) 

liniară în fiecare argument (muUiliniară). Numărul p se numeşte ordin de 
contravarianţă, q se numeşte ordin de eovarianţă, iar p -f- q se numeşte ordinul 
tensorului. 
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Mulţimea tuturor tensorilor de tipul (p, q) pe V se notează cu ^%{V) 
şi este un spaţiu vectorial real de dimensiune Mp+5(pentru dimensiune vezi 
teorema 1.3). Tensorul zero d :n 5"f(F) se defineşte prin 0(to1, ...,<a3', 
« „ . . .,««) = 0, Vw1, . . . , co5 e F*, V ^ , . . . , ! i , e F . ' Evident ^J(F) = F* 
şi se acceptă identificările 9~%iy) = [R, ăr\{V) — V, adică tensorii de ordinul 
zero sînt numere reale, iar tensorii de ordinul unu sînt vectori contra-
varianti (elementele lui V) sau vectorii covarianti (l-forme, elementele 
lui V*). 

Identificarea &~\{V) = V impune definiţia «(co) = <a[v) , veV, co e V*. 
1.2. Definiţie. Fie y${V), 3Tr

s{V) şi ST^(V). Funcţia 
® : ^f(F) x &yy) -> ^îfî(F) 

definită prin 
S®T(o\ . . . , co*+r, vv . ..,vq+s)==S(^, . . .,co", vv . . . , e , ) T K + 1 , • • -, «p + r , 
0e+i, . . •, Î'Î+S) se numeşte produs tensorial. 

Se observă că produsul tensorial este o aplicaţie biliniară şi asociativă, 
adică 

{Jc1S1 + Jc2S2) ® T = k181 ® T+Jc2S2 ® T, 

S ® (h^i + h^) = ^ ® Zi +fcjjtf ® 2» &i, &ae R> 

S ® (T ® i2) = (S®T) ®E. 
Asociativitatea permite extinderea definiţiei produsului tensorial la un 
număr finit de factori. 

Fie {ef,i = l, .. .,n} o bază a lui V. Orice vector contravariant veV 
se poate scrie în forma v = vlei {convenţia Einstein de însumare) numerele 
reale vi, i = 1, . . . , « . numindu-se coordonatele lui v. 

Fie S| == J ^ simbolul lui KronecJcer. Mulţimea {e?, j= 1,..., n] 
[0 pen t ru i ^ j 

ale cărei elemente sînt definite prin 

n 
este o bază în spaţiul ^-dimensional F*. într-adevăr, ecuaţia JJ o>j-e'= 0 

« 
implică Yt ^ieKei) = 0J adică co.,- = 0, j = | 1 , . . . , n, şi deci {eJ, j = 1, . . . 

j - i 
. . . , « } este liniar independentă. Orice vector covariant u e F * se scrie 
în forma co = co^ (convenţia Einstein de însumare), numerele reale co;, 
j = 1, . . . ,%, numindu-se coordonatele lui co. 

Baza {e*, j = 1, . . . , n] a lui F* definită prin e}(e{) = Sf, i,j — l, . . . 
. . . , « , se numeşte &a«ă duală. Avînd în vedere identificarea lui F** eu F 
bazele {et, i = 1, . . . , n} şi {eJ, j = 1, . . . , » } sînt duale una alteia. 

1.3. Teoremă. Dacă {et, i — 1, . . . , w} este o bază a lui F , iar {y, j = 
= 1, . . . , » } este baza duală în F*, atunci mulţimea 

{ftx® . . . ® e,p® e*® . . . ® e*«, ti, . . . , ip,h ,..., j t = 1, . . . , n) 

este o bază a lui $~$(V), numită baza produs. Deci dim ^"f(F) = wp+î. 
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Demonstraţie. Mulţimea din teoremă este liniar independentă. într-ade
văr, relaţia 

2yî".'.Vg ei ® • • • ® % ® eij ® . . . ® e'a = 0 (tensorul zero) 

scrisă cu convenţia Binstein de însumare, implică 

0 = ?};::% eh ® • • • ® e^ ® e* ® . . . ® <*(eS . . . , ekp, eh, ..., e,) = 

= 2*;;;J ^(e**) . . . ^(e**>)^K) ... e\ek) = 

= a t ; J 8* . . . 8% SA . . . 8£ = ? £ ; ; £ , ^ . . . ,& , , lu . . . , Zs = 1, . . . n. 

Să arătăm că mulţimea din teoremă generează pe 3r*{V)'. Pentru aceasta 
fie T e STlţV) şi numerele reale T^—jf = I(e\ ..., e'p, eh, ...,e}). Găsim 
Th.-.X etl ® • • • ® e< v®^® • • • ® e^(eS . . . , /*>, ^ , . . . , ek) = T(e*>,...,<?**>, 
e;i, . . . , e. ). Deoarece T este multiliniar, iar {<?.J, {eJ'} sînt baze duale, ultima 
relaţie implică 

T\\:% eh® ... ® eip ® e& ® . . . ® e'efea1, . . . , wp, %, . . . , %) = 

= T(coS ...,(i>p,v1,..., va), V co1, . . . , o* e V*, V % . . , , « , 6 7 . Deci 

T = TÎî:::îf *, ® . . . ® eip ® ^ ® . . . ® e1', 

unde numerele reale 

sînt coordonatele tensorului T în raport cu baza produs. 
Fie S\;;fa coordonatele lui 8, fie T£"% coordonatele lui T şiîielce R. 

Coordonatele tensorilor JcS, S -±- T şi S ® T sînt respectiv 

JWfcfc 4 : : i + TÎ:;;fc $;:£ T?-.^ 
Fie {<?.;, i = 1, . . . , n] şi {e,.,, i' — V, ..., %'} două baze în F şi {ei,j== 

= 1, . . . . îi}, {er, j ' = 1', . . . , w'} respectiv bazele duale în F*. Schimbarea 
bazelor este descrisă de relaţiile 

et, = A*,et, e*" = J.JV, 
unde 

J.fJL' = 8*:, A\,M = 8*. 

Corespunzător, 

e., ® . . . ® e . , ® e 1 ® . . . ® ea = AH,...AP,Ah ... Ahe. ® 

® • •. ® c,- ® e^® . . . ® e?*. 
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Aceasta implică 
«<f = Aţtf, oy = Aj-to} 

şi în general 

2*"t'=A*...AţAh,...Ai;Tit"'i>. 
h—h '» % h h H-'h 

Aceasta din urmă poartă numele de regula de scMmbare a coordonatelor 
unui tensor la o schimbare a bazei. Se observă că schimbarea pentru indicii 
de covariantă se face cu ajutorul elementelor matricei A = [A)>] în timp 
ce schimbarea pentru indicii de contravariantă se face cu ajutorul matricei 

Fie co : V X . . . x F - > R , (vx, ..., vq) -> to(%, . . . , va), un tensor de 
tipul (0, q). Acesta se numeşte 

1) simetric dacă valoarea sa rămîne aceeaşi pentru toate permutările 
posibile ale argumentelor, 

2) antisimetric dacă valoarea sa după orice permutare a argumentelor 
este produsul dintre valoarea înainte de permutare şi semnul permutării. 

1.4. Definiţie. Fie p > 0, q > 0, s = 1, . . . , p ; t = 1, . . . , q. Aplicaţia 

trj: 91<y) -> r*=l(V) 
definită prin 

n 

(tr}T)(co\ ..., c*»-1, % , . . . , V i ) = S T(at, ..., co'"1, e*, *>' , . . . , co*"1, 

% > • • • > V i » ?k,% • • • , V i ) » 

wwle {ej esie &a#a Zwi F , iar {e1} este baza duală din V*, se numeşte contracţie. 
Pe coordonate contracţia acţionează astfel 

(trj T)bfc = £ ?bfc*t::fc-
A=i 

Exemple. 1) Dacă Tj sint coordonatele unui tensor mixt de ordinul doi, atunci T\ = T | + 
+ . . . + 2"j| este un tensor de ordinul zero (număr real). Evident T^ este urma matricei ale 
cărei elemente sînt coordonatele Tj. 

2) Fie T jj.un tensor de tipul (1, 2). Contractînd pe i cu j obţinem vectorul covariant T|6 ; 
contractînd pe i cu A- obţinem vectorul covariant T i . 

în final presupunem că V este un spaţiu euclidian. Produsul scalar (,) 
pe V este un tensor covariant de ordinul doi (formă biliniară), simetric şi 
pozitiv definit. Acesta se numeşte metrica riemanniană pe V. Metrica 
induce transformarea liniară nesingulară (izomorfism) 'S: V -» V*, 
<g(u)(v) = (u, v), V-y e V. Fie ^ _ 1 inversa lui 'S; dacă co e V*, atunci 
(^-1co, v) = co(«). 

Fie {e4} baza ortonormată în F. Dacă notăm 0(e,) = e{, i = 1, . . . , n 
atunci ^{et){e}) = (et, e}) = 8(/, adică e*(ê ) = B(j(= S|). Eezultă că mul
ţimea {e*} este bază duală în V*. 
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Fie {e* <g> e1} baza m^\{V). Metrica riemanniană şi transformarea liniară 
nesingulară asociată 'S sînt caracterizate prin matricea [gK{\ simetrică 
şi pozitiv definită. Inversa lui [gkl\ este o matrice simetrică şi se notează 
cu [</*']; deci gug!cl= S|. Dacă vk este un vector din V, atunci guvk este un 
vector din V* ; dacă w,„. este un vector din V*, atunci gklu>k este un vector 
din V. Acestea se extind prin definiţiile care urmează. 

1.5. Definiţie. Fie s = 1, ...,p; t = l,..., q şi Te.T%(V). Funcţia 
definită prin 

9,tt: 3T»{V) -+ ^(V), 
(%SttT)(o>\ ..., ^~\ vlt ..., vg+1) = T (« \ ..., a'-1, 9(vt), ta', . . . , u*"1, 

% . . . , vt, . . . , « e + i ) , 

unde semnul A înseamnă că argumentul respectiv lipseşte, se numeşte ooborîrea 
indicilor. 

Pe coordonate, 

Analog, utilizînd pe ^_ 1 , se defineşte ridicarea indicilor. 
Izomorfismul & permite identificarea lui V cu F*. De asemenea prin 

intermediul^ coborîrii şi ridicării indicilor el induce un izomorfism între ST\(V) 
şi STq

v{y). î n acest contest vorbim despre coordonatele contravariante, 
mixte sau covariante (după caz) ale aceluiaşi tensor. De exemplu, 

glY*Ta,gliTik,Tile 

sînt respectiv coordonatele contravariante, mixte şi covariante ale ten-
sorului de ordinul doi T = T^e* ® e*. 

§2. Cîmpuri tensoriale 

Fie [M o mulţime deschisă din Rffl. Mulţimea ^(IM) a tuturor funcţiilor 
reale (cîmpurilor scalare) diferenţiabile de clasă C°° definite pe [M este un 
spaţiu vectorial real. Deoarece înmulţirea funcţiilor reale este o operaţie 
[R-biliniară, comutativă, mulţimea ^(Bi) este o algebră comutativă. 

Fie x = (x1, ..., xn) e EM şi / e ^(IM)- Unui vector Xx tangent la tf4 
în punctul x i se asociază numărul 

XJf)^~-f(x + tX)U=0 dt 
numit derivata lui f în raport cu Xx sau derivata lui f după direcţia Xx. 
Derivata după o direcţie are următoarele proprietăţi 

X*(af + W = «**(/) + bXx{g) 
Xx(fg) = (Xx{f))g{x) ±f(x)Xx(g) 
(aXx +&r,)C/) = aXx(f) +bYx(f), 

unde Xx, Tx sînt vectorii tangenţi la IM în punctul x, a şi b e [R, / , g e .FflMj. 
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Să privim acum lucrurile dintr-un alt punct de vedere. Se observă că 
dacă dăm regula / - > Xx(f), atunci Xx este bine determinat. Astfel sîntem 
conduşi la următoarea definiţie care este potrivită pentru teoria cîmpurilor 
vectoriale. 

2.1. Definiţie. O funcţie Xx : J^dM) -*• K <w> proprietăţile 

Xx(af 4- lg) = aXjf) + bXx(g) 

X.(fg) = (Xx(f))g(x) +f(x)Xx(g), 

unde a,be R,f,ge J^dM), se numeşte vector tangent la [fi în punctul x. 
în acest context se observă că funcţia definită prin Ox(f) — 0, V/e ^(IM), 

deci vectorul zero, ca şi operatorii 
dx1 

, sînt vectori tangenţi 
dxn, 

la Qi în punctul x. De asemenea, dacă / = g — 1, atunci Xx(l) == 2XS(1) 
şi deci Xx(l) = 0. în plus Xa:(c) = cXx(l) = 0, pentru orice funcţie constantă 
c. Identificînd funcţiile constante cu valorile lor putem spune că valorile 
oricărui vector tangent pentru scalari sînt nule. 

Fie T̂ Qvţ mulţimea tuturor vectorilor tangenţi la [M în punctul x. Ele
na entele lui T̂ EM sînt funcţii reale definite pe ^(Ui) Şi deci are sens suma 
a doi vectori tangenţi şi produsul dintre un număr real şi un vector tan
gent. Mai mult, pentru fiecare x e [M, mulţimea Ta[M este un spaţiu vec
torial real. 

2.2. Teoremă. Mulţimea J — r , i = 1, . . . , n\ este o bază a spaţiului 
[ Sos1 j x0 

vectorial T t̂M (reper în punctul x0). 
d 1, . . . , n, fac parte din T*0[M- Să Demonstraţie. Evident 

dxt 
arătam că ei sînt liniar independenţi. Pentru aceasta pornim de la relaţia 

d 1 
= 0 şi folosim funcţiile coordonate x1: [M -> [R, j = 1, . 

* 0 

ă' 
dx 

în baza definiţiei 2.1, a faptului că T^Di este un spaţiu vectorial şi a obser
v ă ! =a3 , 3=1,.. .,n. dx' d 

vaţiei —; = SI rezultă 0 = a1 

dx1 dx1 dx1 

A rămas să demonstrăm că J , i = 1, . . . , n\ generează pe T*0[M. 

Pentru aceasta observăm că pe o vecinătate convexă a lui x0 şi pentru 
orice fe ^"([M) avem 

i i 

f(x) =f(x0)A~f(x0+t(x~x0))ăt=f(x0)4-[ t Ş \ (** - x'o)ăt = 
o o 

= /(«o) + S (»* — 4)gi(x), unde &(%) = -^r (os0). îTi dx1 
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Conform definiţiei 2.1 şi a observaţiei că valorile lui Xx pe constante sînt 
nule găsim 

-W) = £ x^ ~ <M*) + £ (** - 4) •**(&) = 
»=i 1=1 

= £ XJLot)gHx) +fl(x
i- xl)Xx{gt). 

înlocuirea x = a?0 implică 

i_i Sa;* 

Ţinind seama că / e J*(CM) este arbitrară şi notînd ^(a?*) = a* deducem 

Y -n* d 

da? 

Numerele XH{a?) = «* se numesc coordonatele lui X%, iar reperul J — , 
l da? ' 

i = 1, ..., n\ se numeşte reper natural. i 
Dacă raportăm pe T*0[M la reperul natural, atunci adunarea a doi vec

tori se reduce la adunarea coordonatelor corespondente, iar înmulţirea 
unui vector cu un număr real se reduce la înmulţirea coordonatelor vecto
rului cu acel număr. 

d d d d 
Exemplu.Pentru X = 2 , Y = f- 7 şi ke [R găsim 

dx dg dx dg 
d d d d 

X+Y = 3 + 6 ,kX = 2k k 
dx dg dx dg 

2.3. Definiţie. O funcţie X : SM -» {J Tx [M, X(x) e Tx [M> se numeşte 
*eIM 

clmj? vectorial pe [M. 
Adunarea dintre două cîmpuri vectoriale şi produsul dintre o funcţie 

reală şi un cîmp vectorial se definesc punctual. 
Cîmpurile vectoriale definite prin 

o 
x-> 

dxi 

, i = 1, . 

şi notate cu — ; , i = 1, . . . , n, se numesc cîmpuri fundamentale. An
ca;4 

samblul lor se numeşte cîmpul reperului natural. 
2.4. Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial pe [M, atunci există n 

funcţii reale Xi :[M -> K, i = 1, • • •, «• astfel încît 
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Demonstraţie. Prin definiţie X asociază lui x e IM un vector X{x) tan-

gent la Di în punctul x. Dar X(x) = X%x) — şi regulile x -> X\x), 
dx* x 

x e Di definesc (unic) funcţiile Xi :D*1 -> ER. 
Funcţiile reale X* se numesc coordonatele timpului X. Cîmpul vectorial 

X = X1— se numeşte diferenţiabil (de clasă C00) dacă funcţiile coordo
na;* 

nate sînt diferenţiabile (de clasă C00). 

Exemplu. X(x, y) s= 2s h â1 -—- este un ctmp Vectorial de clasă C00. 
dx dy 

Alternativ, cîmpul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicaţia X r ^Di ) -* 
-*• & (Ui) cu proprietăţile 

X(af + bg) = aX(f) + bX(g) 

X(fo) = (Xffls +mg), 
unde a, b e [R, iar f,ge #"(Ui). 

2.5. Definiţie. Fie X şi Y două timpuri vectoriale diferenţiabile de clasă 
C"° pe Ui- Cîmpul vectorial [X, Y] definit prin / - > [X, Y](f) = X(Y(f)) — 
— Y(X(f)) se numeşte croşetul timpurilor X şi Y. 

Evident [X, Y] = — [Y, X]. De asemenea pentru orice trei cîmpuri 
vectoriale diferenţiabile X, Y, Z se satisface iăentitoAea lui Jacobi 

[X, [Y, ZJ\ + [Y, [Z, X]} + IZ, [X, Y]] = 0. 
Mulţimea ^(Di) a tuturor cîmpurilor vectoriale diferenţiabile de clasă 

C°° pe Di este un spaţiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece croşetul 
[j] : ^"(Ui) X 2£(\M) -> ^((M) este biliniar peste cîmpul numerelor reale, 
mulţimea #"(Ui) este ceea ce se cheamă o algebră; croşetul fiind anti-
comutativ şi verificînd identitatea lui Jacobi, algebra $"(Di) se numeşte 
algebră Lie. 

Fie T3 Ui spaţiul tangent la IM în punctul x şi a , o l-formă în x, adică o 
transformare liniară a>x :TX Di -» IR • Mulţimea tuturor l-formelor în x 
este un spaţiu vectorial real de dimensiune n, dualul lui T^ Di- Acest spaţiu 
vectorial se numeşte spaţiul cotangent la Di în « şi se notează cu T* Di-

2.6. Definiţie. Fie fe ^(Di)- Funcţia dfx : Tx Di -> IR definită prin 
dfx(Xx) = Xx(f) se numeşte diferenţiala lui f în punctul x. 

Această definiţie împreună cu definiţia vectorilor tangenţi arată că ăfx 
este o l-formă în x. 

2.7. Teoremă. Fie x}: Di -> IR, j = 1, .. .,n, funcţiile coordonate pe Di-
Mulţimea {dx1, j — 1, . . . , n)Xa este o bază a lui T*0 Di (reper în punctul x0). 

Demonstraţie. Evident ăx1 \H, j = 1, . . . , « , aparţin lui T*0 Di- Fie \ — , 
[dx1 

i=l, ..., ni reperul natural în T^e Di- Ţinînd seama de definiţia 2.6 deducem 

ăx} 

° \ dxl)H dxi *1, i, 3=1 , . . . , n, da 
şi deci {dx1, j = 1, . . . , n}Xlt este bază duală. 

263 



Reperul {dx1, j = 1, ..., n\H se numeşte coreper natural în x0. 

Fie Xx = af— . Eezultă dx}\JXx) = aidxi \x l — I = a1. De aseme-
8xi

 x " Kdx1)* 
nea orice l-formă a>x e T* Di se scrie u>x = <6,ăx} \x, co, fiind coordonatele 
lui atj; în raport cu coreperul natural. Eezultă ax I — I =co?, adică coor-{hi-** 
donatele l-formei coz sînt valorile lui a>x pentru vectorii reperului natural 
în x. 

Fie #"(Di) algebra funcţiilor reale diferenţiabile pe Di şi ^"(Di) algebra 
Lie a eîmpurilor vectoriale diferenţiabile pe Di. 

2.8.; Definiţie. O funcţie co : $T(Di) -* ^"(Di), ^(^-liniară, o{X)-dife-
renţiabilă V i e âT(Di)> se numeşte l-formă diferenţială pe Di-

Adunarea a două l-forme şi produsul dintre o funcţie reală şi o l-formă 
se definesc punctual. 

Fie co o l-formă diferenţială. Valorile <ax sînt l-forme în x. De aceea 
expresia locală a unei l-forme diferenţiale este to, = co,(a;)da/ \x. Mai 
scurt, putem scrie co = co;da/ deoarece |l-formele diferenţiale da;1, . . . 

. . . , da;" sînt daale eîmpurilor fundamentale — , . . . , — . Ansamblul 
dx1 dxn 

{dx], j = 1, ..., n} se numeşte cîmpul coreperului natural. Mulţimea 
tuturor l-formelor diferenţiale pe Di va fi notată cu $"*(Di)-

O mulţime ordonată {X1: . . . , Xn) de cîmpuri vectoriale se numeşte 
cîmp de repere pe Di dacă {X^x), . . . , Xn(x)} este o bază în T* Di) V x e Di. 
Analog se defineşte cîmpul de corepere {co1, ...,coM}. Acestea se numesc 
duale unul altuia dacă co6(Xj = 8ţ. î n general, cîmpurile de repere (sau 
de corepere) nu există deeît pe o vecinătate a punctului x din Di-

Dacă {Xa, a = 1, . . . , n] este un cîmp de repere pe Di, atunci orice alt 
cîmp vectorial V se exprimă în forma V = VXa. Analog, dacă {a>",b = 
= 1, . . . ,%} este un cîmp de corepere, atunci orice altă l-formă diferen
ţială 7) se exprimă în forma TJ = ^co6. 

2.9. Definiţie. Fie ^~%(TX Di) mulţimea tuturor tensorilor de tipul (p,q 
pe spaţiul tangent Tx Di- O funcţie 

T : Di ~> U ^I(TJM), T(x) e ^ | ( T , Di), 
*eDi 

se numeşte cîmp tensorial de tipul (p, q) pe Di-
Fie ^"f(Di) mulţimea tuturor eîmpurilor tensoriale pe Di de tipul (p, q). 

Adunarea a două elemente din această mulţime ca şi produsul dintre o 
funcţie reală şi un cîmp vectorial se definesc punctual. Mulţimea ^f(Di) 
este un spatiii vectorial real infinit dimensional. Identificări: ^"'(Di) = 
= ^(Di) , ^l(Di) = ar(IM), ^î(Di) = ar*(lM). 

Deoarece baza canonică în ^(Tx Di) este 

J ® . . . ® —— ® da/1 ® ® dar1' L 
[dx'* dx1* J* 

expresia în coordonate a lui T este 

T(x) = Tlh-y (x)-?— ® . . . ® —— ® da* ® . . . ® da*. 
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Cîmpul T se numeşte diferenţialii dacă funcţiile coordonate T1*- • •*? sînt 
diferenţiabile. 

Echivalent, u n cîmp tensorial de t ipul (p, q) este o funcţie 

T: ar*(iM) x . . . x a"*(jM) x arflM) X . . . X arflM) -> ^"(LM), 
p factori q factori 

(ca1, . . . , < X „ . . . , X s) -> T(o>\ . . . , <o*>, Xv . ..,Xa), 

^"(IM)-liniară în fiecare argument. Identificarea ^"JdM) = ^"(Di) impune 
definiţia Z ( « ) = co(-X), X E âfflM), « e âf*(EM). 

Definiţiile cîmpurilor tensoriale simetrice respectiv antisimetrice ca şi 
definiţiile produsului tensorial şi contracţiei pentru cîmpuri tensoriale sînt 
evidente. 

Fie /S'!-1-"*3' coordonatele cîmpului tensorial 8, fie TV-*» coordonatele 

cîmpului tensorial T şi fie / e ^ ( H i ) . Coordonatele cîmpurilor / # , $ -rf- T 
şi $ ® T sînt respectiv 

f/SV-->, flft-î* 4- T S - X ,8&-^ Jfr-**. 

Fie a? u n punct din IM caracterizat pe de o par te prin coordonatele 
(os1, ..., xn) = (a>% iar pe de altă pa r te prin coordonatele (x1', ..., xn') = 
= (a?''), schimbarea de coordonate fiind a f ' = xi'(xi) cu inversa xl — xl(xv), 

pe o vec ină t a t ea lui a? conţinută în [M. Baza J L se schimbă în J 1 
[dx*}* \pxv\* 

; corespunzător baza duală {dx1}?, se cu legătura — 
dx1 

= ^ ' 8 
dxi d x1' 

dx1 

schimbă în {ăx]'}x cu legătura da^ \x — (x3') dx3' L. 
dos3' 

Evident, 
dx* dos* „., dx* dx* 

= b); = bl. 
dx* dx3' dx*' dx3 

Corespunzător 

dx1 
dx ® . . . ® da; a 

dx* dx'1 dx* dxk 

— i r ® . . . ® —T-- ® da/1® . . . ® da/a 

dar" dx* dxv 

Acestea implică 
-YV dx* . dx3 

dx* dx3' 
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şi în general 

T*î.:ţ= 8xx jk^jkc^ 8x3'« ^ tp 

dx1 dx" 
O b s e r v a ţ i e . în acest paragraf, ca şl în § 3, 4, 5, mulţimea deschisă Ui poate fi înlo

cuită cu orice subvarietate de dimensiune m > 1, cu sau fără frontieră, a lui [RB. 

§3. Conexiune liniară 

Fie Y un cîmp vectorial diferenţiatul definit pe mulţimea deschisă Ui 
din KM şi Xx un vector tangent la Di în punctul x. Vectorul 

d i t=o 

tangent în Ui în punctul x se numeşte derivata covariantă a lui Y în raport 
cu Xx. Dacă Y = Y* , atunci D x Y = X J Y) • 

Această noţiune se extinde la derivata covariantă a unui cîmp vectorial Y 
în raport cu cîmpul vectorial X. Bezultatul este un cîmp vectorial care se 
notează cu T>XY şi a cărui valoare este T>x{x)Y; pe coordonate, DXY = 
= X( Y{) . Această derivată are următoarele proprietăţi 

dx'' 

(1) Dx{aY + bZ) = aDxY 4- 1>T>XZ 

T>x(fY) = X(f)Y +fBxY, 
unde f,ge ^(Ui), a, o e [R şi X, Y,Ze arflM). 

3.1. Definiţie. O funcţie D : âTflM) X âf(Ui) -> âf(Ui), (X, Y) -* DXY, 
cw proprietăţile (1) se numeşte conexiune liniară sau derivare covariantă 
pe Ui. 

Fie D o conexiune liniară pe Ui. Funcţiile reale T%: Ui -*• [R, Ji,i,j = 
— 1, . .., n, definite prin 

g? dx1 8xn 

se numesc componentele conexiunii D. Aceste n3 funcţii reale determină 
unic pe DXY. într-adevăr, dacă X = Xi , Y = Y1 , atunci 

dx1 dx1 

d- Y = Y ^ 
dx-

8-ILJ-+YVd-d 

8x% dx1 . -^îd. 
8Y' 8 . „,™ S W , 18Y* . „ . ^ \ m 8 ™ _ 8 
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unde s-a notat 

dY1 

O conexiune D determină următoarele două cîmpuri tensoriale: 
1) unul de tipul (1,2), X: 3T([M) X âf(EM) -> J"(EM), ^(X, Y) = D X Z -

- D r X - [X, Y], 
numit cîmpul tensorial de torsiune; 

2) altul de tipul (1,3), B: âT(IM) x iT([M) X âf(fM) -> arflM), J2(X, T)^ = 
= Dx(Dr.Z) — ~DY(DXZ) — DIX.YŞZ, numit cîmpul tensorial de curbură. 

Coordonatele lui T şi E în raport cu bazele canonice sînt respectiv 

rpi p i p i 

•fci __ O1 ii 

dxj Za? 
Ton _ **, i_zj* _u r r r* r r rft 

Conexiunea D s e numeşte simetrică dacă T = 0 sau echivalent Tf
jk —T{

kj. 
La o schimbare a bazei în punctul aj, componentele conexiunii se schimbă 

după legea locală 
dxj' dxh' r-.h dx'' p i ' "•" _Z~L_ Pft 

dx'dx* ' dx1 dx" dx* 

Fie D o conexiune pe IM şi X e #"(JM). Conexiunea D induce derivarea 
covariantă în raport cu X, notată D x , care aplică pe ^f(lM) în el însuşi. 
Operatorul J)x se defineşte prin 

D x / = X ( / ) , / 6 ^ ( [ M ) , 

D X T = conexiunea pe EM, 

(Dxa>)(D = X(o)(D) - co(DxY), co e ^î(tM), 

(DxT)(coS...,«», r„ ..., r.) = x(T(coS ..., «*, r u ..., r,)) -
- T ^ c o 1 , co2, . . . , co", r „ . . . , r . ) - . . . -2XC01, . . . , co", 

r „ ...,B^Y8), Terţm). 
S6 verifică relaţia 

BX(S 0 T) = T>xS ® T +S ® D^T, V/S, T. 

Dacă D^î7 = 0, V i e 5T([M), atunci T se numeşte cîmp tensorial paralel 
în raport cu D, 

Operatorul Dx induce un operator general de derivare covariantă care 
aplică pe ^"£([M) în ^"f+idM)- Acesta comută eu contracţia. 
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Iată cîteva reguli de derivare covariantă pe coordonate: 

Y>,- g y 4- Vi Yh «, — g < 0 j _ F»-M 

o of 

§4. Metrici riemanniene 

Eeamintim că un produs scalar pe T^Di se numeşte metrică riemanniana 
pe TJM. 

4.1. Definiţie. Un cîmp tensorial g de tipul (0,2) pe Di cu proprietatea că 
pentru fiecare x e Di tensorul g(x) este o metrică riemanniana pe T [̂M se 
numeşte cîmp tensorial metric sau metrică riemanniana pe Di- Perechea 
(tM» 9) se numeşte varietate Biemann. 

Cu ajutorul lui g putem defini norma pentru cîmpurile vectoriale, || X |j2 = 
= g(X, X), şi ungaiul a două cîmpuri tensoriale X, Y nenule, 

cos]e;= 9{X> Y) , 8e[0,*]. 
M 11*11 

De asemenea metrica riemanniana g induce operaţiile de ridicare şi cobo-
rîre a indicilor pentru orice cîmp tensorial pe Di. 
Dacă există, un cimp de repere {Xv ..., Xn} pe Di se numeşte ortonormat 
dacă g{Xa, Xb) = So6, adică {X^x), ..., Xn(x)} este o bază ortonormată 
în T^Di, V x e Di. 

, I • 
dx{ dx1) 

De asemenea reamintim că dacă coordonatele (#*) ale punctului x se 
scbimbă în (#*'), atunci funcţiile gt} se scbimbă după legea (locală) 

dx1 dxi 

ax dx1 

4.2. Teoremă. Pe spaţiul riemannian (Di, g) există o singură conexiune 
simetrică D cu proprietatea 

Bx(g(Y, Z)) = g(DxY, Z) 4- 9(7, T>XZ), VX,Y,Zz âf(Di), 

numită conexiune riemanniana. 
Demonstraţie. Mai întîi observăm că relaţia din teoremă este echivalentă 

cu T>xg = 0, V i e #"(Di), adică cu faptul că g este un cîmp tensorial 
paralel în raport cu D. Pentru simplificarea demonstraţiei vom lucra direct 
pe coordonate; fie gtj coordonatele lui g şi r § componentele lui D. Prin 
ipoteză 

'ij — 'fii 9i],K = "~7~l ±ki9h] — Fkidhl = 0> 
dx" 
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Eezultă 

si deci 
dx* dx1 dx" 

3 ' y { dx* dx1 dx") 
Astfel conexiunea riemanniană este caracterizată prin simbolurile Chris-
toffel. 

Exemple de metrici. 1) metrica uzuală ^e Rra, g(Xx, Yx) = (Xx, Yx) = produsul scalar 
canonic ; g{j(x) = 8tj. 

4 
2) metrica stereografică pe R" , g(Xx, Yr) = . {Xx, Yx), k > 0 ; g{, (x) = 

(1 + Ar||*!l2)* 
4 

(1 + ic 11*11»)» 

3) metrica 

4 

S -̂

lca pe [M = j x g R » 10*11» <—!—, * < O l . f f ^ , Y,) = (X„ Y ) ; 
l — k \ (1 +A-l|*]|2)a 

%(*) S i ; -
(1 + *| |X| |2)2 

4) metrica Poincarâ pe [J*| = {(x, y)e R2 , 2/ > 0} ; gi}(x, g) = S i r 

Facem precizarea că în unele lucrări, metrica este dată prin pătratul 
elementului de arc, ds2 = gt}ăxtăx}. 

Fie g{j = 8tj metrica uzuală pe OM = R" şi (xl) coordonatele euclidiene 
(sistem de coordonate ortonormat) ale punctului x e Rre. î n acest caz, 
pentru orice cîmp tensorial, coordonatele covariante, mixte sau contra
variante coincid. în particular pentru un cîmp vectorial coordonatele 
contravariante coincid cu cele covariante şi cu cele obişnuite din geometria 
analitică elementară numite deseori coordonate fizice. 

Presupunem că de la coordonatele euclidiene (a?*) trecem la alte coordo
nate (#*'), tot ale punctului x. Eezultă 

gi'j' = 

Sistemul de coordonate (se*') se numeşte ortogonal dacă g^y = 0 pentru 
i' i= } ' . î n acest caz gvi>(x) > 0 , V»e R" şi funcţiile Jit= }[gi>i', i'—l',... 
. . . , » ' , se numesc coeficienţii Lame. 

Fixăm un sistem de coordonate (xv) ortogonal. Fie cîmpul vectorial 
d *' 

X = X1' . Coordonatele covariante ale lui X sînt Xy == V j ^ P = 
dx1' »'=i 

= Jij, Xy (fără sumare după j ' ) . Pe de altă parte observăm că ansamblul 
format din cîmpurile vectoriale 

dx1 d , , 8xn 8 . , - , , , 
dxi dx1 dx1 dx" 

dx1 

dx1' 
0X £ 

dx1 

n dxi 

dx1' 

dx1 

xj 
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este un cîrnp de repere pe [RM. Ortonormind acest cîmp de repere în raport 
cu metrica uzuală obţinem 

&y = — î l ' j . . . f ea' = - tn>. 

Cu aceasta obţinem exprimarea 

„ d _xl, dce> d 
dx*' dx*' dx: X = Xv —- =X1'-^--^— — X}\., ... + Xn%. 

coordonatele 
X-x\' — \'X , ..., X^> — \'Xn 

numindu-se coordonate fizice pentru X. 

§5. Operatori diferenţiali 

Fie (IM, g) o varietate riemanniană, fie #"(EM) algebra funcţiilor diferen-
ţiabile de clasă C°° pe IM şi &(M) algebra Lie a cîmpurilor vectoriale dife-
renţiabile de clasă C00 pe ÎM-

Gradient. Fie fe #"(ÎM). Cîmpul vectorial grad / definit prin 

g(X, grad/) = X(f) = d/(X), V X e âT(IM) 

se numeşte gradientul lui / . 
î n coordonate, 

g rad / ^gvJLJ-; (grad/)' = g*> ^ - -
da;' 3a;* 3a/ 

Din definiţie se observă că grad / este ortogonal hipersuprafeţelor de nivel 
constant ataşate lui / . 

Se verifică următoarele relaţii 

grad (%/i + a2f2) == «^grad/j + a^rad/a 

grad(/x/2) =/ igrad/2 + / 2 grad/ x 

A /3 grad A - / ! grad / 2 grad 
A /2 

Demonstraţie. g(X, grad(/ ]/2))=Z(/1/2)=/1X(/2)+/2X(/1)-/1g(X, grad/2)+ 
+/aST(Z, grad /,) = <?(X, A grad / 2 + / 2 grad A), V I e 3T([M). Eezultă 
grad^/a) ==/1grad/2 ^ /^grad / j . 

Operatorul grad: #"(IM) -> ^(Bi) definit prin / - > g r a d / se numeşte 
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Hessiană. Fie / e ^(Qi). A doua derivată covariantă a lui / în raport 
cu conexiunea riemanniană se numeşte hessiană lui / şi se notează prin 
Hess/. Alternativ, hessiană este cîmpul tensorial de tipul (0,2) definit 
prin 

Hesa/CX, Y) = Dx(d/)(Y) = X(d/(Y)) - ăf(DxY), V X, TeâT(IM). 
î n coordonate, 

Hess / = i-^TT ~ 1 7 . ^ - ) d ^ ® d ^ , (Hess/),, = - ^ - - r f c - ^ . 
V dtfdaf da?) dx1 da? 8xl 

Operatorul Hess: ^"(IM) -> t̂(CM) definit prin / -3 -Hess / se numeşte 
hessiană. 

pi 

Divergenţă. Fie X -> #"([M)> X = X* — r şi derivata sa covariantă X'j 
8x% 

în raport cu conexiunea riemanniană. Cîmpul scalar div X definit prin 
contracţia 

div x = x\ = — + r*,z' 
se numeşte divergenţa lui X. 

Fie gr = gr̂ dof <g> dV. Dacă notăm G = det [grw], atunci 

într-adevăr se observă că 

\ 3a;1 <5a;; da;* / da;' 

şi ţinînd seama de regula de derivare a unui determinant, 

8G ^ 8G 8g(k = a dga ^ 
8x} dgik dx1 8x} 

deducem 

Deci 

r 4 1 3 6 _ 1 d][G 
° 2G 8xj ][G 8x} 

8xl fG 8x} YG 8xl 

Această expresie a divergenţei este des utilizată şi permite dovedirea 
imediată a relaţiei 

div(fX) = X ( / ) + / d i v X , V / e ^(IM), V i e ar«M). 
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rs 

Operatorul div: SC{M) -> ^"(IM) definit prin X = Xi — r -> X\t se nu-
dxl 

meşte divergenţă. 
Laplaeeian. Operatorul A definit prin 

A/ = div(grad/) 

se numeşte laplaeeian. Explicit 

]/G dxl \ dx") \8xkdxl dxh } 
adică A este urma hessianei. 

Rotor. Fie cîmpul vectorial X = X* —- şi G> = g^X^x1, Uj — g^X1,. 
dx* 

l-formă diferenţială asociată. Cîmpul tensorial rot X de tipul (0,2) definit 
prin 

rot * = ( « „ - O^CLB* ® da^ = f 8 ( ^ X & ) - a tg«^*) \ d a ; i 0 d f l j 
V dx1, dxj ) 

se numeşte rotorul lui X. 
Operatorul ro t : #"(IM) -> ^1(IM)> X - » r o t X , se numeşte rotor. Se 

dovedeşte că dacă [M <= [R3, atunci cîmpul tensorial r o t X este echivalent 
cu un cîmp vectorial contravariant definit prin coordonatele 

1/GV ox} dx" j 

unde {i,j,Jc} este o permutare ciclică a mulţimii {1,2,3}. Tot în ^ cest 
context se verifică şi relaţiile 

rotfrot X) = grad(div X) — AX 

rot(grad/) = 0, div (rot X) = 0. 

§6. Forme alternate 

Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n. 
6.1. Definiţie. O q-formă sau formă alternată de ordinul qpeV este o 

funcţie 
co : V x . . . X V -> [R, (%,. . . , %) -> «(«x, . . . , va) 

q factori 

care satisface următoarele condiţii. 
1) multiliniară : pentru fiecare i e {1, . . . , q} şi %, . . . vt-lf vi+l, .. .,vseV, 

restricţia v -> <<)(%, . . . , «,_!, •», ^ j + 1 , . . . , vq) este liniară, 
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2) antisimetrică : pentru fiecare vv ..., va e F şi pentru fiecare permutare-. 
a a mulţimii {1, . . .,q} se satisface co(v0(ib • • • > *<>(?)) = (sign ci)«('y1, . . . , »a). 

Cu alte cuvinte o g-formă pe F nu este altceva decît un tensor antisi-
metric de tipul (0, q) pe F. Mulţimea tuturor g-formelor pe F se notează 
cu ^ S (F) şi este un spaţiu vectorial real cu (vezi teorema 6.3) 

T ^- /T̂ N fC« dacă 0 < o < n dim ^ a (F) = \ n ^*--
[0 dacă gr > n. 

Evident, &0(V) = R, ^ i (F) = F*. 
6.2. Definiţie. Fie J%(F), J%(F) şi'J%+g(F). Funcţia 

A : ^ P (F) x ^ 8 (F) -» J^+ S(F) 
definită prin 

(w1 A «>*)(«„ ...,*„+„) = 
1 

= _̂  _ _ _ v (sign a) copoii), . . . , v0«,))to2(r„(#+i), . . ., t'otf+rt), 
(p + ff)! f- • 

suma fiind hoaţă după toate permutările a ale lui {1, . . .,p + <z}> se numeşte' 
produs exterior. 

Se observă că produsul exterior este o aplicaţie biliniară şi asociativă. 
Asociativitatea permite extinderea definiţiei produsului exterior la un 
număr finit de factori. 

Evident, co1 A CO2 = (—lf 8 « 2 A W1. 

6.3. Teoremă. Dacă {<%, j = 1, . . . , n) este o bază a lui F şi {e% * = 
= 1, . *., n] este baza duala în V*, atunci mulţimea 

{«s*i A . . . A e*s, 1 < % < . . . < îa «S %} 

este o bază a lui ^ 9 (F) , numită oaza produs. 
Demonstraţie. Mulţimea din teoremă este liniar independentă. într-ade

văr, relaţia 

Yi <»« « e*'1 A . . . A e'o = 0 (g-forma zero), 
h<...<»a 1"*e 

implică 

0 = Yi . ««,.. L «** A . . . A e'afefc,..., ej ) = 
* l < . . . < f J 8 yB 

= , S , Kh-(« £ (sig11 CT) e ^ w )• • -eVeaiA,) = 
' l<. . .<*(7 o 

= < i < S < < 8 ^ , . . 4 8 Ş (signa)S;k) . . . S^, = ^ . . . ^ 

unde ii < . . . < j a . 



Să arătăm că mulţimea din teoremă sau mai general mulţimea {e'» A . . . 
. . . A ea, %, . . . , iq = 1, . . . , n] generează pe ^ S (F) . Pentru aceasta 
fie c o e ' J ^ F ) şi numerele reale at...{ =co(etl, . . . , e{). Găsim 

w<x....-2e1'1 A . . . A e \ e k , ...,eJg) = 

= C 0 W*TŢ S (s igno)ety , w ) . . . «'«(<*(/,)) = 

= -^Ţ »«,..«, Ş ( s ign <0 ^ k ) • • • 8&,, = co^ k =<ofo„.. . , «,,). 

Deoarece co este multiliniară, ultima relaţie implică 

<%...«• e<1 A . . . A e»(%, . . . , «a) = co(%, . . . , «„). 

Deci 

o = o). . e*i A . . . A e'4 = q ! X. co,- , ey» A .** A e \ unde nume-

rele reale t? ! co;- ,-, ii < • • • < j a , sînt coordonatele stricte ale ^-formei o. 

§7. Forme diferenţiale alternate 

Fie [M o mulţime deschisă din IR", fie T̂QM spaţiul tangent la IM în 
punctul x şi ^ ( T J M ) mulţimea tuturor g-formelor pe TJM-

1.1. Definiţie. O funcţie 

co : iM - * U ^ e (TJM), «(a;) e ^„ (TJM), 
»e [M 

•«e numeşte q-formă diferenţială sau formă diferenţială alternată de ordinul 
q pe Di-

Cu alte cuvinte o g-formă diferenţială este un cîmp tensorial antisimetric 
de tipul (O, q) pe [M. Fie ^g(Di) mulţimea tuturor g-formelor diferenţiale 
pe iM- Adunarea a două elemente din această mulţime ca şi produsul dintre 
o funcţie reală şi o g-formă se definesc punctual. 

Fie TjlM dualul spaţiului tangent. Baza canonică în T^ÎM este-!—» 
[dco* 

i = l,...,nl, iar duala sa, bază în TfîM, este {ăx*, i = 1, . . . , n}x. 

Baza indusă în J%(IM) este {da;*1 A . . . A d#*«, 1 < i± < . . . < ig < n}x. 
De aceea expresia în coordonate a lui co este 

co(a?) = cô  f {x)ăz'i A . . . A ăxq. 

Funcţiile x -> a( { (x) se presupun diferenţialule de clasă (7°° pe IM-
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Fie i^(ÎM) algebra funcţiilor reale şi $"([M) algebra Lie a cîmpurilor vec
toriale. O g-formă diferenţială pe ffi poate fi privită ca fiind funcţia 

co: ar(Di) x . . . x ar(iM) -> ^(IM), (^, • • •, xt) -* «(^i, . . . , z,), 
•^(Di) —liniară în fiecare argument şi cu proprietatea co(X,(i), . . . , Xo(?))= 
= (signci) G>(XV . . . , Xg), unde a este o permutare a mulţimii {1, . . . , g}. 

Definiţia produsului exterior pentru g-forme diferenţiale este evidentă. 
Fie l 6 l ( 0 i ) şi co e J%((M). Prin contracţia dintre X şi co înţelegem 

(g — l)-forma diferenţială .X_jco definită prin (X_}<x>)(X1, ..., Xg^) = 
= «(X, X1; . . . , Xt.x),'Xv ..., Xa_x e âT(IM). 

7.2. Definiţie. Fie J%([M) şi ^"g+iOIM. O funcţie IR-Uniară d : J^EM) -> 
-» ^"î+i(tM) CM proprietăţile 

d2 = 0 
d(co1 A co2) = dco1 A co2 + (—I)8 co1 A dco2 

X(dco) = d(X(co)), X e %{M) 
X(co) = X J dco -4- ă(XJ co) 

se numeşte diferenţială exterioară. 
Utilizînd derivata covariantă şi croşetul putem serie 

d«(x„ . . . , xs+1) = s (- iy-i D^CO(ZX, . . . , x ^ , x,+1, . . . , xs+1) + 

+ S (~i)'+;co {[Xi, Xf\, Xv . ; . . , Xj-!, X,;+1, . . . , X ;_1?XJ+1, . . . , Xs+1)„ 

Pe #"([M) = ^o(IM) diferenţiala exterioară se reduce la diferenţiala 
obişnuită. Mai mult, 

dco(a?) = dcof > ,. (a?) A da;*"* A . . . A ăxa. 
O g-formă diferenţială co cu proprietatea dco = 0 se numeşte formă 

închisă. O (g -f- l)-formă diferenţială TJ cu proprietatea că există o g-formă 
co astfel încît 7] = dco se numeşte formă exactă. 

O b s e r v a ţ i i . 1) Mulţimea deschisă tM poate fi înlocuită cu orice 
subvarietate de dimensiune m > 1, cu sau fără frontieră, a lui R". 

2) Fie£M o subvarietate a lui [RM, de dimensiune m, cu sau fără frontieră. 
O formă volum pe IM este o m-formă diferenţială co pe [M cu proprietatea 
co^i, . . . , vm) = ckl ori de eîte ori vv ..., vm este o bază ortonormată a lui 
TJM- O alegere a unei forme volum co pe IM se numeşte orientare a lui |M ; 
despre IM se zice că este orientată. 

Fie IM o subvarietate de dimensiune m > 2, cu frontieră. O orientare pe 
[M induce o orientare pe 8UA-

3) în (R3, 8i}), l-formele şi 2-formele pot fi convertite în cîmpuri vec
toriale prin corespondenţele 

H / i <!** & YifiUi"fi&®2 ^ ăx3 +fzăx3 A ăx1 +fsăx1 A da;2 

d/<-*grad/ 
(1) (2) 

o <-» K=>dco «-* rot K , 

7) *-» F => dr) — (div V) dx1 A da;2 A da;3. 
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§ 8. Probleme 

1. Să se expliciteze sumele 

V . Tîj> <->*TJ, T j ^ 

3. Să se verifice că ( , ) : ^{(V) X ^\{V) -» [R, (S, T) = SJT^ este un produs scalar 
pe ST\(V). 

3. Fie Te ST^V) şi [2^] matricea coordonatelor sale. Să se verifice că la o schimbare 
a bazei avem 

detfr^v] = (det[A«,])2 «fct[r„]. 

d d d d r7tr „, 
4. Se dau X = 2x + ys , Y = sin x h xy Să se găsească [X, Y]8 

dx dy dx dy 
Apoi, luînd o> = —xdx + ydy, să se calculeze co(X)şi co (Y). 

5. Pe Q*| : x > 0, y > 0, considerăm cîmpul tensorial 

d d x d d 
T = (x3+i/2) • <x) l-arc cos (g) . 

9x 9x | /x a + j / a dy dy 

"Să se găsească funcţiile coordonate ale lui T în coordonate polare, 
8. Pe [R3— Oz se consideră cîmpul vectorial 

d d d 
X = x + y + z 

dx dy dz 

Să se găsească funcţiile coordonate ale lui X în coordonate sferice. 
7. Pe [R2 se dau : conexiunea D de componente 

= j — 1, k = 2 sau i = k = 1, y = 2 fi pentru j = 7 = 1, 

[0 în rest 

d d d d 
X = x y , Y = —e* , 6> = xydx + e?ăy. 

dx dy dx dy 
Să se calculeze E>XY, DTto, DX(3T 0 o>). 

8. Se dă varietatea riemanniană ([R3 — Oz, 8y). Să se expliciteze coordonatele metricii, 
coeficienţii Lame şi simbolurile Cbristoffel, în coordonate cilindrice şi sferice. 

9. Fie CM= {(x, y)e [R2, y > 0}, gtj(x, y)= — 8 ftx, V) = / x 2 + r,2, X ~ v — +x*y—< 
t dx dy 

Să se determine grad f, Hess f, div X, Af, rot X. 
10. Să se calculeze do pentru fiecare din formele diferenţiale 

<i» = x2dx + y2dy + z2ăz, o> = e^dx A dz, o> = (dx + dy + dz), 
x + y + z 

< * = ( ! + 2xyz2)dy A dz — 92z3dz A dx + xy2dx A dy. 
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4 
ECUAŢII DIFERENŢIALE 

Notaţii şi terminologie 

Ecuaţiile care conţin funcţii, variabilele independente corespunzătoare 
şi derivatele funcţiilor şi în care necunoscutele sînt funcţiile se numesc 
ecuaţii diferenţiale. Dacă funcţiile necunoscute depind de o singură varia
bilă, atunci ecuaţiile se numesc ecuaţii diferenţiale ordinare. Dacă funcţiile 
necunoscute depind de mai multe variabile, atunci ecuaţiile se numesc 
ecuaţii cu derivate parţiale. 

Ecuaţii diferenţiale ordinare. O ecuaţie de forma F(x, y, y', . .., y(M>)=0, F: Ix [Rn+1->-[R> 
xG I, unde g : I —> [R este funcţia necunoscută, se numeşte ecuaţie diferenţială ordinară de 
ordinul n dacă g^ intervine efectiv. O funcţie definită prin x —* g(x), x 6 Ix c J care posedă 
derivate pînă la ordinul n inclusiv se numeşte soluţie pe intervalul IL dacă F(x, g(x), g'(x), . .. 
. . . , p W ( 4 ) = "> V i t 4 Graficul unei soluţii se numeşte curbă integrală. De exemplu, o 

5 1 / — 
soluţie a ecuaţiei g" = y este g = e*. De asemenea y = xc H şi y = 2[/ 5x sînt soluţii ale 

c 
5 

ecuaţiei y = x# ' -j , x > 0, 
??' 

O soluţie a unei ecuaţii diferenţiale ordinare poate să depindă sau nu de un anumit număr 
5 

de constante arbitrare. De exemplu g = xc -\ depinde de constanta arbitrară c. O soluţie 
c 

a unei ecuaţii diferenţiale de ordinul n care depinde de n constante arbitrare (independente) 
se numeşte soluţie generală a ecuaţiei. Orice soluţie obţinută din cea generală prin particulari
zarea constantelor se numeşte soluţie particulară. 

Există însă şi soluţii care nu provin din soluţia generală prin particularizarea constantelor. 
dF 

De obicei acestea sînt soluţii singulare, adică soluţii care satisfac • (x, y(x), g'{x), ... 

. . . , !/(")(£)) = 0, V x e It. De exemplu y = 2J/5x nu se poate obţine din g = xc -\ prin 
c 

particularizarea lui c. 
Fie y = f(x;cv..., cn), x e I o familie de funcţii de clasă G" care depinde de n constante 

independente c(. Acestei familii i se poate ataşa o ecuaţie diferenţială de ordinul n a cărei 
soluţie generală să fie chiar familia de funcţii de la care am plecat. într-adevăr ansamblul 

'u = f (x ;c 1 , ...,cn) 

y'=f'(x;clt ...,cn) 

y(») = p)(x;c1, ...,c„) 
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poate fi privit ca un sistem de n + 1 ecuaţii cu n necunoscute ct. Condiţia de compatibilitate, 
F(x, y, li',..., y^) = 0, este ecuaţia diferenţială căutată. 

De exemplu, familiei y = Cjcos x + e2sin x i se ataşează ecuaţia y" + y = 0. Aceasta 
rezultă din faptul că y' — — c^sin x + e2cos x, y" = — Cjcos x — e2sin x = •—;;. 

Ecuaţii cu derivate parţiale. O ecuaţie de forma 

df df a*i+•••+*»/• \ 
X' 'dXl' " " dxn' "" & £ . . . & & ; 

= 0, x = (x» . . . . iJeiDciR», 

unde feste funcţia necunoscută, se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul i'x + . . . + »„. 
dacă în ecuaţie apare efectiv cel puţin o derivată parţială de acest ordin. O funcţie definită 
prin x —> f(x) care posedă derivate parţiale pînă la ordinul i3 -f . . . + in inclusiv se numeşte 

r^ m / df df a'l+---+V ^ rr» 
soluţie în ID* <= ED dacă FI x, f(x), — (x), . . . , ——(x), . . . , (x) = 0, V x e ED*. 

{ dxx axn <&£.. .&£ ) 
Graficul unei soluţii se numeşte hipersuprafaţă integrală. 

df _ 
Drept exemplu considerăm ecuaţia — = xy, f: LE) <= DR2-> [R. Ea este o ecuaţie cu deri-

dx 
x2 

vate parţiale de ordinul întîi care admite soluţia definită prin f(x, y) — y 1- <î>(y)> unde 
2 

<pe C1(ED) este o funcţie arbitrară. 
în general, funcţiile arbitrare din soluţiile ecuaţiilor cu derivate parţiale joacă rolul constan

telor arbitrare din soluţiile ecuaţiilor ordinare. Teoremele de existenţă şi unicitate a soluţiei pun 
în evidenţă analogia respectivă. 

C a p i t o l u l 1 

ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL ÎNTÎI 

Fie I un interval din ER şi / : I -*• [R o funcţie care admite primitivă. 
Cea mai simplă ecuaţie diferenţială de ordinul întîi este y' = f(x) şi rezol
varea ei se reduce la aflarea primitivei lui / . Teoria primitivelor este pre
zentată amănunţit în manualele de Analiză matematică (inclusiv în cele 
de liceu). De asemenea, reamintim că în manualele de liceu pentru clasa 
a XII-a este prezentată ecuaţia diferenţială liniară y' = yf{x) şi ecuaţia 
cu variabile separate g(y)y' = f(x). 

Fie ID o submulţime deschisă din R2 şi / : ED -> [R o funcţie continuă. 
Forma normală a unei ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi este 

V' = fi®, V)-
Presupunem că Q : ED -»• [R — {0} este o funcţie continuă. Dacă înmulţim 
ambii membri ai ecuaţiei diferenţiale cu factorul nenul Q(x,y) găsim ecuaţia 
diferenţială echivalentă Q(x, y)y' — Q(x, y)f(x, y) — 0. Notînd P(x, y) = 
= — Q(x, y)f{x, y) şi utilizînd pentru y' notaţia lui Leibniz —^ (cîtul 

dx 
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a două diferenţiale — particularitate a funcţiilor de o variabilă) ecuaţia 
diferenţială se transcrie 

P(x, y) ăx + Q(x, y) dy = 0, P,Qe o°(D). 

Evident, expresia P(x, y) dx + Q(x, y) dy poate fi gîndită ca o l-formă 
pe H) fapt ce procură o alternativă de prezentare pentru ecuaţiile de tipul 
y'=f{®,y). 

§1. Ecuaţia diferenţială cu variabile separate 

O ecuaţie diferenţială de tipul 

a{x) dx + b(y) dy = 0, 

unde a : I1 -» R şi b : I2 -> [R sînt funcţii continue date, se numeşte ecuaţie 
diferenţială ou variabile separate. 

1.1. Teoremă. 1) Funcţia / ' : Ix x I2 -* [R, f(x, y) — 
X y 

\a{t)dt + \ b(t)dt, 

{%o> Vo) G A X Iz, are proprietatea d/(s;, y) = a{x)dx + b(y) dy. 
2) Fiecare soluţie x -> y(x) a ecuaţiei diferenţiale cu variabile separate, 

cu graficul inclus în I1 x I2, satisface relaţia f(x, y(x)) = c pentru o anumită 
constantă c. Reciproc, dacă ecuaţia f(x, y) — o defineşte pe y ca funcţie 
implicită diferenţiabilă de x, atunci această funcţie este o soluţie a ecuaţiei 
diferenţiale cu variabile separate. 

Demonstraţie. 1) Existenţa lu i /es te asigurată de continuitatea funcţiilor 
x y 

a şi b. î n plus, —î- (x, y) =—\a(t)dt = a(x),-^-(x,y) =—\b(t) dt=b{y). 
dx dx) dy dy) 

2) Presupunem că x -* y(x), xe (a, b) c It este o soluţie a ecuaţiei dife
renţiale cu variabile separate astfel încît (x,y(x))e ^ x I2 , V,#e (a, b). 
Să arătăm că f(x, y{x)) — e. Pentru aceasta considerăm funcţia compusă 

df x -> g{x) — f(x, y{x)), x£(a,b) şi derivata ei g'(x) = — (x, y{x)) + 
dx 

df 
-| ~{x,y{x))y\x) = a(x) + b{y{x))y'{x) = 0, V#e (a, b). Deci g este 

dy 
o constantă c pe {a, b). Astfel orice soluţie y a ecuaţiei diferenţiale cu 
variabile separate satisface ecuaţia carteziană implicită f(x, y) = c. 

Să presupunem acum că ecuaţia f(x, y) = o defineşte pe y ca funcţie 
implicită diferenţiabilă de x pe '(a, b) c Iv Ecuaţia f{x, y) — o implică 
faptul că x -* g(x') = f{x, y{x)) este constantă pe (a, b). Eezultă 0 = g'(x) = 
— a{x) -f b(y)y' şi deci y este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale cu variabile 
separate. 

Teorema precedentă procură de fapt un procedeu pentru a găsi soluţia 
generală H ecuaţiei diferenţiale cu variabile separate şi anume : această 
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soluţie este definită prin familia de ecuaţii carteziene implicite 
: y 

a(t) ăt + \ b(t) ăt = c 

care descrie familia curbelor integrale. Dacă impunem ca la x = x0 să 
corespundă y = y0, atunci c = 0 ; soluţia particulară există şi este unică. 

O ecuaţie diferenţială de tipul 

a^xty^ăx + a2{x)Hy) &îl = G> 
unde av a.z e C^Ij),*^, b2 e C°(I2) se numeşte ecuaţie diferenţială cu variabile 
separahile. Dacă ne limităm la subintervalele lui Ix respectiv I 2 pe care 
a2(x) i= 0 respectiv b2(y) i= 0, atunci ecuaţia diferenţială cu variabile sepa
rabile se reduce la o ecuaţie eu variabile separate 

&• (x) ăx + A (y) ăy = 0. 
«2 &2 

în ipoteza a2(x0) = 0 (b2(y0) = 0), printr-o simplă verificare se dovedeşte 
că x = x0(y = y0) este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale cu variabile sepa-
rabile. 

Exemplu. Procesul de dizolvare a uimi solid într-un lichid este guvernat de ecuaţia diferen
ţială cu variabile separabile 

<ix 
— = k(a— x), a,k= const., 
ăt 

unde x reprezintă cantitatea de solid dizolvată la momentul t. Evident, x = a este o soluţie 
a acestei ecuaţii. Pentru x ^ a putem scrie 

dx 
= kăt 

a— x 
„-kt şi de aici deducem soluţia generală x — a + cz.~u, le [0, oo), unde c este constantă arbitrară. 

§ 2. Ecuaţia diferenţială omogenă 

•ŞL = / ( ^ l unde/G C°(I), x * 0, 
ax \ x ) 

se reduce la ecuaţia 

da? 

care este o ecuaţie cu variabile separabile. într-adevăr, schimbarea de funcţie 
(difeomorfism) y *-* t definită prin y = tx, x ^ 0 conduce la —— = 

ăx 
= x h t şi demonstraţia constă în simple înlocuiri. 

ăx 
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Exemplu. Să se determine familia de curbe cu proprietatea că tangenta îa punctul (x2, if) 

taie axa 0 Y într-un punct a cărui ordonată este x2. 
4 

Dacă y = y(x) este ecuaţia unei astfel de curbe, atunci tangenta în (x2, j/2) are ecuaţia 
Y —• y2 — if{X — x2). De aceea ordonata punctului de intersecţie cu O Y este y2 — x-y'. Rezultă 
ecuaţia diferenţială omogenă 

t-
4 

I ) ' * 
^ 2 In cx) 

Soluţia generală a acestei ecuaţii omogene este y = x j j , x > 0, unde c > 0 este 

constanta arbitrară. 

§ 3. Ecuaţia diferenţială liniară 

Ş- = ?/(*) + $(«0, unde / , s- 6 0°(I). 
da? 

Acesteia i se ataşează ecuaţia diferenţială cu variabile separabile 

- f = K/W, 
da? 

numită ecuaţie diferenţială liniară şi omogenă, cu soluţia generală 
X 

j>(«)<M 
?/ = ce*» , a?0 e Z . 

Să arătăm că există o funcţie w: J -* \R de clasă C1 astfel încît y = 
X 

J/W* 
= u(x)ez° să fie soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale iniţiale. 
într-adevăr, 

* X 

ăy du lmm , , i / W d i 

—£- = • e*° + «/e*« 
da? da? 

şi introducînd în ecuaţia iniţială găsim 

d« - , / , , , d s -J/W 
= g{x)e *» 

da? 
Deci 

s 

r -J/(*)d( 
u(x) = c + V gr(s) e *• d.«, 

*0 
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adică 

J/lOdi/ r -J/(*)d* x 
3/ = er« I c + V #(s) e *» ds j • 

Tehnica precedentă de obţinere a soluţiei ecuaţiei diferenţiale liniare 
neomogene din soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene 
asociate este un caz particular al metodei variaţiei constantelor (cap. 3, § 3). 

Proprietăţi. 1) Mulţimea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale liniare este 
convexă. 

într-adevăr, dacă y1 şi y2 sînt două soluţii, atunci şi y = cyx + 
+ (1 — c)y2 este o soluţie. Această observaţie are următoarele consecinţe : 

— raportul simplu ataşat celor trei soluţii yv y2, y nu depinde de x, 
adică 

= e, Va; e I . 

— o ecuaţie diferenţială liniară are sau toate soluţiile mărginite sau 
cel mult una. 

2) Presupunem că pentru x — x0 găsim y = y0. Atunci c = y0. 
Dsicaf(x) < 0,V£ce [a?0, oo), atunci soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 

liniare este o funcţie uniform continuă în raport cu valoarea iniţială c = y0 
(=> soluţiile particulare sînt stabile, vezi cap. 2, § 5). Cu alte cuvinte 
dacă x -> yi{x) sînt soluţiile care satisfac condiţiile iniţiale yi{x0) = yi0, 
i — 1, 2, atunci Vs > 0, 3S(e) astfel încît Vî/i0 cu \yw — yza\ < S avem 
II2/1 ~ 2/2II = SUP \Vi{.x) — y%(x)\ < e- într-adevăr se observă că 

şi deci relaţia 

J/(*)c 
yi («) - yt(a>) = (2/10 — 2/20) ©* 

e*» 
implică ly^aj) — y2(x)\ < \y10 — yz0\ 

< 1 

-ktft)\ 

Exemplu. O particulă de masă m cade vertical, asupra sa 
acţionînd forţa de gravitaţie şi rezistenţa aerului (fig. 1) a cărei 
mărime este proporţională cu modulul vitezei particulei. Fixînd 

Ţ originea şi versorul "7, vectorul de poziţie r(t) are expresia 
1"* ~r(l) = p(t)~e şi ~v(f) = p(t)7. Forţa de gravitaţie este mg~e, iar 

r(tl ? 

" mg e 
Fig. l 

rezistenţa aerului este — fcp (t) e . Legea lui Newton se transcrie 

mp'(/)7 = — Ap (0"? + m^Ţ 

sau, notînd y = p(0, 
A-

V = -ff + £?• 
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Aceasta este o ecuaţie liniară cu coeficienţi constanţi, cu soluţia generală 

_.*(«-»,) mg 
V = (c + 5) e m — — ' 

§ 4. Ecuaţia Bernoulli 

~ - = MW + yg{x), r e K - {0,1}, / , flr e C°(I). 
da? 

Mulţimea valorilor lui y este impusă de valorile r. Corespunzător rezultă 
intervalul I. 

î n ipoteza y > 0 ecuaţia Bernoulli se reduce la ecuaţia liniară 

• — = (1 - rMa?)0 + (1 - r)f(x). 
ax 

într-adevăr, schimbarea de funcţie (difeomorfism) y <-> z definită prin 
/3 Şt f\ ni 

z = 2/1-r conduce la —— = (1 — r)y~r —¥-, iar înlocuirile în ecuaţia 
da? da? 

Bernoulli conduc la ecuaţia liniară. 
Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei 

— = — H , a; > 0. 
ix 2x 2y 

&z z 
Cu schimbarea z — y obţinem ecuaţia liniară — = h x cu soluţia generală z = cxx + 

dx x 
xs x3 

H , x > 0. Soluţia generală a ecuaţiei Bernoulli este definită prin y2 = cxx -\ , x > 0. 
3 3 

§ 5. Ecuaţia Riccati 

~- = y2f{x) + yg(x) + Ma>), unde f,g,Jie C°(Z). 
• da? 

Soluţia generală a unei asemenea ecuaţii diferenţiale nu se poate obţine 
cu ajutorul primitivelor decît în ipoteze suplimentare. De exemplu, dacă 
se cunoaşte o soluţie y0, atunci schimbarea de funcţie (difeomorfism) 
y •<->• z definită prin y — yQ H arată că ecuaţia Eiccati se reduce la 

z 
ecuaţia liniară 

— = ( - 9{a>) - 2y0f(x))z - f(x). 
ax 
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Observaţie. Fie x -> »<(#), i = 1, 2, 3, trei soluţii ale ecuaţiei diferenţiale 
liniare ataşate ecuaţiei Eiecati. Deoarece 

zx{x) - *,(«>) _ c o n g t ; Zi{x) = 1 ^ » = i , 2, 3 

rezultă , 

- = corist, 
Vzix) — 2/3(a?) yz(x) — yQ(x) 

adică biraportul a patru soluţii ale ecuaţiei Eiecati este constant. De aceea? 
trei soluţii ale ecuaţiei Eiecati determină soluţia generală. 

Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei 

— = xy2 — 2x2j; + x3 + 1 • 
dx 

1 
Se observă că ff0 — x e s t e ° soluţie. Punînd y = x H obţinem ecuaţia diferenţială liniară 

omogena 
de 

dx 

xa + c 
Rezultă z = şi deci y = x -

x 2 + c 

§6. Ecuaţii diferenţiale exacte 

Fie ecuaţia diferenţială 
(1) P(x, y) dx + Q(x, y) ăy = 0, 
unde P , # sînt funcţii de clasă C? pe mulţimea deschisă Dc |R z . 

8P dO 
6.1. Teoremă. Dacă H> este un dreptunghi şi dacă = pe H>, 

dy dx 
x y 

atunci funcţia (x, y) -> f(x, y) =V P(x, y)dx + \Q(x0, y)ăy are proprie-

tatea df = Pdx + Qdy şi deci soluţia generală a ecuaţiei (1) este definita 
prin f(x, y) = c. 

Demonstraţie. Se observă că 
X 

- £ (a;, 2/) = P(a;, 2/), - £ • (x, y) = — V P(<r, y) da; 4- #(<% V) = 

\ - 7 - (a>i 2/) da; + Q(x„ y) = V - ^ - (a?, 2/) da; 4- Q{x0,y) = Q(x, jr). 
j % j dx 
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De aceea ecuaţia (1) este echivalentă cu ăf = 0. Mulţimea DO fiind conexă 
rezultă f(x, y) = c. Aceasta îndeplineşte condiţiile din teorema funcţiilor 
implicite în orice punct (x,y)e DD pentru care Q(x,y) =£ 0. 

Observaţie. Există posibilitatea să modificăm, ipotezele din teorema 
precedentă fără a afecta formularea concluziei. De exemplu dreptunghiul 
ID poate fi înlocuit cu o mulţime conexă şi simplu conexă. 

dP dO 
6.2. Teoremă. Dacă tD este o mulţime conexă şi dacă = —— pe DD. 

dy dx 
î 

atunci funcţia / : ID ->• \R, f(x, y) = i [P(x0+t(x ~ x0),yQ+t(y— y0))(x — 
o 

— «o) + Q(%o + t(% — x0),y0 + t(y — y0))-{y — y0)] ăt are proprietatea 
ăf = Păx + Qăy şi deci soluţia generală a ecuaţiei (1) este definită prin 
f(x, y) = c. 

Demonstraţie. într-adevăr, dacă notăm u(t) = xQ + K® — x0), v(t) =-
= yo + t(y — Vo), atunci 

i 

-^- (*, y) = [ f ~ - («(<), «(<))<(» - so) + •?(«(*), *(«)) + — («(*)»«(*))* • 
9a? J L 9M O« 

•(y « ) di = [ ţinem seama că—— = > \ t — P(u(t), v(t)) ăt + 
J \ du dv) ) ăt 

o 
i 

_j_l P(u(t), v(t))ăt = (integrăm prin părţi), P(u(l), v(l)) = P(x, y). 
o 

Analog se găseşte 
df 

-~{x,y) = Q{x,y). 
dy 

Eestul raţionamentului este ca şi în demonstraţia teoremei precedente. 
6.3. Definiţie. Ecuaţiile diferenţiale (1) pentru care mulţimea DD este 

w . . , v . dP dQ . . . , _. . . . 
conexa şi simplu conexa, iar = ——, V(x, y) e ID, se numesc ecuaţii 

dy dx 
exacte. 

Ecuaţiile cu variabile separate sînt ecuaţii exacte. 
Exemplu. Liniile de curent în mişcarea staţionară a unui fluid plan sînt descrise de o ecua

ţie diferenţială de tipul — §(x, y)ăx + <p(x, y)dy = 0, unde (<p, $) este cimpul vectorial viteză.. 
Dacă fluidul este incompresibih atunci este îndeplinită condiţia 

dm d<b 
— + — =0 
da; dy 
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şi ecuaţia liniilor de curent este exactă. Soluţia generală f(x, y) = c reprezintă familia liniilor 
* v 

de curent, unde f(x, y) = — i <\i(x, y) 6.x + V <p(x„, y) dy. 

6.4. Teoremă. Fie D o mulţime deschisă conexă şi simplu conexă. Există 
o funcţie nenulă jx: E) -• [R de clasă C1 astfel încît 

ji(<r, 2/)PO, y) Ax 4- ft(», î09(»> y)dy = 0 

să fie o ecuaţie exactă. 
Funcţia JA se numeşte factor integrant. 
Demonstraţie. Ecuaţia din teoremă este exactă dacă şi numai dacă ;x 

satisface ecuaţia cu deriyate parţiale 

( 2 ) d(y.P) _ d(ţiQ)_ 
dy dx 

Această ecuaţie are cel puţin o soluţie nebanală; în ipoteza Q(x, y) •£ 0, 

aceasta se procură din soluţia ecuaţiei — - = — — (vezi §3, Cap. 
ăx Q(x, y) 

5), soluţie a cărei existenţă şi unicitate este garantată de teorema 2.1, § 2 
din Cap. 2. 

O b s e r v a ţ i e . Găsirea efectivă a unei soluţii a ecuaţiei cu derivate parţiale (2) nu este 
o problemă mai uşoară decît cea a găsirii soluţiei generale a ecuaţiei diferenţiale ordinare (1). 
Există însă destule cazuri particulare în care putem găsi o soluţie particulară a ecuaţiei(2), 
soluţie care este un factor integrant pentru ecuaţia (1). 

Exemple. 1) Ecuaţia cu variabile separabile (cu coeficienţi de clasă C1), 

"i(*My) dx + a2(x)&i(j/) dy = 0, az(x) ^ 0, V i e h ; i3(y) # 0. Vj/e h, 

admite factorul integrant 

1 

az{x)h{V) 

2) Ecuaţia liniară (cu coeficienţi de clasă C1), 

lyf(x) + g(x)]ăx — 6y = 0 

admite factorul integrant 

1 (dP dQ \ 
3) în ipotezele : Q(x, y) # 0, V(x, y)e UJ, y- Şi -— I I depind explicit numai de x, 

Q \dy dx) 
ecuaţia care determină factorul integrant se reduce la ecuaţia diferenţială liniară omogenă 

ă[x _ 1 fdP _dQ\ 
6.x Q \ dy dx J 
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t _ 1 (dQ dP\ 
In ipotezele : P(x, y) ^ 0, V(x, ij)€lD, \i- şi — { I depind explicit numai de y, 

P \dx dy J 
ecuaţia care determină factorul integrant se reduce la ecuaţia diferenţială liniară omogenă 

dfi 1 (dQ dP' 
dy P \ dx dy 

§7. Eeuaţia Oairaut 

y = xy' + ty(y'), unde <\i este o funcţie de clasă O1, ,#e I, iar y admite 
derivată de ordinul doi pe I . 

Se notează y' = p şi se derive'ază în raport cu % în ambii membri. Eezultă 
ăp ( d<b\ 

-J-\ x H = 0. 
da; V dp / ăp 

Din —— = 0 deducem p = o şi deci y' — o. Introducînd m ecuaţia 
ăx 

iniţială găsim soluţia generală a ecuaţiei Clairaut şi anume y = ex -f- i>(o). 
Din x H — = 0 , v = ## + <l>(p) rezultă soluţia singulară x = 

d̂> 
d i 

— _.—.L,} y = xp ^ fy(p), care nu este altceva decît înfăşurătoarea familiei 
d̂ p 

de drepte de ecuaţii ?/ = c# + '•Xc)-
Exemplu. Să se determine soluţiile ecuaţiei 

j , ' * + ( i + l) f f ' —y = 0. 

Se observă că putem scrie r/ = xi/' + j/'(l + j/'). Notînd r/' = p şi derivînd în ambii mere 
dp 

bri găsim — (x + 2p + 1) = 0. Rezultă soluţia generală y — cx ± c(l + c) şi soluţia sin-
dx 

(* + l)2 
gulară x = — 2p — 1, V — — P , adică y = -

4 

§8 . Ecnaţia Lagrange 

y = x(p(y') + 4>(y'), unde ©(#') ^ ?/', 9 şi d> sînt funcţii de clasă C1, 
a? e I , iar ^ admite derivată de ordinul doi pe I . 

Notînd y' = p şi derivînd în raport cu x în ambii membri 
găsimp — <p(p) = a;—— ——-{ £•—£-. Dacă—— # 0, atunci privind pe 

dp ăx ăp ăx ăx 
x ca funcţie de p , obţinem ecuaţia liniară 

d« d<p d(f» 
dj> dp d̂ p 

cu soluţia generală x = a?(jp, c). Eezultă că soluţia generală a unei ecuaţii 
Lagrange este definită parametric prin x = x(p, c),y — x(p, c) <ş{p) -f- <\i(p). 
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Ipoteza ~J- = 0 implică ecuaţia algebrică p — <?(p). Soluţiile ecuaţiei 
dx 

Lagrange corespunzătoare soluţiilor acestei ecuaţii algebrice sînt de regulă 
soluţii singulare ale ecuaţiei iniţiale. 

Exemplu. Ecuaţia 
y = — Ixy' — y'2 

- - 2 pa i 
a omite soluţia generală x = cp 3 P> 27 = 2 c p 3 şi soluţia singulară £7=0 . 

5 5 

§9. Probleme 

1. Să se determine soluţii (generale, particulare, singulare) pentru următoarele ecuaţii 
•diferenţiale, precizîndu-se domeniul de definiţie maxim posibil pentru fiecare caz în parte. 

dy 
(x cos y) + sin y — 0 (separabile) 

dx 

<ty . V , , \ 
x = i s in 1- y (omogene) 

dx x 
dy x 

x y = (liniare) 
dx x8 dx In x 

ăy Zy dy 
= — xsy2 -\ > x y2 In x + y — 0 (Bernoulli) 

dx x dx 

du du 
—L = xj?a — 2x2j/ + x3 + 1, —- = j/2 — x« — 2x2 -f- 2x — 1 (Riccati) 

dx dx 

cu soluţia y0 = x cu soluţia ya = xs + 1 

— i/2dx + (xi/ — x2)dj/ = 0, (x + y + l)dx + (x — j / 2 + 3)d(/=0 (exacte) 

1 
|x(x, !/) = 

x2y 
5 

j / = xi/' -l > y = xs ' + 3j/'2 (Clairaut) 
Î7 ' 

y = 2x;/' — i/2, x + y = I ———— ) (Lagrange) 

d? 
dx 

dff 
dx 

d£ 

1 — 

v — 

x + 

2x-

X 

— , 
• 2 

V 

Ţ* 
— 1 

+ J/2 

ff + 1, 

££)• 
- . Să se determine traiectoriile ortogonale ale familiei de parabole Ta : y2 = ax, aS [R. 

3. Să se găsească ecuaţia diferenţială ce caracterizează familia de cercuri Ca : x2 + y2 — ay. 
•5. Să se rezolve următoarele probleme cu condiţii iniţiale 

xy' — 2y = xs, x£ (0, oo), cu y = 1 pentru x — X; 

(v'l> y' + y tg x — sin 2x, xe [ » — j , cu y = 2 pentru x = 0. 
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5. Să se găsească soluţiile ecuaţiei xy' + y + 3j/2xIn x = 0, x > 0, al căror grafic este inclus 
!n primul cadran. 

6. Să se arate că soluţia generală a ecuaţiei 

y'(l — x3) = y"- — x2y — 2x 

este o familie de funcţii raţionale. 

7. Să se arate că \J.{x, y) = este un factor integrant pentru (x2 — y)â.x + xăy = 0. Să 
x2 

se determine soluţia generală a acestei ecuaţii utilizînd teorema 6.2. 

8. Să se găsească curba a cărei tangentă formează cu axele de coordonate un triunghi 
de arie constantă. 

9. Să se traseze curbele integrale ale ecuaţiei 

y'2 + Zxif + 2? = 0. 

C a p i t o l u l 2 

PROBLEME ŞI METODE DE REZOLVARE 

§1. Aflarea soluţiilor prin metode analitice 

Soluţiile unor ecuaţii diferenţiale simple se pot obţine cu ajutorul primi
tivelor (vezi Cap. 1), seriilor de puteri (vezi Cap. 3 § 4), valorilor şi 
vectorilor proprii (vezi Cap. 3 § 5, Cap. 4 § 5) sau a artificiilor de calcul (vezi 
Cap. 3 § 6). în general însă aceste metode prezintă dezavantaje de tipul 
următor : 

— există ecuaţii diferenţiale a căror soluţie nu se poate scrie ca o com
binaţie de funcţii elementare şi de primitive din astfel de funcţii (de exemplil 
ecuaţii Eiccati), 

— expresia complicată care dă soluţia explicită este adesea mai puţin 
utilă decît o aproximare a sa etc. 

§2. Probleme Caueliy 

Principiul reducerii. Orice ecuaţie diferenţială de ordinul n, de forma 
numită normală, 

19 - c 625 41 2 8 9 



poate fi scrisă ca un sistem de n ecuaţii de ordinul întîi. într-adevăr, 
dacă punem yx = y, y2 = y', y3 = 2 /" , . . . , yn = y^-», atunci 

' y'i = y% 

• y'a = Va 

.y'n = f(x,y1,y2, ...,yn). 

Ţinînd seama de această observaţie este suficient să facem raţionam enteîe 
pur teoretice numai pe sisteme de ecuaţii de ordinul întîi scrise sub forma 
normală. 

dy • 
~—=Moo,yv...,y„), xel, i = l,2,...,n. 
ax 

Găsirea funcţiilor x -* yt(x) care verifică condiţiile yi(x0) = yt0 6 [R. poartă 
numele de problema lui Cauehy (problemă locală). Numerele x0, yi0 se 
numesc condiţii iniţiale. 

2.1. Teorema de existenţă şi unicitate. Dacă funcţiile reale (x, y) -» 
-> ft(x, y),y = (yv • • •; yn) sînt de clasă C° pe o mulţime deschisă şi conexă 
ED = I xU din ERn+1, iar funcţiile parţiale y-*fi(x,y) sînt de clasă O1, 
atunci V (x0, y0) e ED există o soluţie unică x-*y(x) definită pe o vecinătate 
a lui x0 care verifică condiţiile y((x0) = y(0, i = 1, 2 , . . . , n. 

Demonstraţie. Mai întîi observăm c&y : I -+ U este o soluţie a problemei 
Cauehy (notaţii vectoriale) 

-~ = /(», y), y(mo) = y0 
ax 

dacă şi numai dacă 

y(») =yo+(/(*,y(«))d«. 

Pentru simplificarea raţionamentului presupunem că funcţia / = (fv... 
. . . , / „ ) este de clasă C1 pe D . în această ipoteză formula creşterilor finite 
arată că 3 c > 0 astfel încît \\f(x,y) — f(x,z)|| < c | | y — »||, de îndată 
ce punctele (x,y), (ce, 2) aparţin unui hiperparalelipiped închis J XV <=. 
c I xTJ cu centrul în punctul (xQ, y0). 

Fie Jt = [x0 ~ r, x0 + r] cz J şi r < —. Notăm cu M mulţimea func-
c 

ţiilor continue y : Jr -* V cu proprietatea y(x0) = y0. Mulţimea M este 
un spaţiu metric complet în raport cu distanta &(y, z) = sup||y(a?) — 

— z(x)\\. Definim aplicaţia y -> <p(y), (<?(y))(x) = y0 +[f(t,y(t))ăt. 

Evident (<p(y))(x0) = y0 şi din continuitatea lui y rezultă continuitatea lui 
<p(y); deci cp: M -> M. Mai mult, cp este o contracţie. într-adevăr 

a(9(y), 9(2)) = sup ||(<p(y))(*) - (<p(*))(*)ll = sup||t (/(*,y(t))-f(t,z(t)))dt\\<ţ 
*s/ r *e7r J 

"o 
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x x 

^ sup(| | /( t , y{t)) - f(t, «(O)0d* < supţo||y(*) —«(*)Hd«e| a?—a?0|d(y,ar)< 
*e/J «e/J 

< cfd(jf, s) şi cr < 1 prin ipoteză. Eezultă că 9 este o contracţie şi deci 
există un punct unic y e M astfel încît <p(#) = y, adică o funcţie unică 

jf : J r -> F astfel încît y(aj) = yQ +\f{t, y(t))ăt. 

Principii pentru condiţiile iniţiale. (1) Pentru o ecuaţie diferenţială de 
ordinul n condiţiile iniţiale constau din punctul x0 şi din valorile y(x0) = yQ, 

(2) Dacă avem un sistem de ecuaţii diferenţiale cu funcţiile necunoscute 
Vi,...,yn, iar m1,...,mn sînt respectiv ordinele maxime ale derivatelor 
lv.iyv. ..,yn,.atunci condiţiile iniţiale constau din punctul x0 şi din 

valorile 

ÎTifao) = tfioi 2/I(«3 •= 2/ioî- • •, 2/i (»o) = 2/ 10 

Pentru rezolvarea numerică a problemei lui Cauchy se poate aplica 
metoda Euler şi metoda Eunge-Kutta. 

§ 3. Metoda Euler 

Fie problema Cauchy 

2/' = / ( ® i » ) , y(a?0) ^ ^ o » 

în c a r e / : / XIR ->R verifică condiţiile din teorema de existenţă şi unicitate. 
Conform acestei teoreme există o soluţie x -* y(x), x e [a, 6] c I , dar 
explicitarea sa exactă nu este întotdeauna posibilla. Dacă se reuşeşte să 
se aproximeze valorile acestei soluţii în punctele x0 < xx < x2 < . . . 
din [a, 6], fie cu ajutorul unui polinom de aproximare fie cu ajutorul func
ţiilor spline, se spune că soluţia a fost determinată aproximativ. 

Folosim o diviziune a intervalului [a, i] prin puncte echidistante, 

pasul fiind li — . Prin integrare pe intervalul [xk, xt+1], xi+1 = xt + Ti, 
n 

ecuaţia diferenţială se transformă în ecuaţia integrală 

î W = # H /(*,î(<P. 
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cu necunoscuta y{xk) pentru fiecare k = 0 , 1 , 2 , . . . Cotind prin yf o 
aproximare a lui y{xk) şi aplicînd metoda dreptunghiurilor găsim relaţia 
de recurenţă 

y*+i = y* + ¥(%? vt), & = o, 1,2, — 

Procedeul de aproximare a soluţiei problemei Gauehy prin valorile deter
minate de această ecuaţie cu diferenţe finite este cunoscut sub numele 
de metoda Euler. Aceasta metodă este interesantă mai mult prin valoarea 
ei metodologică şi mai puţin prin rezultatele la care conduce (dă erori mari!) 

Cazul y s [Rre este analog celui precedent şi se rezolvă prin sistemul cu 
diferenţe finite (notaţii vectoriale) 

y*+i = y* + A/toi yf), fc = o, 1 , 2 , . . . 

Evaluarea erorii absolute este descrisă de teorema care urmează. 

3.1. Teoremă. Dacă s(x) = y(x) ~ y*(x) este diferenţa între soluţia 
exactă si soluţia aproximativă, atunci există o constantă M > 0 astfel 
încît || s{x) || < eMx o(7i). 

Demonstraţie. Folosind ss = y* — y(xt) obţinem 

gfc+i — £fc y*+i — y(oo*+i) — (y* ~ y{®*)) 
— •••• • • — - ' - • • • " — — z n s 

h h 

= y±±± ~ y± _ g(g*±i) — yţşţă = *ra t „*) _ yfo+i) — yfo») 
7;. A ' ' Ti 

Diferenţiabilitatea lui y implică 2/(#i+1) = 2/(#* •¥ f>) =• #(#*) Ĥ  %'(»*)4* 
4- o(7i2) aşa încît 2/(<rs+1) — #(#*) = %'(#*) -> o(h2)=hf(oot, y(xt)) 4> o(7i2). 
Deci - ^ î — = f(xk, yt) — f(xk, y(xB)) +• o(7i-2) şi conform teoremei 

7i 

creşterilor finite avem ||/(a;s, jrf) — f{xk, y(xt))\[ — df l|y?-y(«!*)K 

yj?-y(tf*)ll=Jtf||y**-y(3*)ll=.K|| c,||. Rezultă || 6»+1||<|| e*|| 4» i 9/ 
< sup i -^ -*ei\ dx 
+ 7ii¥|| e t|| + o(fea) sau ||e t+1 | | < (1 + &Jf)|| e t|| 4> o(7*2). După W paşi se 
obţine || eN\\ < || sN^\\ (1 + liM) + o(7i2) < || s^_2|| (1 4> Mf)2 -fr o(7j2) + 
+ (1 + JiM)o{h%) < . . . .< || s0||(l+feitfyv +o(fe2)[l+(l^feiîf)+(l-b"7jiif)2 -+• 
+ . . . + (1 + 7iJf)*-!], unde e3 = yţ - y(x0) - 0. Daci || es\\ < 
< — o(7i2) şi observăm că pentru x fixat şi h =• xjN avem 

7iJf 
lim (1 + hMf = lim (1 + Miy'h = eMx. De aceea 

II e(0) || < - ^ — — L o(fca) < e** - Ş ^ i < e** o(fc). 
7ii¥ 7iJf 
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Dăm următoarea schemă logică pentru metoda Euler modificată (pre-
d ictor—corector). 

CITEŞTE 
x,y,h,i,K,N 

Calculează 
y/,yf,---,y* 

i-1 

fk*i-i~f(xk»-i>Cd 
<D 

y*P.=y*.+% S5fkii-i-5Sf, k+rt 

Xţj£Xk*i-r^—KZ) 

Exemple. 1) Să se calculeze, cu o eroare s = , valoarea soluţiei x -> y(x) a problemei 

Gauchy 

tn punctul x i 

100 

1 1 
vA 5(0) = 0, 

2 3 

400 

Solufie. Ecuaţia diferenţială este de tip Riccati şi nu dispunem de un procedeu pentru 
aflarea soluţiei exacte deşi se verifică condiţiile de existenţă şi unicitate a soluţiei. într-adevăr 

1 1 
— funcţia f : R x [ R - + [ R , f(x, y) = xif este de clasă CTO, 

2 3 
1 1 

— funcţia parţială y-*-f(x,y) = xy* este de clasă C°°. 
2 3 

Cu notaţiile din § 2, fie J = [— 1,1], V = [— 1,1]. Deoarece 

1 2 
(x,y),(x, z)£ J X V=> | /•(!, y) — ţ(x, z) | = | x | \g — z\ | y + 2 | < | y — z 

3 3 

293 



X 

2 3 
rezultă c = şi deci r < Punem r = 1. Corform teoriei, 

3 2 
1 

ecuaţia admite soluţia g i [—1,1] -» fP. Fixînd ft = , 
800 

J/3 găsim j / | | = 0 , 0 0 1 2 5 . 
\ 400 ) 

2) Bară supusă la încovoiere. 
Fie o bară de lungime l, încastrată la un capăt şi supusă 

Fig. 2 la capătul liber unei sarcini P (fig. 2). Alegînd reperul cartezian 
ca în figură, capătul încastrat este caracterizat de ecuaţia 

x = 0. Variabila g va măsura încovoierea barei. Dacă E este modulul lui Young, iar I este 
momentul ds inerţie al secţiunii transversale a barei în raport cu o dreaptă care trece prin 
centrul de greutate al secţiunii şi este perpendiculară pe planul xOg, , Î poate arăta că defor-

P 
maţia la încovoiere satisface ecuaţia diferenţială g" => —— (1 — x) (1 + j / ' 2 ) 3 ' 2 în ipoteza că 

El 
tensiunile din bară rămin în domeniul elastic, adică P ^ Po- întrucît bara este încastrată 
în x = 0 se impun valorile g(0) = 0, g'(0) = 0. Dacă P este relativ mic, atunci panta y' 

P 
a încovoierii este mică asa încît g'2 poate fi neglijat şi ecuaţia devine y" =• (l—x) cu so

fii 
P 

luţia y(x) = • x2(3l— x). 
QEI 

Dacă P este mare atunci g cit şi y' devin mari în comparaţie cu unitatea, iar termenul yl 
nu mai poate fi neglijat aşa încît, în acest caz, pentru obţinerea soluţiei vom aplica o metodă 
numerică. Anume, reducem ecuaţia la un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi y' = z, 
z' = k(l — x) (1 + z2)3/2, K = PjEl, cu condiţiile iniţiale p(0) = 0, r(0) = 0. Algoritmul meto
dei numerice pe care o folosim se compune din următorii p a ş i : (1) notăm f(x, z) = k(l — x) • 
• (1 + z2)3/2, (2) utilizăm metoda Euler pentru a calcula gf şi z* reţinînd că yf = y(0) = 0, 

z* = z(0) = 0 ; deci g* = MtfjZ, z* =—[kl + f(h, klh)], (3) se prezic valorile gţ+1, z*+1 
2 

luînd gtiV = 9f-1+2hz*, z*«> = z*_v+ 2hf(x*, z*) > n t r u k = 1, 2 , 3 , . . . , (4) se 

cercetează tf+v zjf+1 luînd yffl = gţ + — [zjf + z f f f H * ? # - *? + — [/<*», *â*) + 
2 2 

+ /-(a;&+i» z*+i""1))]. i = 1,2,3 . . . ; iteraţiile se opresc de îndată ce | zf+
(|> — Z j ^ ' f 1 ' ! < e» 

s impus iniţial, (5) se face o ul t imi corecţie a lui z*+1 , estimind eroarea da trunchiere folosin d 

eT = — ( î f » ) — r f W ) ş l luînd apoi z*+1 = , •«> + ^ = z * « + - L ( z * ( < » - z * « > ) , (6) înlo-
5 5 

cuim în expresia lui g * ^ , pe z ? ^ - 1 ^ cu valoarea zj+i Şi obţinem y*+l =• y* + 

A 

Pentru calcule s-a ales l = 100 m, E => 10T, 7 =» 0,128, bara fiind din duraluminiu. S-a 
rulat un program FORTRAN, pentru algoritmul descris mai sus, în care P a luat diferite 
valori, iar h = 2 şi h — 4. Rezultatele obţinute s-au trecut în tabelul din pagi na 
următoare. 
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Sarcina (P) 

10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 

Deformaţia (g) 

2,605 
5,219 
7,850 

10,505 
13,195 
15,929 
18,719 
21,575 
24,512 
27,546 

Eroare 

0,03 
0,21 
0,48 
0,84 
1,32 
1,91 
2,62 
3,44 
4,38 
5,46 

§4. Metoda Runge-Kutta 

Pentru simplificare considerăm un sistem autonom de ecuaţii diferenţiale 
y' = f(y)> cu condiţia iniţială y(x0) = y0, unde x0, y0 sînt date. Admitem, 
/ d e clasă C2 într-un domeniu ED c [R™. Fie li > 0 un pas de integrare fixat, 

Ji2 

fie formula] Taylor?/(x + 7i) = y{x) + ~hy'{x) -\ y"(x)+o(li3) sau y(x+li) = 

^y(x)+hf(y(x))+ ~ f(y{x))-f(x)+o{li*) şi\ = hf(y), 1H = lif(y + X2A), 

^3= M(y + \iJh + \-2h)> h = ]>f(y + hA + hzh + W^)>- • • > î n care \ , 
sînt constante deocamdată nedeterminate. 

Ideea metodei Eunge-Kutta constă în a determina parametrii Xi} şi <xj 
astfel încît coeficienţii puterilor lui li, din membrul drept al lui y(x + 7J) 

s 

şi din suma y + V «A* să coincidă pînă la puteri cît mai mari, adică să 
(=1 

putem adopta aproximarea, 
* 

y{x + h) ~ y(x) + V a,fc4. 

Pentru uşurinţă vom efectua calculele în cazul s = 2. Ţinînd seama de 
formula Taylor găsim 7s2 = fc/(y) + 7JX217C1 -^L + li - ^ - jfcf - ^ X + o(fef) = 

d?/ 2 d^/2 

= ¥(2/) + ^2f(y)'f'(y) + Hi ^-f(y) • f"(y) + o(¥), unde h± = *%). 
2 

Atunci 
y + *i\ + a27v2 = y + ft(«i + a2)/(y) + ^ « A i / M / W + 

Comparînd cu membrul al doilea al lui ^(# + 7i), din egalitatea coefici
enţilor lui h şi Ti2 obţinem ax + a2 = 1, a2 • X21 = 1/2. îsTotînd a2 = X găsim 
«1 = 1 — X, a2 = X, X21 = . Eezultă sistemul cu diferenţe finite 

2t X 

y*+i = y* + ( i - x) 7va + x7^2, 
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unde yţ =y0, k^hfţyfak^Jiffyţ + — It] care aproximează y' = f(y) 

cu o precizie piuă la termenii de gradul doi, inclusiv, în raport cu li, Acest 
sistem a fost obţinut prin alegerea unei diviziuni x0, % , . . . , xn a intervalului 
[x0, TI, în care este definită funcţia necunoscută y, xx = xQ + li, x2 = 
= x0 + 21i,. . ., iar yţ ~ y(xk). 

Un caz des întîlnit în aplicaţii este cazul s = 4 definit de sistemul 

(1) 3tf+i = 2//f + 4 - IA + 3 A + 7^) + 7M1> 
6 

unde \ - ft/(y]f), lc2 = A/(yjf + 1/27^), fcs = ¥(2/* + 1/2^), fc4 = 

Pentru s = 4, sistemul diferenţial y' = f(x,y), cu condiţia iniţială 
^(^o) — 2/"OÎ se reduce ia sistemul cu diferenţe finite (1) dar în care lcx = 

= W(xt, yt), h =>/(** + V2> y* + ~ \ h = nf(xk+iii2, yţ + - M , 
7v4 = A/fa-i + 7i, yjf + fcs). 

Observaţii. (1) Metodele de tip Eunge-Kutta sînt metode cu «re singur pas 
dar care necesită calculul de s ori a valorii [funcţiei / la fiecare pas al 
procesului de integrare. Spre deosebire de metodele de aproximaţii succe
sive (Euler) care necesită calculul anterior al punctelor de pornire, metodele 
Eunge-Kutta au autostart. 

(2) Metodele Eunge-Kutta pot fi exprimate prin sistemul cu diferenţe 
finite de forma 

(2) yî+i = yt + « , *), 

undeflr(y*, li) = *J{yţ) + a.J(yf + X217i/(̂ *) + . . . ) + . . . 
4.1. Definiţie. Metoda Bunge-Kutta dată prin (2) se numeşte consistentă 

dacă g{y, 0) = f{y). 
4.2. Teoremă. Presupunem că funcţia (y, li) -> g(y, li), li > 0, y e [Rm

? 
este continuă, iar?/ -> #(?/, li) este lipschitziană, adică \\g(yv li) — g{y-z, A)||< 
< Jf ||#! — y2||, Jf = constant. Metoda Eunge-Kutta este convergentă 
dacă şi numai dacă este consistentă. 

s 

întrucît condiţia de consistenţă este satisfăcută, adică V a f = l , 
i = l 

rezultă că metodele Eunge-Kutta sînt convergente. 
4.3. Teoremă. Dacă zk = || y{xk) — y* || este eroarea prin metoda 

MM j . 
Eunge-Kutta, exprimată de sistemul (2), atunci zk < • o(lis), unde 

s este ordinul metodei. 
Demonstraţie. Din sistemul (2) în care substituim soluţia exactă y avem 

y(xk+1) = y(xk) + hg(y{xk), h) +o(lis+1). Scăzînd pe (2) din această 
egalitate şi avînd în vedere că g este o funcţie lipschitziană obţinem 
sk+1 < (1 '+Mh)ek + Lo(lf+x), unde L > 0 este o constantă pozi
tivă, iar M este constanta lui Lipschitz. Prin inducţie se arată că 
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e ,<( l +hMf z0 + (1 + Mhf - 1 
7ii!f 

litatea din enunţul teoremei. 
O b s e r v a ţ i e . Evaluarea erorii prin 

teorema 4.3 este neconvenabilă in practică, 
deoarece necesită cunoaşterea constantelor 
M şi M*. Pentru a evita această situaţie 
se poate construi o formulă semiempirică 
pentru estimarea erorii, care se produce 
într-un singur pas al integrării. Anume dacă 
presupunem jKx/£) — V* + Ah', A = 
= constantă, şi dacă executăm un pas al 
integrării de lungime h şi doi paşi de lungi
me A/2, începînd de la acelaşi punct xk, 
atunci y(xk+1) ~ y*+1 + Ahs ~ y£+2 + 

( h 
+ 2A 

Lo(hs+1) şi, cum e0 = 0; rezultă inega-

© 

De aici A ~ Hk+i Vh+i 

însumînd erorile locale | A | W, după efec
tuarea unui anumit număr de paşi, obţinem 
estimarea aproximativă a erorii. 

Schema logică şi o variantă de 
program FOETEAJST pentru meto
da Eunge-Kutta de ordinul patru 
(s = 4) sînt date în figura 3 şi 
respectiv în figura 4. 

Variantă de program 

DIMENSION X(100), Y(100) 
DATA H/0.01/ , X(l) /0 .01, Y(l)/1.0/ 
READ (105,1) N 

1 FORMAT (7X,I2) 
DO 2 K = 2,N 
X(K) = X ( K - 1) + H 
R K 1 = H*F(X(K - 1). Y(K - 1)) 
R K 2 = H * F ( X ( K - 1 ) + H / 2 , Y ( K - 1 ) + 

+ RK1/2) 
R K 3 = H * F ( X ( K - l ) + H / 2 , Y ( K - 1 ) + 

+ R K 2 / 2 ) 
R K 4 = H*F(X(K - 1) + H, Y(K - 1) + 

+ R K 3 ) 
Y(K) = Y ( K - 1 ) + 1 . / 6 . * ( R K 1 + 

* + 2 * R K 2 + 2 * R K 3 + R K 4 ) 
2 CONTINUE 

\VRITE (108,3) Y(K) 
3 FORMAT (3X, E14.6) 

STOP 
END 

CITEŞTE 

fi*1 

J _ 
XfXg-rkh 

I 
Krhf(xk,y*J 

I 
*r*fk*î'&*ir) 

*s-6f(**+ţ'£t 
h .* k£\ 

2 

I 
K^hf{x^h,y^k3) 

T 
.* ..* . 1 n y^Cf + s^+2(k^>^ 

Fig. 3 Fig. 4 
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§a. Stabilitatea soluţiilor 

O problemă practică importantă este aceea a determinării com
portării unui sistem fizic în vecinătatea unei stări de echilibru. Dacă 
sistemul revine la această stare după ce a fost supus unor perturbaţii 
mici, atunci el se numeşte stabil; dacă nu revine, se numeşte instabil. 
De obicei sistemele instabile conduc la catastrofe. 

Verificarea stabilităţii unui sistem fizic se poate face pe cale experi
mentală, dar acest lucru este costisitor şi reclamă o mare durată de timp. 
De aceea, în proiectarea sistemelor sînt de preferat criteriile matematice 
pentru stabilitate. 

Să considerăm un sistem fizic a cărui comportare în timp este descrisă 
ele sistemul autonom (nu conţine explicit variabila independentă) 

(1) ^L=f(y),y = (yi,...,yn)eIDcz\Rn, /=(/„...,/»), 
at 

f fiind de fapt un cîmp vectorial pe DX 
Dacă a este un punct pentru care f(a) = 0, atunci y = a este o soluţie 

a sistemului (1) care verifică condiţiile iniţiale y(t0) = a. O astfel de soluţie 
se numeşte poziţie (punct) de echilibru. Din punct de vedere intuitiv spunem 
că poziţia de echilibru a este stabilă dacă orice soluţie a lui (1) ce pleacă 
la t = 4 dintr-un punct suficient de apropiat de a rămîne pentru t > t0 
într-o vecinătate a lui a. Presupunem că / este de clasă O1 pe ED şi notăm 
cu t -> y{t, yQ) soluţia lui (1) care verifică condiţiile iniţiale y(t0, y0) — yQ. 

5.1. Definiţie 
Poziţia de echilibru a sistemului (1) se numeşte (fig. 5) : (i) stabilă, dacă 

există o vecinătate V a lui a astfel încît y0 e V să implice existenţa soluţiei 
t -> y{t, y0), te [t0, oo) şi dacă lim y(t, y0) = a, Vie [t0, oo); 

(ii) asimptotic stabilă, dacă este stabilă şi dacă există o vecinătate U c V 
a lui a astfel încît y0e U să implice lim y(t, y0) = a. 

*->oo 

Stabilă Asimptotic stabili 

Instabila" 

Graficul soluţiei 

Fifl. 5 

298 



Definiţiile precedente se pot extinde şi la sisteme neautonome, iar teoria 
stabilităţii dă răspunsuri la asemenea probleme utilizînd informaţiile 
pe care Ie avem despre cîmpul vectorial / = (fv.. . , /„). îsToi vom formula 
teorema numai pentru unele cazuri particulare (vezi cap. 1, § 3 ; cap. 3, 
§ 6; cap. 4, § 5 ; cap. 5, § 2). 

dx di/ 
Exemplu. Sistemul autonom = g, = — x admite poziţia de echilibru (0, 0). 

dt ăt 
d2x 

Derivînd prima ecuaţie în raport cu t si ţinînd seama de a doua obţinem ecuaţia b 

+ x = 0 (ecuaţia oscilaţiilor mici ale pendulului in vecinătatea po7iţiei inferioare de echilibru) 
cu soluţia generală x(t) = Cjcos t -,- c„sin t. Deci y(t) = c.cos t — qsin t. 

Fie condiţiile iniţiale i = 0,x(0) = x0,y(O) — ya. Soluţia care le satisface este x(t) = x0cos t+ 
+ yasin U i'(0 = Î/OC°S t — x0sin t. Ipoteza \x0 | < 8, | y01 < S implică | x (t) I < I x0 | + 
+ I y0 | < 28, I y(t) I < I s 0 | + | y0 'l < 2S. Notînd 28 = e putem scrie | x(t) | < s, I y[t)\<e, 
"S/t > 0. Astfel poziţia de echilibru (0, 0) este stabilă. Ea nu este asimptotic stabilă deoarece 
lim x(t) nu există. 

§8. Probleme la limită 

Ecuaţiile diferenţiale la care se pun asemenea probleme trebuie să fie 
cel puţin de ordinul doi. 

Fie y" = f(x,y,y'), xe[a,b]. Găsirea soluţiei y: [a, b] -> R în condi
ţiile (la limită) <?{y(a), y'(a)) = 0, <?{y(b), y'(b)) = 0 se numeşte problemă 
îa limită (bilocală). Pentru rezolvarea numerică a unei asemenea probleme 
este potrivită metoda diferenţelor finite pe care o explicităm pe cazul parti
cular 

y" + p(x)y' + q(x)y = f(x), 

««#(<*) + «#'(<*) = A, %y(b) + by'(b) = B, 
soluţia y fiind presupusă de clasă C4. Se fac notaţiile x0 = a, x„ = b, 
h = —=^-» x, = x0 + ih, pt = p{Xi), q,: = q(xt), ff = f(cot), i = 1, 2 , . . . 

n 
. . . , « — 1. Admiţînd aproximările 

„,, _ Vi+i — Vi-1 „,„ _ Vi+i — ^Vi + Vi-i 

obţinem sistemul algebric liniar 

* " - * % + * - * + p t ^ ^ + q i y ^ f { , i = l,2,...,n-l 
W- 2ft 
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de n -f 1 ecuaţii cu n - f 1 necunoscute y0, yv..., yn. Dacă acesta este 
compatibil, atunci soluţia sa procură valori ale soluţiei problemei la limită 

00 OJ Q (Ăi OG-i • • • OC-^ O 

y \ y0 2/1 • • • Vn 

Pentru evaluarea erorii se utilizează formula 
7,2 71,/" 

!&-&(aOI< — (6 -« ) 2 . 
9 o 

unde Jf — mas | j/î4' (a;) !, iar y(xt) este valoarea exactă. 
Pentru a pune în evidenţă modul în care se formulează o problemă la 

limită pentru ecuaţii de ordin superior lui doi considerăm un exemplu 
din rezistenţa materialelor. 

Dacă rigiditatea la încovoiere EI şi sarcina transversală g stat constante, atunci ecuaţia 
diferenţială de echilibru şi condiţiile la limită pentru grinda solicitată la încovoiere cu forţă 
axială constantă P sînt 

ffu> + *V*) = JL, 
EI 

y(0) = 0, y (0 = 0 

iC2 : 
H i 

pW (0) = 
E I 

?(«(0 = -
M, 

E l 

unde Mo, M{ sînt momentele concentrate la capete, iar y reprezintă săgeata (fig. 6). Soluţia 
generală a ecuaţiei este (vezi Cap. 3, § 5, 6) 

y = cx cos kx + c2 sin ftz + 

iar soluţia caie satisface condiţiile la limită este 

sin kx 

2EIk* 

U 
VEI \ V ° ' A'2 j 

(cos kx — 1) -f 

M, ' * ( ' r-Jţ: " 

Fifl. 6 
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§7. Probleme 

1. Să se găsească soluţii pentru următoarele ecuaţii 

y'2 — (x- 4- y°)y' + xhf = 0, x2 + y'2 = 1, x = J/J/' + y'°. 

2 . Să se cerceteze valabilitatea teoremei de existenţă şi unicitate pentru 

dx 
2x • 

y' = —]fy — 2, yw = e -
2x = In y — x2 

dt 
< 

3- Se consideră ecuaţia diferenţială g' = 

dt 

2if + x 

> *e tR. 2/ > o. 
x2r/ -f yln p 

3i/3 + 5 
1) Să se găsească locul geometric al punctelor critice ale soluţiilor acestei ecuaţii. 
2) Să se veritice dacă x = 0 este sau nu punct de extrem local pentru soluţia care satis

face condiţiile iniţiale x = O, y = 0. 

4 . Fie o funcţie reală care verifică ecuaţia diferenţială 

xf"(x) + 3x(f'(x)f = l — c~x, xe [R. 

1) Să se arate că dacă x0 este un punct de extrem local al lui f, atunci x0 este un punct 
de minim (cazul xQ = 0 se va discuta separat). 

2) Presupunem/'(O) = /''(O). Să se determine cea mai mică constantă a astfel încît f(x)^.ax2, 
V x ^ 0. 

o. Să se rezolve următoarele probleme Cauchy : 

x2 — tf = oxyif, j /(l) = 0 ; 

y'cos x + j/sin x + 4cos3 x = 0, J/(T:) = 1 ; 

y" ' = e», 1/(0) = 1, j/'(0) = 0, f/"(0) = — 1. 

•6. Să se aproximeze soluţia, prin metoda Euîer, în fiecare din cazurile 

i ) y' = y\ 2/(0) = 1 , x e [o, 1] 

2) y' = / l — x V . J/(0) = 0, XG [0, 1] 

3) y' = x + s«, i/(0) = 1, XG [0, 2] . 

7 . Să se aproximeze soluţia, prin metoda Runge-Kutta, în fiecare din cazurile 

1) y = ya — x, (/(O) = 1, XG [0, 1], h = 0,1 

2) 1/' = ][x~+~yl 1/(0) = 2, XG [0,10], h = 0,2 
3) y' = e - " + x2, î/(0) = 1/2, xG [0 ,1] , A = 0,05^ 

8, Să se cerceteze stabilitatea poziţiilor de echilibru pentru 

1) = s ; 2) 
dt 

dx 
~dT 
dy 
dt 

3) 

— V 

dx 
~dT 

df • = — sin av 
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9= S£ se rezolve problemele la limită 

1) y" + xif = 0, ff(0) = r/(l) = 1 

2) y " + y' sin x = 0, y(0) = y | — j = — 1 . - ( T ) 

C a p i t o l u l 3 

ECUAŢII DIFERENŢIALE LINIARE 

§1. Generalităţi 

O ecuaţie diferenţială de forma 

« o W ! ) + a^x)^-» +...+ an_r{x)y' + an(x)y = fix), y(h) = 4|~> 
dar 

unde at, feC°(I), i — Q, l,...,n, a0 ^ 0, iar yeOn(I) este funcţia 
necunoscută, se numeşte ecuaţie diferenţială liniară de ordinul n. Dacă 
/ = 0, ecuaţia se numeşte omogenă, iar dacă 3x e I astfel încît f(x) ^ 0, 
atunci ecuaţia se numeşte neomogenă. Funcţiile a,L se numesc coeficienţii 
ecuaţiei. 

Considerăm funcţia 

S? : C"(I) -> C°(I), &(y) = «o2/te> + «i^"-1 ' + • • • 4- o»_i y' 4- atty. 

Prin calcule directe se dovedeşte că Sf este un operator liniar, adică 

Denumirea completă a lui Sf este de operator diferenţial liniar de ordinul n 
şi deseori este mai convenabilă notaţia 

Se = %D» + ^D»- 1 + . . . 4- a«-i!D + an, 

unde D = este operatorul de derivare. 
dx 

Cu ajutorul lui ££ ecuaţia diferenţială se scrie 
&(y)=f-

Punctele x s I în care a0(o0 = 0 se numesc puncte singulare ale ecuaţiei 
2?{y) = / . Pentru a ocoli complicaţiile impuse de prezenţa unor asemenea 
puncte presupunem a§(x) ^ 0, Va? e I. î n această ipoteză existenţa şi unici
tatea soluţiilor problemelor Cauchy sînt garantate de teorema care urmează, 
caz particular al teoremei din Cap. 2, § 2. 
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1.-1. Teorema de existenţă şi unieitate. Fie af, fe C°(I) şi a0(x) =£ 0, 
Vxe I. Pentru orice xQe I şi y0', y'0,..., y(a~1) e ER, ecuaţia ££{y) = / admite 
soluţia unică x -> y(x), definită pe o vecinătate a lui x0, care verifică 
condiţiile 

2/0%) = y0, f(*o) = y'o,-•.,yltt-1)M = !/o("-1)-

Se poate arăta că orice soluţie a ecuaţiei S£{y) = / se poate prelungi 
pînă la extremităţile intervalului I, inclusiv aceste extremităţi dacă I 
este închis [35]. 

§2. Spaţiul vectorial al soluţiilor 
unei ecuaţii diferenţiale liniare omogene 

Ne situăm în ipotezele teoremei de existenţă şi unicitate a soluţiei pentru 
ecuaţia liniară omogenă 

&(y) = 0 pe I. 

Mulţimea soluţiilor acestei ecuaţii este Ker Jaf, subspaţiu vectorial al spa
ţiului vectoriai real Gn(I). Cu toate că Gn(I) este infinit dimensional, sub-
spaţial Ker if este întotdeauna finit dimensional. 

2.1. Teoremă. Dacă J5f este un operator diferenţial liniar de ordinul n, 
atunci dimensiunea spaţiului vectorial al soluţiilor ecuaţiei liniare omogene 
<£{y) = 0 este n. 

Demonstraţie. Fie Ker ££ spaţiul vectorial real al soluţiilor ecuaţiei date. 
Fiecărei funcţii ^ e K e r ţ£ îi putem ataşa punctul (y(x0), y(1\x0),... 
..., 2/("_1)(«o)) e SR*- Obţinem funcţia & : Ker £B -+ RB, Sr\y) = (y(x0), 
y(1)(x0),..., y(a~v(x0)). Această funcţie este o transformare liniară şi are 
ca imagine întreg spaţiul DRn- Liniaritatea lui &~ este evidentă; surjectivi-
tatea decurge din teorema de existenţă care precizează că pentru orice 
condiţii iniţiale (y(x0), ya)(x0),..., y{n~x)(x0)) există o soluţie î /eKer :Sf, 
iar injectivitatea este asigurată de teorema de unicitate a soluţiei y. î n 
concluzie 3" este un izomorfism şi deci Ker S£ = n. 

Deoarece spaţiul vectorial al soluţiilor unei ecuaţii liniare omogene are 
dimensiunea n, orice mulţime ordonată formată din n soluţii liniar inde
pendente este o bază a acestui spaţiu. Din această observaţie şi din teorema 
precedentă rezultă: 

2.2. Consecinţă. Dacă J§? este un operator diferenţial liniar de ordinul 
n şi dacă yv.. .,y„ sînt n soluţii liniar independente ale ecuaţiei omogene 
££{y) = 0 pe I, atunci orice soluţie y pe I poate fi exprimată în forma 

n 

y = s c * y*> 
unde cft sînt constante. 

n 
Soluţia Yi G*y*-> unde ck sînt constante arbitrare, se numeşte soluţia gene-

rală a ecuaţiei 2?(y) = 0. Ea este acea soluţie care poate lua, prin particulari
zarea constantelor, valori prestabilite pentru y(x), y'(x),..., y(a~1)(x) în 
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•x = x0. Această afirmaţie decurge din teoremele precedente precum şi 
din cele ce urmează. 

2.3. Definiţie. Fie yv..., yn, n soluţii ale ecuaţiei liniare omogene S£{y)= 0. 
Determinantul 

io = 

Vi-

y[-

yn 

y'n 

2/i"-1) • y: ( B - l ) 

•se numeşte wronsMan al acestor soluţii. 

2.4. Teoremă. (Abel-Liouville) Wronskianul are expresia 

- $ • 

H*)ăx 

w(x) = w(x0)e "o 5 ^ 0 ) xe I. 
Demonstraţie. Ţinînd seama de formula de derivare a unui determinant, 

avem 

dw 
dx 

y[ •• 

yi • 

y'rl). 

• y'n 

• y'n 

• -Un 

}+... 4 
i 

^ 

V 

2/i • • 

yî •• 

yin) • 

• y„ 

• y'n 

. yn
n) 

= 

Vi •• 

y[ •• 

2/i») . 

• yn 

. y'n 

. . yin) 

înlocuind ultima linie cu y^ = Ax y{" x> + «x + Anyk, Ax= , 
a0 

desfacem în sumă de determinanţi şi observăm că numai primul este 
aenul. Deci 

dw . 
= Axw, 

dx 
adică este adevărată formula din teoremă. 

2.5. Teoremă. Soluţiile yv..., yn ale ecuaţiei diferenţiale if (y) = 0 
sînt liniar independente dacă şi numai dacă w{x) •£ 0, Vicel . 

Demonstraţie. Mai întîi observăm că w(x) ¥* 0, V i e i » w{x0) ^ 0. 
Apoi fie izomorfismul 2T : Ker if -> RM, (y(x0), yw{x0),.. .,2/(n-1>0»o)) = 
= ST{y). Eezultă 

(2/1O0), yr(%o), y (n-l) (x0)) = $-{yx) 

,(2/»(%), y$-\a>0),..., yn„-\xo)) = !T{yn) 

Deoarece 3~ este un izomorfism vectorii yt, ft = l , . . . , » , din Ker SS 
sînt liniar independenţi dacă şi numai dacă vectorii (yk(x0), yty (x0),... 
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• • • , yt 1>(a?o))j k — 1,- • -,n, din [Rn sînt liniar independenţi, adică w(sc0) -fi O 
(determinantul vectorilor din R"). 

§3. Metoda variaţiei constantelor 

3STe situăm în ipotezele teoremei de existenţă şi unicitate. Considerăm 
ecuaţia diferenţială liniară neomogenă S£(y) = / şi ecuaţia diferenţială 
liniară omogenă asociată SP(y) = 0, ambele pe intervalul I. Stabilim 
legătura între soluţiile generale ale celor două ecuaţii. 

3.1. Teoremă. Soluţia generală a ecuaţiei neomogene, este suma dintre o 
soluţie particulară a ecuaţiei neomogene şi soluţia generală a ecuaţiei 
omogene. 

Demonstraţie. Fie ecuaţia £C(y) — f şi yv o soluţie particulară a sa. 
Punem y = u -\-yP, unde u este noua necunoscută. Utilizînd liniaritatea 
lui 3? găsim S\u) +J?(yp) = / şi aceasta împreună cu if(yv) = / implică 
jSf(M) = 0. Eezultă că M trebuie să fie soluţia generală a ecuaţiei liniare 
omogene. 

Una dintre metodele de aflare a soluţiei particulare a ecuaţiei liniare 
neomogene, de îndată ce cunoaştem soluţia generală a ecuaţiei omogene, 
este metoda variaţiei constantelor al cărui conţinut se poate rezuma prin 
teorema următoare: 

n 
3.2. Teoremă. Dacă y = V" ctyt este soluţia generală a ecuaţiei omogene, 

atunci o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene poate fi găsită sub'forma « 
a? -*• yP{x) — Yi cn(oa)yt (no), xe I, unde (c[,..., c'„) este soluţia sistemului 

^OÎ + . . . + y„c£ = o 

y'A + •••+ yX = o 

yin-Vci + . . . + jf-*) oi ='-/-• 
«o 

Demonstraţie. Determinantul sistemului liniar algebric este wronskianul 
w(a?) # 0. De aceea sistemul are o soluţie unică (c j , . . . ,c'„), de unde prin 
integrare se găsesc funcţiile x ->• cs(a?), a? e l (constantele arbitrare sînt 
omise). 

^ « 
In ipotezele din teoremă funcţia # -> yP (%) = J] cfc (a;)^ (a;) satisface 

^ = £ c'̂ * 
^ - S c«s/î 

y{r1} = S °* Î̂ *"1' 

#» = £ c* ^ + 1 4 ^JM = £ c& yP +J-. 
a0 

înlocuind în ££(y) — f găsim o identitate. 
20 - o. 625 3 0 5 



Exemplu. în studiul încovoierii unei plăci subţiri, circulare, încastrată pe contur şi supusă 
unei sarcini concentrate în centrul ei intervine ecuaţia diferenţială 

d2o d9 
x2 \-x 9 = kx, xB (0, r], 

6.x2 ăx 

unde k = const. Să se determine soluţia care satisface Hm 9(x) = 0, <p(r) = 0, ştiind că ecuaţia 
x-*0 

liniară omogenă admite soluţia particulară 9 t = x, 

Soluţie. Ataşăm ecuaţia omogenă 

d2ffl d<a 
xa — h x~- 9 = C. 

dx2 ăx 

Facem substituţia 9 = xv. Găsim xo" + 3v' = 0. Notăm V = z şi deducem xi' + 3z = 0, 
Aceasta admite soluţia particulară z = —2/x 3 . Deci v — l /x2 , adică 9» = ! /x-

Cu ajutorul wronskianului deducem că 9x şi 9 2 sînt liniar independente. Rezultă soluţia gene-
1 

rală a ecuaţiei omogene 9 = CjX + ca 

x 
Căutăm o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene utilizînd metoda variaţiei constantelor. 

Rezolvînd sistemul 
1 . 

1 . k 
""1 *-2 e„ = • 

x- x 

k k 
rezultă Cj (x) = — In s, c2(x) = x2. 

2 "' 4 
Soluţia generală a ecuaţiei neomogenc este 

{ k 

9 = 1 — In 1 + ti 
l k \ f k o \ 1 

= I — In x + cx j x + J — x- + c2 J — , 

iar condiţiile la limită implică c a = 0, cx = In r -j 
2 4 

§4. Metoda seriilor de puteri 

Soluţiile particulare ale unor ecuaţii liniare pot fi obţinute sub formă de serii de puteri 
de tipul 

00 00 

y = £ a * ( x ~~ Xo)k' v = (x~ xoT Ys M x — xof-

Constantele ak şi a se determină prin înlocuirea in ecuaţie şi identificarea cu zero a seriei de 
puteri care se obţine trecînd totul în partea stingă. Cea mai dificilă problemă, in acest caz, 
este aceea de a şti dacă o ecuaţie liniară dată admite sau nu o asemenea soluţie. 

Avînd în vedere problemele concrete ne vom mărgini la enunţul următoarelor teoreme: 
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4.1. Teoremă. Dacă f şi g sînt reprezentabile prin serii Taylor în vecinătatea punctului 
x — x0, atunci orice soluţie a ecuaţiei 

y" + f(x)y' + o(x)y = o 
se poate scrie sub forma 

co 

y = Ys at (x ~~ xof-
fc=0 

4.2. Teoremă. Dacă funcţiile fx şi fa sînt reprezentabile prin serii Taylor în vecinătatea 
lui x = x0, atunci cel puţin una dintre soluţiile ecuaţiei 

(x — x0fg" + (x — x0)fy(x)y' + ţ%(x)y = 0 

se poate reprezenta în forma 
00 

y = (x — x0)a £ a^x — xBf. 

în acest caz x0 este un punct singular. 

Exemplu. Pentru ecuaţia xy" — 2y' — xy = O, punctul x = O este punct singular. De 
OO 00 

aceea căutăm soluţii de tipul y — xa y anxn — V" amxa+re. Prin derivare deducem y' = 
B=o »=o 

= J ] (a + n)anxa+<>-\ g„ = £ ( a + n ) ( a + n _ i)affla;«+»-2 ş i d e c i £ ( a + n) ( a + 

»=0 »=0 o=0 
OO 00 

+ n —l)a n x a +«-l + £ 2(a + n ^ x 0 ^ » - 1 — £ a a x a + n + 1 = O, 
B=0 0=0 

adică 
00 

a(a + l)a0x«-l + (a + l)(a + 2)a1xa + £ ((a + n + l)(a + n + 2)an+2 + 
o=0 

+ 2(a + n + 2)a„+2 — are)xa+B+1 = 0. 

Prin identificare găsim 

<x(a + l)a0 = 0, (a + l)(a + 2)at = O, (a + n + 2)(a + n + 3)an+2 =a„. 

2 . Deci a2 == 
(n + 2)(n + 3) (2p + 1) 1 

a ag Pentru a = 0 rezultă at = O şi an+2 = - . Deci aSp — , a^+r^ °> 

adică 
f shx 00 x& \a0 , x ş 4 0 

y = a0 V1 = J ^ este o soluţie a ecuaţiei. 
£ o (2p + 1)! | 

[do, x = O 

Fie a = — 1 , Găsim a „ = şi deci a- = , a2 + 1 = 
(n + l)(n + 2) * (2p) ! * (2p + 1) I 

Astfel 
00 XZP OO x2ffl+l c r i a ; S h X 

y = a0x~i V + «iX-1 V - a0 + ax , x # O 
£0 (2p)! iJto(2p + l)l [x x 

este soluţia generală a ecuaţiei propuse (liniar independenţa soluţiilor particulare este evidentă). 
Cazul a = — 2 conduce tot la soluţia generală. 
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§5. Ecuaţii diferenţiale liniare omogene eu coeficienţi constanţi 

Fie D : Cco(i) -> CW(I) operatorul de derivare şi Se : C°°(I) -> C°°(I) un 
operator diferenţial liniar cu coeficienţi constanţi (reali), de ordinul n, 
definit prin 

Se = a0T)n + afi'"1 + . . . + an^T> + an, a0 & 0. 

Mulţimea V a tuturor operatorilor diferenţiali liniari cu coeficienţi con
stanţi este un spaţiu vectorial real infinit dimensional. De asemenea orice 
doi operatori diferenţiali liniari cu coeficienţi constanţi sînt eomutabili 
ca urmare a faptului DmDM = DBDW = DK+m, VOT, ne EN. 

Fie P spaţiul vectorial real al tuturor funcţiilor polinomiale reale. Fiecărui 
operator SC e V îi asociem acel polinom l din P care are aceiaşi coeficienţi 
eu Se, polinom ce poartă numele de polinomul caracteristic ataşat lui SS; 
deci 

l(r) =_a0rn -|r ^r""1 + • • • + «»-!>• Hr «»• 

în acest fel obţinem un izomorfism ST ; V ~> P, &~{Se) = l. 
5.1. Teoremă. 1) Izomorfismul ST : F -> P , ST{SC) = l, păstrează des

compunerea în factori, adică 3T(SexSe2) = y(£e1)-S'(Ses), VS?V SC2eV. 
2) Orice operator =Sf poate fi factorizat ca un produs de factori de forma 

B — a; (2> - a)m, m = 2, 3 , . . . ; i>2 - 2aD + a2 + p2 ; (D2 - 2aD + 
+ a2 4- Ş2)™, OT = 2 , 3 , . . . 

Demonstraţie. 1) Verificare directă. 
2) Se ştie că orice polinom cu coeficienţi reali poate fi scris ca un produs 

de polinoame de gradul întîi sau/şi gradul al doilea cu coeficienţi reali. 
Mai precis, se consideră ecuaţia (1) l(r) = 0, în C, numită ecuaţia carac
teristică a lui Se. La o soluţie a, reală, simplă a ecuaţiei (1) îi corespunde 
factorul r — a al polinomului l(r) şi deci factorul D — a al lui S£; la o 
soluţie a, reală, multiplă de ordinul m a ecuaţiei (1) îi corespunde factorul 
(r — a)m al lui l(r) şi deci factorul (D — a)m al lui S£ ; la o pereche de rădă
cini complexe conjugate simple <x -f iP, a — i& ale ecuaţiei (1) îi corespunde 
factorul r2 — 2 ar -f a2 + j32 al lui l(r) şi deci factorul D2 — 2aD + a2 4- (32 

al lui Se ; la, o pereche de rădăcini complexe conjugate, multiple de ordinul 
OT, a -M(3> a—i(3 ale ecuaţiei (1) îi corespunde factorul (r2 — 2 a r + a2-^2)"1 

al lui Z(r) şi deci factorul'(D2 — 2<xD+ a 2 + p2)m al lui if. 
Fie Se = sexSez... S?t o descompunere a lui SC ca un produs de opera

tori (ireductibili) cu coeficienţi reali (produs de operatori de ordinul întîi 
şi doi). Deoarece factorii sînt eomutabili rezultă Ker SC}<=KeT SC, adică 
spaţiul soluţiilor ecuaţiei Se{y) — 0 conţine subspatiile definite prin 
Se}(y) = 0. Avînd în vedere că subspatiile Ker se, sînt finit dimensionale 
şi două cîte două disjuncte rezultă 

Ker.5? = K e r ^ © Ker sea © . . . © KeriP». 

Cu alte cuvinte pentru a obţine soluţia generală a ecuaţiei Sf(y) — 0 
este suficient să explicităm baze ale subspaţiilor Ker.2^ şi să scriem ele
mentul generic al acoperirii liniare a tuturor subspaţiilor Ker Sfj. Pentru 
aceasta ne servim de următoarea teoremă. 
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5.2. Teoremă. Fie &{y) = 0 o ecuaţie liniară omogenă cu coeficienţi 
constanţi şi l(r) = 0 ecuaţia caracteristică asociată. 

1) La o soluţie a, reală, simplă, a ecuaţiei caracteristice îi corespunde o 
singură soluţie liniar independentă eax a ecuaţiei 3?{y) = 0. 

2) La o soluţie <x, reală, multiplă de ordinul m, a ecuaţiei caracteristice 
îi corespund m soluţii liniar independente 

eax, %eax, ..., a)m-1ec"! 

ale ecuaţiei £?{y) = 0. 
3) La o pereche de rădăcini complexe conjugate simple a + iŞ> a — i[3 

ale ecuaţiei caracteristice îi corespunde o pereche de soluţii liniar inde
pendente eaapcos [3a;, e^sin [3a; ale ecuaţiei SC(y) = 0. 

4) La o pereche de rădăcini complexe conjugate a - f i [3, a — i[3, mul
tiple de ordinul m, îi corespund 2m soluţii liniar independente 

e B cos (3a;, xeax cos [3a;,..., wm~1 eax cos [3a? 

eax s in (3a;, xeax s in $x,. . ., xm~l Qax s in (3a; 

ale ecuaţiei â?{y) = 0. 
Demonstraţie. 2) Liniar independenţa funcţiilor 1, x,..., xm-x implică 

liniar independenţa funcţiilor din teoremă. 
Pentru a arăta că funcţiile definite prin u^x) = eaa:, u2(x) = xeax,... 

. . . , um(x) = xm-1eax satisfac ecuaţia (D — c/.)mu = 0 folosim inducţia. 
Se observă că (D — a.)eax = 0. Apoi presupunem că %, w2 , . . . , %m-x 

sînt soluţii ale ecuaţiei(D — oC)m-1u = 0. Să arătăm că uv u2,..., um sînt 
soluţii ale ecuaţiei (D — v.)mu = 0. într-adevăr, uv u2,..., um-x satisfac 
(D — o>.)mu = 0 deoarece (D — a)m = (i) — a)(D — a)m_1, iar %n satisface 
(D—a)mMm(a;)=(D — a)"1"^!)— a) ° (a;™-1 e5t:!:) = (D-a)w-1((?n - l i a f - V ^ H 
= {m — 1)(D — a ) » " 1 ^ . ^ ) = 0. 

Exemple. 1) Să găsim soluţia generală a ecuaţiei 

!/'" — % = 0. 

Ecuaţia caracteristică r3 — 8 = 0 are rădăcinile rt = 2, r2]3 = — 1 ;£ i | /3 . Rezultă 

y = Cje22 + e"a:(c2cos|/3.T -{ e3sin | /3x) . 

2) Ecuaţiei y'" + y" — 0 i se ataşează ecuaţia caracteristică r3 + r2 = 0 care admite rădă
cinile r l j 2 = 0, r3 = — 1 . Corespunzător, soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este y = 
= c l + C2X + c3e~X-

§6. Cvasipolinoame 

Ovasipolinoamele sînt combinaţii liniare ale funcţiilor de forma 
xm- leaX} xm-l &ax C Q g ^ ^m-X ^x g i n ^ 

unde m = 1, 2 , . . . , iar a, (3 sînt constante reale. Eezultatele din § 5 arată 
că soluţiile ecuaţiilor diferenţiale liniare omogene cu coeficienţi constanţi 
sînt cvasipolinoame. 
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Ţinînd seama de principiul reducerii (orice ecuaţie diferenţială de ordinul 
n poate fi scrisă ca un sistem de n ecuaţii de ordinul întîi), de definiţia 
din § 5 Cap. 2 şi de forma soluţiilor unei ecuaţii liniare omogene cu coefi
cienţi constanţi rezultă următoarea teoremă de stabilitate. 

6.1. Teoremă. Fie poziţia de echilibru y = y' = . . . = ţ/(n_1) = 0. 
1) Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice au partea reală strict 

negativă, atunci poziţia de echilibru este stabilă şi asimptotic stabilă. 
2) Dacă unele rădăcini ale ecuaţiei caracteristice sînt pur imaginare 

simple, iar toate celelalte au partea reală negativă, atunci poziţia de echi
libru este stabilă dar nu asimptotic stabilă. 

3) Dacă o rădăcină a ecuaţiei caracteristice are partea reală strict pozi
tivă sau dacă există o rădăcină pur imaginară cel puţin dublă, atunci 
poziţia de echilibru nu este stabilă. 

Demonstraţie. Soluţia generală, 

y(x) =f{x; cv . . . , en) = c-fl^x) + ... + onyn(x), xe [R, 

a unei ecuaţii diferenţiale liniare omogene de ordinul n cu coeficienţi 
constanţi este un cvasipolinom. Din aceasta se obţine soluţia cu proprietăţile 

y{*0) = y0, y'teo) = y'o,- • -, ?/""" te>) = : # _ 1 ) -
î n particular putem presupune max {\y0\, \y'0\ ,.. ., l2/ow_1) 1} < e- Cotind 
0 = e [c x , . . . , cn], Y0 = ([#0, y'0,..., yf-»] rezultă W(x0) C = Y0, unde W(x0) 
este matricea wronski ataşată soluţiilor particulare yt,..., yn în punctul x0. 
Deoarece det W(x0) j= 0 (soluţiile particulare sînt liniar independente) 
matricea Y0 tinde la matricea zero dacă şi numai dacă matricea O tinde 
la matricea zero. 

1) Fiecare termen al soluţiei generale conţine factori de tipul eax, a < 0. 
Relaţia lim e3* == 0 implică 

X-*QO 

(*) limf»(x; oi,...,o.)=f»(x; 0 , . . . ,0 ) = 0, Vxe [x0, oo) 
c-»o 

(**) ]imfk)(x; cv...,cn) = 0, h = 0 , 1 , . . . , n - 1. 

2) Şi în acest caz au loc relaţiile (*). Dar cvasipolinomul c-^y^x) -f... 
• • • + ony„(x) conţine şi termeni de tipul e} sin $co, iar lim o} sin Ş>x nu există. 
De aceea relaţiile (**) nu~au loc. 

3) Există termeni ai cvasipolinomului c^y-^x) +• • • + cnyn(x) care conţin 
factori de tipul eax, a > 0 şi lim eax = oo sau factori nemărginiţi de 

tipul x sin x şi lim a; sin a; nu există. De aceea relaţiile (*) nu pot avea 

loc (fiind vorba de limite uniforme în raport cu x). 

Exemple. Ecuaţiei diferenţiale y" + 3y' + 1y — 0 îi corespunde ecuaţia caracteristică 
r2 + 3r + 2 = 0 cu rădăcinile rx — — 1, r2 = — 2. De aceea y — 0 este o soluţie stabilă şi 
asimptotic stabilă-
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Fie y'" + y" + xf + y = 0. Deoarece r 3 - j - r 2 - j - r + l = 0 admite soluţiile rT = — 1, 
r2 — i> r3 — — ' rezultă că ff = 0 este o soluţie stabilă, dar nu asimptotic stabilă. 

Ecuaţia diferenţială ylv + 2y" + y = 0 are polinomul caracteristic l(f) = (r2 + l ) a ale 
cărui rădăcini sînt T-J a = — i, r3 4 = i. Rezultă că poziţia de echilibru y = 0 nu este 
stabilă, 

Fie £?(y) = f, fe 'C°(I), o ecuaţie liniară neomogenă cu coeficienţi con
stanţi şi £?{y) = 0 ecuaţia liniară omogenă asociată. Se ştie deja că soluţia 
generală a ecuaţiei neomogene este suma dintre o soluţie particulară a 
ecuaţiei neomogene şi soluţia generală a ecuaţiei omogene. Soluţia generală 
a ecuaţiei omogene se poate afla după procedeul explicat în § 5 şi este 
un cvasipolinom, iar soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se poate 
afla prin metoda variaţiei constantelor (§ 3). 

în cazul în care / este un cvasipolinom, soluţia particulară a ecuaţiei 
neomogene se poate afla şi prin metoda coeficienţilor nedeterminaţi. Această 
metodă derivă din observaţia că dacă $2 este operatorul diferenţial cu 
coeficienţi constanţi cu proprietatea s/(f) = 0, atunci Hf(y.p) = f implică 
sfj£(yp) — 0 şi deci ype Ker(j^jSP). De aceea etapele determinării lui yp 
sînt următoarele: 1) se notează cu «af operatorul diferenţial de ordin 
minim cu coeficienţi constanţi pentru care sf(f)-= 0, 

2) se rezolvă ecuaţia cu coeficienţi constanţi ^^{y) = 0, 
3) din soluţia generală a ecuaţiei $4££(y) = 0 lăsăm de o parte soluţia 

generală a ecuaţiei S£(y) = 0, iar din ce rămîne fixăm o funcţie particulară 
care satisface ecuaţia £C(y) = / . 

Exemplu. Considerăm ecuaţia 

y" ' — y" — y' + y = 3e? + 5xsin x. 

Deoarece f(x) — 3ex + 5xsin x este un cvasipolinom, pentru determinarea unei soluţii particu
lare a acestei ecuaţii putem aplica metoda coeficienţilor nedeterminaţi. 

Funcţia f este o soluţie a ecuaţiei 

(D — 1)(£>3 + l)a{/ = 0 

şi deci orice soluţie a ecuaţiei 

(D3 — V2 — D + l)i/ = 3e* + 5xsin x 

este o soluţie a ecuaţiei 

(D — 1)(D2 + 1)S(D — l)a(D + l)j/ = 0. 

Rădăcinile ecuaţiei caracteristice sînt ; ' 1 2 3 = 1, r4 = — 1, r6_gi7i8 = ± i, adică soluţia generală 
a ultimei ecuaţii este 

y = Cje* + Cjj.re^ + c^c'* + CjxV + cB sin x + c6 cos x + c7 xsin a; + ce xcos x. 

Să alegem pe ct astfel încît jSf(y) = 3ex + 5xsin x, unde ă' = Ds — D2 — D + 1 = 
= (£> — 1)2(D + 1). Deoarece cxe

x + c2xe.x + c.jC~x este soluţia generală a ecuaţiei JgP(z/) = 0, 
putem lua ^ = 0 2 = 6 3 = 0. Rămîne să găsim pe c4, c6, ce, c,, c8 astfel încît 

££{c±x\x + c6sin a; + c6cos x + c,xsin x + c8xcos x) = 3ex + 5xsin x. 

311 



3 5 10 5 5 
Rezultă c4 = — 5 c& = i c6 = , c, = — , cs = •— şi deci 

4 7 7 7 7 

w = — i V H f(x + 2)cos x + (ce — l)sin x]. 
4 7 

Pentru aplicarea cu succes a metodei precedente este necesar să se 
retină tabelul următor împreună eu observaţia că dacă J&{fi) == 0, 
Mti - 0, atunci s/aifij! + c2/2) = 0. 

Funcţia f 

re™-1 

e»* 

^.tn-leax 

cos Px sau sin pa: 

x m _ 1 cos (3x sau x m _ 1 sin (3x 

ea:!; cos 3x sau e"* sin (3x 

^m-lgaa; c o s pj. s a u xm-lea:r s ; n p x 

Operatorul ^ cu proprietatea 

rf/(f) = 0. 

Dm 

D - a 

(-D - a)™ 

D 2 + P2 

(D2 + fi2)™ 

D 2 - 2aL> + (a2 + |32) 

[D2 - 2aD + (y.2 + P2)]™ 

§7. Ecuaţii Euler 

O ecuaţie liniară de tipul 

a0xnyM + a^-1 fn~* + . . . + a,-i W' + <W = /(»), 

unde a, = const. reale, a0 # 0 se numeşte ecuaţie Euler. 
Punctul a? = 0 este un punct singular al ecuaţiei Euler, existenţa sa 

implicînd cercetarea separată a cazurilor x < 0 respectiv x > 0. Se observă 
însă că este suficient să ne referim la ipoteza x > 0 întrucît x < 0 se 
reduce la primul caz prin schimbarea x = — u. 

Pentru % > 0 ecuaţia Euler se reduce la o ecuaţie cu coeficienţi con
stanţi prin schimbarea de variabilă x = e!, t = In x. 
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într-adevăr, 

dx 
şi prin inducţie 

1 dy d2y 1 
x dt dx2 x2 

fl*y = _i_ E f^y_. 
dx* x" \ dt' 

/ d2y 
[ dt2 

ăy\ 
'Hi1 

dy_ 
dt 

unde Ek sînt operatori diferenţiali liniari cu coeficienţi constanţi. Prin 
înlocuire în ecuaţia Euler se găseşte o ecuaţie diferenţială cu coeficienţi 
constanţi 

, dny , , dn~ly , , , dy , , fJ. 
b0~~ + h——— +•••+ K-i-T- + Ky = g(t). 

dtn dt"'1 dt 
Exemplu. 1) Să se găsească soluţia generală a ecuaţiei 

Soluţie. (I) Pentru x > 0, punem x — e' şi ecuaţia propusă se reduce la ecuaţia diferen-
ă2y d,y 

ţială cu coeficienţi constanţi — — &y = 0. Deoarece ecuaţia caracteristică i — 
di2 dt 

c i — r — 6 = 0 are soluţiile ^ = — 2 , rs = 3, găsim y(e!) = cxe 2i + c2e Şi deci y{x)= (-
x2 

+ c2x3, a; > 0. Această soluţie se prelungeşte şi pentru x < 0. 
(II) Se caută soluţii particulare de forma y = x'. Introducînd în ecuaţia iniţială obţinem 

s(s — 1) — 6 = 0 cu rădăcinile st = — 2 , sa = 3. Deci y1 — ar2 , are [R — {0} şi j / 2 = a;3, xe [R 
sînt soluţii ale ecuaţiei Euler. Utilizînd wronskianul se constată că funcţiile y1 şi y2, 

c i xe [J5 —{0}, sînt liniar independente. Deci y = • h ex3, xE [R —{0} , este soluţia gene-
x2 

rală căutată. 
2) Să determinăm soluţia generală a ecuaţiei 

x2y" + xy' + y = 0. 

Pentru x > 0, punem x = e'. Ecuaţia Euler se reduce la o ecuaţie cu coeficienţi constanţi, 
d2!/ 

+ y = 0. Aceasta din urmă are soluţia generală î?(e{) = CiCos f + c2sin t şi deci #(x) = 
d/2 

= Cjcos In x + c2sinln x defineşte soluţia generală a ecuaţiei Euler pe (0, oo). 
Pentru x < 0 soluţia generală este definită prin y(x) — Cjcos ln(-—x) -j- c 2 s in ln (—a) . 

§8. Probleme 

1. Se dau 
(1) ffi(x) = *2, »»(*) = e* ; (2x — s V + (x2 — Z\y' + 2(1 — x)y = 0 
(2) yt(x) = sin x, ;;2(x) = sin2 x ; y" + (tg x — 2ctg x)j/' + 2j/etg2 x = 0. 
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Pentru fiecare caz în par te , să se verifice că funcţiile sînt soluţii liniar independente ale ecua
ţ ie i diferenţiale liniare. 

2. Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale liniare, funcţiile 
date fiind soluţii particulare : 

(1) y" — xy' + y = 0, yt(x) = x 

(2) y" ' — x2y" + Ixy' — 2y = 0, yx(x) = x, y8(x) = xa 

3 . Se dau ecuaţiile diferenţiale neomogene şi soluţiile generale ale ecuaţiilor diferenţiale 
omogene ataşate : 

(1) y" + y = 2sec3 x, y — e^os x + e2sin x • 

(2) y" ' — 9y' = cos x, y = cx + c2e~3a: + c3e3:c. 
Utilizînd metoda variaţiei constantelor să se găsească soluţiile generale ale ecuaţiilor neo-
tnogene. 

4. Să se găsească soluţii pentru 

(1 — x>)y" — xy' + y = 0, y(0) = 1, y'(0) = O ; 

(1 + x2)y'' + xy' — y = O, y(0) = 1, y'(0) = — 1 ; 

x(x + l ) i / " + (x + 2)y' — y = (1 + x2)e*, 

cu ajutorul seriilor de puteri. 

5 . Să se găsească soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale : 

y" — 4y' = 0, y" ' + 8y = 0, 

2/IV + î/" = 0, y'" — y " = 0, 

(D3 _ 2r»2)(j,) = o, (D3 + 3D)(y) = 0 
şi pentru fiecare caz în parte să se cerceteze stabilitatea poziţiei de echilibru. 

6. Să se rezolve problemele la limită 
(1) y" + 2y' — 3y = 0, y(0) = — 1, y(— 1) = 0 

(2) y" — 2y' + oy = 0, y(0) = 1, y(7T/2) = 0. 

5 . Să se gfsească soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale 

y" + 2y' — 3y]= 3e-3* 

y" — 2y' + 5y = 2x6* + e? cos 2x 

y " ' — 6 9 " + 12y' — 8y = Ixe^ 

y> " g" y> -ţ, g — 3 e * _J_ 5XCOS X 

x2y" ' + 5xy' + 4y' = In x 

xhj" — 6y = 5x s + 8x2. 
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C a p i t o l u l 4 

SISTEME DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDINUL ÎNTÎI 

§1. Generalităţi 

Un sistem de ecuaţii diferenţiale de forma 

ăyt 

ăt = £ %<%i + /<(*), * = i) n, 
y=i 

unde ati, ft e C°(I), iar yv...,yne C^I) sînt funcţii necunoscute, se numeşte 
sistem diferenţial liniar de ordinul întîi. Dacă /x = . . . = /„ = 0, sistemul 
se numeşte omogen; în caz contrar sistemul se numeşte neomogen. Funcţiile 
<% se numesc coeficienţii sistemului. 

Un sistem liniar de ordinul întîi satisface condiţiile din teorema de 
existenţă şi unicitate pentru soluţiile problemelor Cauchy (vezi Cap. 2, § 2). 
De aceea V(i0, ^0) e I x [Rm există o soluţie unică t -s> {yx{t), . . . . y„(t)) definită 
pe o vecinătate a lui t0 care verifică condiţiile ^(if0) == yt0, i = 1, ..., n. 
De asemenea se poate demonstra că orice asemenea soluţie se poate pre
lungi pînă la extremităţile intervalului I, inclusiv aceste extremităţi dacă 
I este închis. Din punct de vedere fizic aceasta înseamnă că sistemele 
liniare cu coeficienţi continui nu au soluţii care tind la infinit în timp finit. 

Geometric, soluţiile (yv ..., yn) sînt curbe în [R". Ele se reprezintă uneori 
prin curbele integrale din ED = îx[R"(fig. 7). 

Pentru simplificarea prezentării proprietăţilor generale ale sistemelor 
liniare se utilizează notaţiile matriceale şi tehnica de calcul adecvată 
funcţiilor matriceale. Din aceasta reamintim că noţiunile de limită, conti
nuitate, diferentiabilitate şi integrabilitate pentru funcţiile matriceale 
se reduc la noţiunile respective pentru elementele matricei. E"otînd 

Y = '[»i» • • • , » • ] , A = [««], ^ = *[/«• • - , / * ] , 

sistemul liniar de ordinul întîi se transcrie sub forma unei ecuaţii matriceale 

dY 
ăt 

= A(t)Y + F(t), 

iar condiţiile iniţiale se scrnŢ|Y(tf0) =";Y0. 

§2. Spaţiul vectorial al soluţiilor unui sistem 
diferenţial liniar omogen 

Considerăm sistemul liniar omogen 

dY 
ăt 

= A(t)Y, tel, 

în ipotezele din § 1, şi notăm cu V mulţimea 
tuturor soluţiilor definite pe intervalul I. Să Fig. 7 
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arătăm că V este un subspaţiu vectorial finit dimensional al spaţiului 
vectorial real infinit dimensional C1(I). 

2.1. Teoremă. Dacă A este o matrice de ordinul n, atunci V este un 
spaţiu vectorial izomorf cu fR". 

Demonstraţie. Fie Y1 şi Y2 două soluţii ale sistemului, adică 
ăYt A(t)Yt,i = 1,2. 
dt 

Bezultă 
A flY âY 

— (<h7i + «a*») = °x~r + c2 ~ir = ciAV)~Xi + c2A(t)Yz = A{t){e1Y1 + ăt dt ăt 
+ c2Y2), Ci = const. reale, adică e-iY-L-\-c^Y2 este o soluţie. Aceasta înseam
nă că V este un spaţiu vectorial real. 

Fie t0 e I. Fiecărei soluţii Y e V îi putem ataşa punctul Y(t0) e JRn, regulă 
ce defineşte o transformare liniară 3~: V -^ IR". Transformarea liniară 
3~ este un izomorfism. într-adevăr, imaginea lui 3~ este întregul [RB deoa
rece teorema de existenţă asigură că VY0e [RM, există o soluţie Y cu con
diţia iniţială Y(t0) — Y0; injeetivitatea lui 3~ decurge din teorema de 
unicitate conform căreia singura soluţie cu condiţia iniţială Y(t0) = 0 
este Y = 0 şi deci Ker &~ — {0}. 

Teorema precedentă asigură că dimensiunea spaţiului vectorial al 
soluţiilor unui sistem liniar omogen este n (ordinul matricei A). Bezultă 
că orice mulţime ordonată formată din n soluţii liniar independente este 
o baza a acestui spaţiu. 

2.2. Conseeinţă. Fie A o matrice de ordinul n. Dacă Yv ...", Yn sînt 
n soluţii liniar independente ale sistemului omogen, atunci orice soluţie Y 
poate fi exprimată în forma 

Y = £ ckYb, 
s=i 

unde ek sînt constante reale. 
n 

Soluţia Yj CjtYi-, unde ek sînt constante arbitrare, se numeşte soluţia 
generală a sistemului liniar omogen. Din ea se obţine orice soluţie a siste
mului, pentru aceasta fiind suficient să particularizăm constantele. 

%• 

2.3. Definiţie. Fie n soluţii ale sistemului liniar omogen, să zicem Yv ... 
...,Yn. Matricea W = [Yx, . . -•, YK] se numeşte matrice wronski, iar 
w = det W se numeşte wronskian. 

Dacă notăm G = ' [ca, . . . , cB], atunci soluţia generală a sistemului 
omogen se scrie Y = WC. De asemenea matricea W satisface ecuaţia 
diferenţială 

dW 
dt 

2.4. Teoremă. WronsManul are expresia 
t 
f trA(t) ăt 

w(t) = w{t0) e '• 
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Demonstraţie. Ţinînd seama de regula de derivare a unui determinant, 
găsim 

ăw 
ăt ăt , J-2» • • • J -*-» Xi, • • • , J-n-li 

dY„ 
di 

= | AY1} Y2, . . . , T , | + . •. + | T „ . . . , Y,-!, AYJ=( t emă ! ) . . . = w(tr JL). 

O simplă integrare conduce la expresia din teoremă. 
2.5. Teoremă. Soluţiile Ylf...,Yn sînt liniar independente dacă şi 

numai dacă w(<) ^ 0, Vi e 7. 
Demonstraţie. Se observă că zc(J) 56 0, Vt e I dacă şi numai dacă w(t0) i= 0. 
Fie izomorfismul ,T : F - > [R''î, Y0 = ST(Y). Eezultă 

Y10=^(Y1),...,Ym^Sr(Yn). 
% 

Deoarece S~ este un izomorfism, vectorii Yv ..., Yn din V sînt liniar 
independenţi dacă şi numai dacă vectorii Y10, . . . , Yn0 din R" sînt liniar 
independenţi, adică w{t0) =£ 0. 

Exemplu. Sistemul liniar omogen 

d l " 

ăt 
= A(t)Y, A(t) 

4 

t 

2 —-

t > 

admite soluţiile particulare 

Deoarece 

V i O = 

«<0 

1 " 

t _ 

1 2*2 

t t3 

Y-ÂD = 
-2f' 

= — is < 

soluţiile Y1 şi 1"2 sînt liniar independente şi deci soluţia generală a sistemului este 
i' = C ly1 + c.2r2. 

§3. Metoda variaţiei constantelor 

Fie sistemul liniar neomogen 
dY 
ăt = A(t)Y + F(t) 

şi sistemul liniar omogen asociat 
dY 
ăt 

= A(t)Y, 

ambele pe intervalul I. Legătura între soluţiile generale ale celor două 
sisteme este dată de 
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3.1. Teoremă. Soluţia generală a sistemului neomogen este suma dintre 
o soluţie particulară a sistemului neomogen şi soluţia generală a sistemului 
omogen. 

Demonstraţie. Dacă Yv este o soluţie a sistemului neomogen, atunci 
putem pune Y = U+ YP, unde TJ este noua necunoscută. înlocuind în 
sistemul neomogen deducem 

ăU_ 
ăt 

A(t)U. 

Astfel TJ trebuie să fie soluţia generală a sistemului omogen. 
Dacă cunoaştem soluţia generală a sistemului omogen, atunci soluţia 

particulară a sistemului neomogen poate fi aflată prin metoda variaţiei 
constantelor. Mai precis este adevărată următoarea 

3.2. Teoremă. Dacă Y(t) = W(t)C este soluţia generală a sistemului 
omogen, atunci soluţia particulară a sistemului neomogen poate fi găsită 

âC 
sub forma Y(t) = W{t)C{t), unde — - = W^F pe I. 

ăt 
Demonstraţie. Prin ipoteză 

= AW, = W~XF. 
ăt dt 

Eezultă 

dt dt ăt ăt 
(AW)C + WiW^F) = 

= A(WC) + F = AY + F, 

adică Y(t) = W(t)G{t) defineşte o soluţie a sistemului neomogen. 

O b s e r v a ţ i e . Mulţimea soluţiilor unui sistem liniar neomogen este convexă. 

Exemplu. Fie sistemul 

a r 
ăt 

A(t)Y + F(t), A(l) 

4 

t 

2 

4 " 

Za 

1 

t 

> F(0 = 

- 1 • 

T 
. i . 

t > 0 . 

Sistemul omogen ataşat admite soluţia generală (vezi § 2). 

Y(l) = W(t)C, W(t) = P ^ l , C = P 1 1 . 
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Căutăm pentru sistemul ^neomogen o soluţie particulară de forma Y(t) — W(t)C(l), unde 

2 

Rezultă 

dC 

ăt 
= W~XF, W~\{) = 

t 

1 1 
fi t3 

, t >0. 

ăC 

dt 1 1 1 __ 1 
t3 t2 t ze 

şi deci solufia generală a sistemului neomogen este definită de 

. C(0 = 

2t —In* 

Y(t). c :i:] + 

21 —Ini 

1 1 

l 2t2 

, t > 0. 

§4. Matricea exponenţială 

Se ştie că, VJ . e^ B x n (C) j seria 
A oo Ale 

v — = r+ 
k% h ! 1 ! 

J.2 

2 ! .- + • matricea unitate, 

este absolut convergentă şi deci convergentă. Ea este uniform convergentă 
pe fiecare submulţime {A\ \\A\\ < a, ae \R+} ,xmde\\ A\\este norma matricei A. 
Suma acestei serii se numeşte matricea exponenţială şi se notează cu e*. 

Daeă notăm cu <S matricea zero, atunci definiţia precedentă implică 
e" —I. De asemenea absolut convergenţa implică faptul că dacă A, Be 
€ ^oxo(C) sînt matrice eomutabile, atunci e^+B = e^-e8. 

Să considerăm acum funcţia <p : [R -> ^#„X„((C) definită prin 
<p(<) = eM. 

4.1. Teoremă. Matricea cp satisface ecuaţia diferenţială 
d<p 

= JL<D' 

Demonstraţie. Seriile 

*r0 dH &! J -
AI> 

*=»o 

converg absolut şi uniform în orice domeniu din CRX^#nxn((C) caracterizat 
prin j 11 < o, \\A [| ^ a. De aceea există derivata sumei seriei iniţiale şi 
este egală cu suma seriei formată din derivate. 
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O b s e r v a ţ i i . 1) Teorema Caylcy-Haniilton asigură că matricea exponenţială, 

<u = s — > 
se reduce Ia un poliuom de gradul n — 1 în A, unde n este ordinul matricei A. 

2) Matricele A şi ttA sint comutabile. Această observaţie intervine în demonstraţia teo
remei care urmează. 

4.2. Teoremă. Inversa matricei eM este e~tA. 
Demonstraţie. 
Fie E(t) = eMe_ w , ie [R- Prin derivare găsim 

d< 
(<) = J.eMe-M + eu(— J.)e -M _ 0, V ie [R. 

Eezultă E(t) = J6?(0) = I . 
în cele ce urmează ne interesează calculul efectiv al lui elA. î n acest 

scop dăm întîi două exemple în care putem utiliza direct definiţia. Să 
presupunem că B este o matrice diagonală, adică 

X> 

Atunci 

D* = 

şi deci 

*tD 

Fie JP o celulă Jordan de ordinul n 

Xx 0 . . 
0 X2. . 

0 0 . . 

"xf o . 
0 Xf. 

.0 0 . 

0 
e**' 

• 0 " 
. 0 

• xB 

. . 0 
. 0 

.. 0 

. . 0 

eV 

0 
0 

X , 1 

0 0 
o o 

. . . o 

1 
X, 

Xp-t p + -^ pi 

unde Ip este matricea unitate de ordinul ns, iar matricea 

* , = 

0 1 0 
0 0 1 

o o 
o o 

o 
o 

o 
o 

1 
o 
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este nilpoteaită de ordinul nv. Ţinînd seama că Iv şi H9 sînt eomutabile 
şi avînd în vedere puterile lui EP, rezultă 

e ^ = e V ^ e ' ^ = eV 

=ev 

Ip + TT + TT 

j f_ 
1 ! 2 ! 

2 

tnp-1$}np-1 

t»3>" 

1 ! 

K-l) ! 

( » , - 2 ) ! 

Mai general, dacă 

J 

J1 0 

0 </2 

0 o 

o 

o 

unde JP, p = 1 , . . . , h; sînt celule Jordan de ordinul w ,̂ % + . . . + « t 
atunci se verifică relaţia 

e'Ji 0 . . . 0 

0 etJ* . . . 0 

0 0 v u * 

î n general calculul lui etA pornind de la definiţia ca sumă a unei serii 
este complicat. De aceea s-au găsit diferite alternative care să simplifice 
pe eît posibil un asemenea calcul. 

4.3. Teoremă. Dacă S este o matrice nesingulară şi dacă notăm 
S-tAS = B, atunci etA = SetBS-K 

Demonstraţie. Relaţia A — SB8"1 implică Ak = SB^S'1. Eezultă 

» t*A* 
2J 

k=o & ! s = o S —r;— = ^ S fc! ,-o 7^! 
jtf-1. 

4.4. Consecinţă. 1) Dacă J- este o matrice diagonalizabilă, iar D este 
matricea diagonală ataşată lui A, atunci 

eM = foWg-l, 

unde # este matricea vectorilor proprii. 
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2) Dacă A are valori proprii multiple şi se reduce la forma canonică 
Jordan, atunci 

unde 8 este matricea vectorilor proprii şi principali. 

Exemplu. Să se calculeze zf* pentru 

T5 41 f 2 11 
1) A = , 2) A = 

L1 2J L-i Al 
Soluţie. 1) Valorile proprii ale lui A sînt Xx = 6, Xa = 1. Utilizînd vectorii proprii deducem 

S = r:]-s-4[.::] 
asllel încît 

Rezultă 

D = STUS, H: :] 
eM = Se«Ds-i=ir4 - n K °] r 1 l ]=J_r4e« + e' 4e«-4e«-| 

5 [l l j L° e'J L—1 4 J 5 1 e6* — e ( e6« + 4e ' J ' ; ; : 

2) Valorile proprii ale lui A slnt Xlj4 = 3. Din AX = XX găsim vectorul propriu X = '[1,1] 
Relaţia A 7 = XF + X conduce la vectorul principal Y = ' [0,1] . Găsim 

. . W T , . [ ; »]. ^=[_;°].'--™»-[; ;]• 
Rezultă 

§ 5. Sisteme diferenţiale liniare eu eoefieienţi constanţi 

Considerăm un sistem diferenţial liniar omogen cu coeficienţi constanţi 

di 

unde J.G ^,,xB([R). Observăm că ţn mod necesar Ye O^IR). într-adevăr, 
ăY 

Te G t̂R) => ^=- £ CMK) => Te 02(IR) etc. 
di 

I. Soluţia generală a unui sistem liniar omogen cu coeficienţi constanţi 
poate fi găsită sub formă explicită cu ajutorul matricei exponenţiale. 
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5.1. Teoremă. Soluţia problemei Cauchy 

dY 
dt 

= AY, Y(t0)=Y0 

este definită prin Y{t) = e<'-(»^Y0J te IR. 
Demonstraţie. Conform teoremei de existenţă şi unicitate, precum şi a 

teoremei de prelungire (§ 1), problema Cauchy are o soluţie unică. De 
aceea este suficient să facem doar verificări, 

dY 
di 

l e i ' - ^ T , = A Y, Y(t0) = e«'-'»MY0 = Y0. 

Exemplu. Să se rezolve problema Cauchy 

Y' = AY, A = 
-1 

2 
•3 

2 

2 

—6 

2 ' 

2 

—6 

, r(0) = 
' — î 

2 
0 

Soluţie. Ecuaţia caracteristică det(A •— 11) = 0 are rădăcinile Xj = — 3, X2 = — 2 , X3 = 0. 
Vectorii proprii corespunzători sînt 

^ = « [ 1 , 0 , - 1 ] , e 2 = ' [ 2 , — 1 , 0 ] , es = ' [ 0 , l , -

Matricea -vectorilor proprii 

! ] • 

S = 
2 0 

- l 1 
0 —1 

este matricea diagonalizatoare pentru A, adică 

D = S - U S = 

0 

-2 
0 

0" 

0 
0_ 

Obţinem 
• _ 3 e - 3 * + 2e-2 ' 

— e " ^ + 3 

3e~3t - 3 

adică !/i(0 = — 3c-3S + 2 e - 2 i , y2(0 = 3 — e-2*, y3(f) = Z^t — 3. 

Y(i) = Se*DS~iy(0) = 

I I . Explicitarea matricei exponenţiale este destul de dificilă şi uneori 
face apel la tehnici speciale. Dacă nivelul de pregătire nu permite abordarea 
acestor tehnici, atunci pentru găsirea soluţiei generale a sistemului liniar 
omogen cu coeficienţi constanţi se poate proceda în felul următor. 

Prin calcul direct se observă că 
Y(t) = flex', H = vector coloană cu coordonate constante, ie [R, 

este o soluţie a sistemului liniar omogen cu coeficienţi constanţi dacă şi 
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numai dacă H este un vector propriu, iar X este valoarea proprie cores
punzătoare a matricei A îp. C. Implicit soluţiile se caută de fapt în com-
plexificatul spaţiului vectorial C°°(I). 

Gazul unu. Să presupunem că valorile proprii Xx,..., X„ ale matricei A 
sînt diferite şi că Hlf..., Hn sînt vectorii proprii corespunzători. Acestora 
le corespund soluţiile liniar independente 

X t = H,r e Kt 1 , . . n 

şi deci soluţia generală a sistemului diferenţia! este 

Y = c1Y1+...+cnYn. 

Evident unele X -̂uri pot fi complexe şi se grupează în perechi. î n acest 
caz, partea reală sau partea imaginară din Y sînt soluţii generale reale. 

Practic. Se determină rădăcinile ecuaţiei caracteristice ataşate matricei A. 
î n ipoteza că acestea sînt simple se caută soluţii de forma Y(t) = Hext, 
unde H este un vector real sau complex după cum este X. Dacă X este 
un număr complex nu este necesară şi utilizarea rădăcinii complex con
jugate. 

Exemplu. Fie sistemul 

AY, A [; 
Valorile proprii ale matricei A sînt \ s = 1 ± i. 

Câutăm soluţii de forma 

Y(t)-
ra + ib 

ca+i)'m 

Introducem în sistem şi găsim b = c, a = — d. Astfel 

Y(t) = a( l+i)i 

este soluţia generală. Evident R.eY(t) sau ImY(t) este soluţia generală reală a sistemului. 

Gasul doi. Să presupunem că ecuaţia caracteristică posedă o valoare 
proprie X multiplă de ordinul m şi că Hv..., Hm sînt vectorii ataşaţi lui 
X astfel încît 

AH, XH„ AH2 ^ 2 + -2i>• • •; A-Hm = XIIm + Hm-X. 

Construim funcţiile vectoriale 

Ptf) 
(3 - 1) '• 

- # i 

0 - 2 ) 
Ht+...+H„j= 1,. m. 

Să arătăm că funcţiile definite prin 

Ym = pm^ 
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sînt soluţii ale sistemului omogen. Mai întîi observăm că 

d P 
d* 

i = P,_a , AP, = 1P,+ P , _ u j = 1 , . . . , m. 

Introducînd pe Y, în 
ăY AY 

obţinem o identitate. 
Astfel unei valori proprii multiplă de ordinul m îi corespund m soluţii 

liniar independente de tipul precedent. Partea din soluţia generală cores
punzătoare acestor soluţii este de forma Y(t) = P(t)e^, unde P(t) este 
o matrice de polinoame de gradul m — 1. 

Practic. Bacă X este o valoare proprie multiplă de ordinul m, atunci 
se încearcă o soluţie de tipul Y(t) = P(t)eM, unde P(t) este o matrice 
coloană ale cărei elemente sînt polinoame de gradul m — 1 cu coeficienţi 
reali sau complecşi după cum este X. 

Dacă soluţia generală găsită este complexă, atunci se separă partea 
reală sau partea imaginară care sînt soluţii generale reale. 

Exemplu. Sistemului 

d;/i 

dt 
= 2/2 +2/8. 

dt 
2/s + !/i» 

di/a 

ăt 
= 2/i+2/3 

i se ataşează matricea 

A = 
"0 

1 
1 

1 

0 
1 

1" 

1 
0 

Pentru Xx — 2 căutăm y1 = ae2: r , y2 = be2x, y3 = ce2a!. 
Introducînd îr sistem rezultă a = b — c = cv Pentru X2 3 «= — 1 căutăm g{ = (1X1/ + P^e"8 , 
2/4 = (a2* + P2)e~*. 2/3 = (<Hf + M e - ' - înlocuind în sistem găsim % = a2 = aj = 0, (3̂ '«= <%, 
02 = C3, £3 = — (C2 + <-,). 

Soluţia generală a sistemului este 

• 1" 

1 
1 

e2» + e2 

' 1" 

0 
—1 

e-« + e3 

- 0" 

1 
—1 

H I . O cale şi mai simplă pentru găsirea soluţiei generale a sistemelor 
liniare omogene cu coeficienţi constanţi şi cu puţine funcţii necunoscute 
se bazează pe observaţia că orice necunoscută a sistemului verifică tn 
aeelaşi timp şi o ecuaţie liniară omogenă cu coeficienţi constanţi avînd 
ordinul cel mult egal cu ordinul matricei sistemului. Tehnica de lucra se 
numeşte metoda eliminării. 
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Exemplu. Sistemul x' — y, y' — z, z' = x implică ecuaţia x" ' — x = 0. Aceasta are soluţia 
generală 

r fă fs i 
• I c2 cos —• t + c.j sin -i—* * 
L 2_ 2 -l 

• 1/2 e-l/2( j (c, + 3c2) sin - ^ f— (1/3" c3— c2) cos - î l f 
L 2 2 

- l /2e-V2« |(c2 + f3"c3) cos l i < + (c3 — f 3 c„) s i n - ^ 
L 2 2 

X(Q = cie* + e - 1 /2 ' I c2 cos —• t + c3 sin -i-^ l |. Din y = x' deducem y(l) = Cje{ 

şi din z = y' rezultă z(t) '= Cje'-

IV. Se observă că soluţiile sistemului diferenţial liniar omogen cu coefi
cienţi constanţi se exprimă cu ajutorul cvasipolinoamelor. Ţinînd seama 
de acest lucru şi de definiţia din Cap. 2, § 5, rezultă teorema de stabilitate. 

5.2. Teoremă. Fie poziţia de echilibru yx = . . . = y„ = 0. 
1) Dacă toate valorile proprii ale matricei A au partea reală strict 

negativă, atunci poziţia de echilibru este stabilă şi asimptotic stabilă. 
2) Dacă valorile proprii ale matricei A sînt reale strict negative sau 

complexe cu partea reală negativă, rădăcinile pur imaginare existînd şi 
avînd fiecare în parte proprietatea că dimensiunea subspaţiului propriu 
ataşat este egală cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii, atunci pozi
ţia de echilibru este stabilă dar nu asimptotic stabilă. 

3) Dacă o valoare proprie a matricei A are partea reală strict pozitivă 
sau dacă există o rădăcină pur imaginară astfel încît dimensiunea subspa
ţiului propriu ataşat să fie mai mică decît ordinul de multiplicitate al 
valorii proprii, atunci poziţia de echilibru nu este stabilă. 

V. Să considerăm sistemul liniar neomogen cu coeficienţi constanţi 

dY =AY +F(t), tel, 
dt 

unde i e ^Bxn(ER)? căruia i se ataşează sistemul omogen 

dY 
di 

AYu 

Soluţia generală a sistemului neomogen este suma dintre o soluţie parti
culară a sistemului neomogen şi soluţia generală a sistemului omogen. 
După explicaţiile precedente soluţia generală a sistemului omogen se 
exprimă cu ajutorul matricei exponenţiale, matrice ale cărei elemente sînt 
cvasipolinoame. Soluţia particulară a sistemului neomogen se poate afla 
prin metoda variaţiei constantelor. 

î n cazul în care F este o matrice de cvasipolinoame, soluţia particulară 
a sistemului neomogen se poate afla şi prin metoda coeficienţilor nedeter
minaţi. 

§6. Probleme 

1. Se dă sistemul diferenţial liniar omogen Y' — AY, unde 

L - 2 tg'J U J 
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Să se arate că vectorii 

i r 

*i(Q = sini, 2sin Hn tg J — J + sin t , y,<o-

= cosi, 2cos*lntg I I + cos t+2 tg t I s*e | 9 j —{0} constituie o 
L v 4 2 ; j v ? 2 ; 

bază în spaţiul vectorial al soluţiilor sistemului. Să se scrie soluţia gererală a sistemului. 
2. Se dau sistemele dileienţiale liniare neomogene şi soluţiile generale ale sistemelor omo

gene ataşate : 

1) d r 
ăt 

A(t)Y + F(t),A(ţ) 
T5 —11 _ r s inH 
[l 3j [cos<J 

T e«* 1 pe 4 ' 1 
[ e 4 ' J [(1 —l)e*'J 

2) 
d* 

dt 
A(t)Y + F(l), A(t)--

—1 

—1 
•—1 

1 

0 
0 

0" 

1 
0 

7(0 = ct + c„ 
sin t 

sin t + cos t 
cos t 

+ c3 

» F(t) = 

— cos t 
sin / — cos i 

sin t 

v • 

cos f 
0 

'GR-

Utilizînd metoda variaţiei constantelor să se găsească soluţiile generale ale sistemelor neomo-
gene. 

3. Să se calculeze etA pentru 

1) c -:} 2) A 
2 

1 
3 

1 

2 
—3 

— 1 " 

—1 
—1 

, 3) A = 
"—2 

2 
—1 

2 

1 
—2 

• —3 

—6 
0 

i ) 

4. Să se rezolve problemele Cauchy 

Y' = A Y, A = 

2) AY, A 

= 
"3 

2 
1 

0 

0 

—6 

—1 1" 

0 1 

—1 2_ 

9 

1 0" 

0 1 
—11 --6_ 

y(0) = 
" i" 

—1 

2. 

, y(o> = 
• 1 • 

0 

. ° . 
5. Se dau sistemele 

1) x' = y, y' = z, z' = — 1 
2) x' + 1/ — z = 0, y' — z = 0, z' + x — z <= O 
3) x' = y + z, y' = z + x, z' = a; + y. 

Să se găsească soluţiile generale şi pentru fiecare caz în parte sâ se cerceteze stabilitatea 
poziţiei de echilibru. 
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6. Să se determine soluţiile generale ale următoarelor sisteme : 

1) x' — xcos /, y' = xe~s l l ! ( 

2) 2x' + y' = 3(, x" + j , ' — 2 a = e2* 
3) x' + ;/' = y + ef, 2x ' + if = — 2y + cos /. 

C a[p i t o 1 u I 5 

LINII ŞI HIPERSUPRAFETE DE CÎMP 

§1. Linii de cîmp şi sisteme simetriee 

Fie !D c R" o mulţime deschisă şi conexă, iar X un cîmp vectorial de 
clasă C1 pe ED. O curbă a : I -» Q) de clasă C1 cu proprietatea a'(i) = 
= X(a(t)), Vie I , se numeşte linie de cîmp. Altfel spus a are proprietatea 
că pentru fiecare t e I vectorul tangent la a în punctul a(i) coincide cu 
X(a(i)), adică cîmpul vectorial tangent la a coincide cu X°x (fig. 8). De 
asemenea se observă că ecuaţia diferenţială 'a'(i) — X(a(t)), te I, este echi

valentă cu ecuaţia integrală a(i) = <x(i0)-f- [X{0L {t))dt. 

1.1. Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulţime 
deschisă ff) <= [R™, atunci pentru fiecare x0 e tD există un interval deschis I 
care conţine pe i0 şi o linie de cîmp a : I -•> £D a lui X astfel încît 

1) a(i0) = x0, 
2) orice altă linie de cîmp (3 : J -> CD a lui X cu Ş(i0) = a?0 are proprietatea 

J <= I şi (3(i) = <x(i),Vie J . 
a se numeşte îime «Ze clmp maximală a lui X prin x0. 
Demonstraţie. Aici avem de-a face cu o reformulare a teoremei de exis

tenţă şi unicitate pentru soluţiile unui sistem diferenţial de ordinul întîi 
(vezi Cap. 2, § 2). într-adevăr, utilizînd notaţiile 

X(x) = (X1(x),...,Xn(x)), Xt:\D->\R 

«'(*) = ( 
ăxx ăxn 

di di 
ecuaţia diferenţială vectorială a'(i) = X(a(i)), V ie I , se transcrie sub forma 

unui sistem diferenţial autonom 

(1) 

idx1 

di • > * » ) 

•.Xn(oou...,a>n). 

Fig. 8 

day 
di " 

Teorema de existenţă arată că există o 
vecinătate Ix a lui i0 şi «funcţii: xt :Ix-> [R 
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de clasă O1 care satisfac sistemul (1) şi condiţiile iniţiale Xi(t0) — xi0, 
i = 1 , . . . , n, x0 = {oo10,..., x„0). Ansamblul ^(t) = {x^t),..., xn{t)) defi
neşte o linie de cîmp px: Ix -> DD a lui X cu (&$„) — x0. 

Teorema de unicitate arată că dacă xt: I 2 -*• ER> * = !>•••> ni e s te o 
altă soluţie a sistemului (1) care satisface condiţiile iniţiale £\(20) = xm 

atunci x^t) = xt(t), Vie Ix n I2 . Echivalent, dacă $2=(x1,..., xn) : I2->ID 
este o altă linie de cîmp a lui X cu S32(£0) =#o> atunci Pi(*)==p2(0> V i e 
e l i n I2. 

Din acestea rezultă: (i) există o singură linie de cîmp maximală a a 
lui X cu a.(t0) = xQ, definită pe reuniunea domeniilor de definiţie ale liniilor 
de cîmp ale lui X care aplică pe t0 în x0; (ii) orice altă linie de cîmp 
Ş : J -> DD a lui X cu (3(i0) = x0 este o restricţie a lui a. 

O b s e r v a ţ i e . Soluţiile sistemului algebric X^x^..., xn)—0,..., Xn(xv..., 
generează poziţiile de echilibru ale sistemului (1). 

Exemplu: Fie X(x1, x2) = (—• x3, xx). Liniile sale de cîmp sînt soluţiile sistemului 

Axx 

ăt 

dx3 

ăt 

adică 

x1(<) = Cj cos t + c2 sin t, x2(') = Cĵ  sin f — c2 cos î 

Linia de cîmp maximală care trece prin punctul Xi(0) = a, x2(0) = b este 

a(() = (a cos t — b sin t, a sin t + b cos t), (£ [R. 

Evident, ||<x(0ll3 = a2 + *2, V <£ [R, Şi deci a este un cerc de rază ]ja2 + b2 (<*§• 9). 

Un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulţime deschisă' şi conexă CD <= [Rn 

cu proprietatea că pentru fiecare i 0 e l D linia de cîmp maximală a lui X 
prin x0 are domeniul de definiţie egal cu [R se numeşte complet. 

1.2. Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulţime des
chisă şi conexă ff> c [RM, fie xn e D) şi a : I -»- DD o linie de cîmp maximală 
a lui X prin x0. Dacă (î: J -> U este o altă linie de cîmp a lui X cu P(^)=«0 
pentru ^ e J , atunci (3(2) = a(t +t0 — tx), V i e J . 

Demonstraţie. ISTotăm s = i0 — tx şi observăm că dacă t -> a(i) este 
o linie de cîmp, atunci şi t-> &(t -\- s) este 
tot linie de cîmp. într-adevăr, 

da 
dt 

(t +8) da 
ăt '-(*) < — * ,+ 5 

= Z(a(*0 +*)) = X(a(* +«)) 

1^3. Consecinţă. Prin fiecare punct a?0e DD 
trece o singură linie de cîmp maximală. 

Fie X un cîmp vectorial de clasă C1 pe 
CD <= [R". Discuţia precedentă arată că diversele 

1 

-

/ ^ 

( Ţ 
\ N-

x ^ ^ 

X , 

fa, 

M 
*\1 
1 \ 

i2 ; ŷ 
xi 

Fig. 9 

329 



linii de cîmp ale lui X nu se intersectează. Uneori însă există linii de 
cîmp care se autointersectează, adică sînt curbe închise. î n particular, pozi
ţiile de echilibru ale sistemului (1) fac parte din această categorie de curbe. 

1.4. Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă C1 pe D)c|R8. Dacă 
a : I -» D este o linie de cîmp a lui X cu a(^) = a(t2), tv t2£ I, t1<tz 
(adică a este închisă), atunci a se poate prelungi la întreaga axă Q?, pre
lungirea 3c: [R -> H) fiind periodică de perioadă T e (0, t2 —- t{\. 

-Demonstraţie. Orice s e [R se poate reprezenta univoc în forma s = i f 
+ n(t2 — tj)j i e [tx, t2], n&2Z.- Funcţia <x : [R -» [[), definită prin ă(s) = 
= alt) este periodică şi are perioada min {T \5L(s + T) = â(s)}e (0, 
h — h]- P e de altă parte, în baza teoremei 1.2, S. :[R -*- Q) este o linie de 
cîmp. în plus «.(t-j) = «.(tj). 

Se ştie că pentru o funcţie continuă periodică, mulţimea perioadelor 
coincide sau cu dreapta reală (caz în care funcţia este constantă) sau 
cu mulţimea multiplilor întregi ai celei mai mici perioade [3]. De aceea 
o linie de cîmp care se autointersectează este sau o poziţie de echilibru 
sau o curbă propriu zis închisă. 

Uneori pentru sistemul de tipul (1) se foloseşte scrierea 

(2) 
da^ 

X1{xv...,xn) 
dx„ 

Xn\Xx j • • • > x„) 
( = &), 

cu denumirea de sistem simetrie. Pentru aceasta se convine că dacă un 
numitor este funcţia zero, atunci numărătorul respectiv trebuie egalat 
cu zero. Punctele în care se anulează toţi numitorii generează poziţiile 
de echilibru. 

O funcţie / : [D -> ER de clasă C1 se numeşte integrală primă a sistemului 
simetric dacă D x / = 0, unde Dx este operatorul de derivare în raport cu 
cîmpul vectorial X = {X1}..., Xn). Eelaţia de definiţie T>xf = 0 este echi
valentă cu fiecare dintre următoarele două proprietăţi: 

— funcţia / este constantă de-a lungul oricărei soluţii a : I -?• [D & 
sistemului (2), adică / o a = c o n s t ; indicaţie, D z / ° « = (/»«); 

d£ 
— fiecare linie de cîmp a : I -> Q) este conţinută în una şi numai una 

dintre mulţimile de nivel constant ale funcţiei / (fig. 10). 
E Exemplu. Hamilton a arătat că unele probleme de mecanică, optică, calcul variaţio-
nal etc. pot fi modelate cu ajutorul sistemului de ecuaţii 

dt 

dH ăqt dH 

dqt dt dpt 

= l , . . . , n , 

unde H: [R2n —> [£ este o funcţie de clasă Ca de 
2n variabile p1,...,pn; qlt..., qn. Legea conser
vării energiei este echivalentă cu faptul că H este 

flxTf^Z ° integrală primă a sistemului precedent. într-a
devăr, dacă notăm 

X{ 
Fig- 10 

dH 
, X. 

dq{ 
n + i 

dH 

dPi 
> x = ( X ( , Xn+i), 
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atunci 

dH 

toi 
D** = £ X> T- + £ A»+* 

dH » an an « a// an 

A d^ ap, jti ap* a?, 

Funcţia H este un exemplu de integrală primă globală, caz întîlnit destul de rar. în general 
nu există integrale prime globale ci locale. 

1.5. Teoremă. Dacă X este un cîmp de clasă C1 pe [D şi «0
 e ID este un 

punct în care X(x0) ^ 0, atunci există o vecinătate U a lui x0 astfel încît 
sistemul simetric admite n — l integrale prime f1}..., fn-± funcţional 
independente pe U şi orice altă integrală primă este o funcţie de clasă 
C1 de acestea. în aceste condiţii soluţia generală a sistemului (2) pe U poate 
fi scrisă în forma 

ji\%i,..., xn) — cx, . . . J/M-IC^U • • • , oa„) — cM_x. 

Demonstraţie. Continuitatea lui X împreună cu X(xQ) i=, 0 asigură exis
tenţa unei vecinătăţi a lui x0 pe care X este nenul, adică o restricţie a 
soluţiei a : J -> [D care satisface condiţia <x.(t0) = x0 este curbă regulată, 

• « » ( * ) ) > (W + - - . + ( ^ L ) 2 > 0 , *£(«,&) C I . 

Fie ̂ ^ (i0) = Xn{xQ) # 0. Conform teoremei funcţiei inverse, într-o 
di 

vecinătate a lui t0, funcţia definită prin xn = a.n(t) admite inversa t = a.z\xn)~ 
Funcţiile definite prin 

fi(x) = Xf — a.toK-\xn), i = l,..., n — l,:xe U -

sînt n — 1 integrale prime ale sistemului (2). într-adevăr, 

Dx/« = V, Xj -— = Xt /Zi dxr 
x«-—K°a;rx(#)) = 

ax„ 

— X{— Xn—- <Zi(t)-— == 0, 
ăt axn 

Acestea sînt funcţional independente pe U deoarece matricea Jacobian 

ML 
dxn 

&.' 

are rangul n — 1. 

0 

0 . . . 0 

1. . .0 

0. Sf, » - i 

dxn J 
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Fie fx, . . . , / „ _ ! integrale prime independente ale sistemului (2). Dacă 
/ este o altă integrală primă, atunci 

r df i x-Y df - n 

x1M.+ . . .+ X n-^ = o 
da?x dxn 

y djn-1 , , -cr OJn-l a 
A x — \-, . . -\-JLn — — U. 

da?x axn 

Dar acesta este un sistem liniar omogen de n ecuaţii care admite prin 
ipoteză soluţia nebanală (Xlt..., XB). Eezultă că determinantul sistemului 
trebuie să fie nul, 

D ( / I / I I • • •>/»- i ) = = 0 > V « e £ 7 
T>{Xu %2,..., Xn) 

şi deci / , / 1 ; . . . ,/„_i sînt funcţional dependente, adică există 0 astfel încît 

/ = 0 ( / i , . . » , / » - i ) . 

Eeciproc, orice funcţie de clasă O1 de tipul / = 0(/i , . • -,/a-i) este o inte
grală primă a sistemului (2). într-adevăr, 

"80 

Pentru determinarea integralelor prime ale unor sisteme simetrice 
particulare se utilizează metoda combinaţiilor integrabile. în ipoteza că 
există funcţiile X}: [D -*• R, j = 1, . . . , » , de clasă C1, astfel îneît V Xida?j= 

= d/ şi £ X,X, = 0, din 
j - i 

3=1 

da^ 

* i 

d«n 

^„ t W ° 
rezultă d/ = 0 şi deci / (a^, . . . , xn) = c, în punctele m din Q) caracterizate 
de sistemul simetric, adică / : DD -»• R, (®i, . . . , # „ ) - > / ( % , . . . , xa) este o 
integrală primă a sistemului simetric. Expresia J] ^da?j = d/, cu condiţia 
J] XjX; = 0, se numeşte combinaţie integrabilă. 

i 
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Exemplu. 

d i dy dz adx + bdy + cdz xăx -f- ydy + zdz 

bz — cy cx —- az ay — bx O O 

Rezultă adx + bdy + câz — O, xăx + ydy -+- zdz = O şi deci ax + fey + cz — ev xz -f y- -f 
+ z2 = c2. Fie integralele prime definite prin /j(x, y, z) = ax + by + cz respectiv f2(x, y, z) — 
= r 2 + y% + z2 şi 

" a 6 c" 

2x 2y 2z 
J = 

matricea Jacobian ataşată lui (fv f2). Deoarece 

pe A = {(x, y, z)\ay — bx — 0, az — cx = 0, iz — cy = 0} 

{: rang J 
{2 pe jR 3 — A 

rezultă că soluţia generală a sistemului pe [R3 — A este familia de cercuri ax + by + cz = r 1 T 

x2 + y2 + z2 == c2. Se observă că A este mulţimea poziţiilor de echilibru. 
O b s e r v a ţ i i . 1) fc(< n •— 1) integrale prime funcţional independente determină o sub-

varietate a lui []ţB cu u — A' dimtnsiuni, iar liniile de cimp se află complet incluse în această 
subvarietate. 

2) Dacă găsim n — 2 integrale prime funcţional independente / i , . . . , f a _ 2 a le sistemului 
(2), atunci găsirea soluţiei generale se reduce la găsirea soluţiei generale a unei ecuaţii diferen
ţiale de ordinul întii. 

Pentru a justifica afirmaţia precedentă, fie subvarietatca bidimensională 

Mxi xa) = c i ftt-a(.*i> • • •> *„) = c »-2-

Avem un sistem de n — 2 ecuaţii care definesc pe xv.,., xn_z în funcţie, de xn_v xn : 

x,. 
Dar 

r* = 9*(x
B-i» xn'< «!>•••> en-2>> fc== h---,n—2. 

dx M _ 1 = dxB _ 

Xn-X *n ' 

înlocuind pe * t obţinem o ecuaţie de ordinul unu cu soluţia 

0 ( * » - i . *„ - c1,...,cn_2) = cn_r 

Punind ck = fk rezultă fn-^x) — c B _p o nouă integrală primă funcţional independentă de 
celelalte. 

Exemplu. Fie sistemul 
dz ăy 

x2 — xy 

dx dy dy 
Din — <= —— rezultă xy = cx. Din 

x — y —xy 

1 = 0 sau h c,z = 

dz 
= — , x > 0 , y > 0 

y2 

dz 
= — găsim 

a2 

c2. Deci xy = cv y3 -

y > 0 este soluţia generală a sistemului. 
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3) Aviud în vedere principiul reducerii, o integrală primă a unei ecuaţii diferenţiale (sau 
•sistem) de ordin arbitrar este, prin definiţie, o integrală primă a sistemului de ordinul intîi 
ia care aceasta (acesta) se reduce. 

i) In cazul spaţiului cu trei dimensiuni, se utilizează şi notaţiile V(x, y, z) = v±(x, y, z)i + 
+ v2(x> fi. r)./ +v3(x, y, z)k, 7 = xi + yj + zk, d ? = ăxi + dyj + dzk. Sistemul simetric 

da; di/ dz 

H(X> y,z) v2(x> y>z) D-ÂX> y, z) 

•este echivalent cu ecuaţia vectorială V x d r = 0-

Exemplu. Fie 

E = — JL- r, (x, y, z)e R3 - {0}, 
c || 71|3 

dx 
timpul electrostatic produs de sarcina g0. Liniile de cîmp sînt soluţiile sistemului — = 

x 
dy dz 

__ _ L _— — adică familia de semidrepte x = Cjy, x = czz ; y = 0, z = 0 ; (x, y, z)e [JJ3 — {0}. 
y z 

§2. Stabilitatea poziţiilor de echilibru 

Considerăm sistemul autonom 

— = Z i(a?1 , . . . , xn), i = l, ...,n. 
ăt 

Din punct de vedere fizic un asemenea sistem se interpretează ca fiind 
legea locală de evoluţie a unui proces. Punctele x în care se anulează 
X generează poziţiile de echilibru ale sistemului. Stabilitatea acestor 
poziţii ne interesează în mod deosebit. 

Gazul sistemelor liniare cu coeficienţi constanţi a fost deja discutat 
în § 5, Cap. 4. Acest caz este important prin sine însuşi, dar şi prin faptul 
că situaţii mult mai generale se reduc tot la el. 

Presupunem X = (X1}..., Xn)e C2(Q)) şi x = 0 ca fiind o poziţie de 
echilibru. Avem X^O) = 0 şi diferenţiabilitatea lui X implică 

Xt(x) = f,-^-L(.0)xj +\\x\\Fi(x), l i m P ^ ) = 0. 

INbtăm A — I ^^- (0) şi utilizăm notaţiile matriceale. Sistemului [>] 
^ = ^+11*11^) 
dt 
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i se ataşează sistemul liniar omogen cu coeficienţi constanţi 

ăx . 
— = Ax. 
ăt 

Teorema care urmează arată că perturbaţia \\x\\ F(x) nu distruge stabilitatea 
asimptotică a poziţiei de ecliilibru a sistemului liniar omogen. 

2.1. Teoremă. Dacă toate valorile proprii ale matricei A au părţile 
reale strict negative, atunci poziţia de ecliilibru x = 0 a sistemului 

d - = Ax+ \\x\\FKx) 
ăt 

este asimptotic stabilă (şi deci stabilă). 
Demonstraţia este destul de complicată şi fie aceea o ocolim. Ne

mulţumim cu un exemplu care pune în evidenţă modul concret de folosire 
a teoremei. 

Exemplu. Se consideră sistemul 

dx 
— = — lOx + 4ey — 4 cos y 2 

ăl 

dy 
— = 2e* — 2 — y + £*, ( i , y) e [R2-
dt 

Deoarece în jurul originii e s ~ 1 + x, cos yz ~ 1 sistemul liniar ataşat este 

dx 
— = — lOx + 4y 
dt 

dy 
— — 2x —y. 
dt 

Matricea 

T—10 4 

A = [ * - > 
are valorile proprii strict negative. De aceea poziţia de echilibru (0, 0) a sistemului l iniar 
omogen este asimptotic stabilă. în consecinţă această poziţie este asimptotic stabilă şi pentru 
sistemul iniţial. 

§ 3. Hipersuprafeţe de eîmp şi ecuaţii liniare cu derivate parţiale 

Fie X = (Xv..., XH) un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulţime des
chisă şi conexă Q) c IR". Fie / i I D - ^ I R o funcţie de clasă O1 şi M : f(x) = & 
o hipersuprafaţă de nivel constant c. Dacă X este un eîmp vectorial tangent 
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la M (fig. 11), adică (X, g rad / )=0 sau D x / = 0 , 
atunci M se numeşte hipersuprafaţă de cîmp a 

\ lui X. Explicit, Mpersuprafeţele de cîmp sînt 
x \ caracterizate prin ecuaţia diferenţială 

(3) Xx{x)X{x) 
oxx 

dxn 

Fig. 11 care poartă numele de ecuaţie liniară omogenă 
eu derivate parţiale de ordinul îwtîi. 

O hipersuprafaţă de cîmp mai poate fi privită şi ca fiind o hipersupra
faţă generată de linii de cîmp ale lui X. Pe de altă parte, liniile de cîmp 
ale lui X sînt soluţii ale sistemului simetric (vezi § 1) 

(i) 
ăxx 

X^x) 
&Xn 

Xn(x)' 

numit sistemul caracteristic ataşat ecuaţiei (3). 
Parafrazînd discuţia integralelor prime şi proprietăţile acestora rezultă 

că : 
— orice integrală primă a sistemului (4) este o soluţie a ecuaţiei (3) 

şi reciproc, orice soluţie a ecuaţiei (3) este o integrală primă a sistemu-
lui (4); 

— fie / - ! , . . . , / „_! cele n — 1 integrale prime funcţional independen te 
definite de sistemul (2) într-o vecinătate U a unui punct x0£ [D în care 
X(x0) i= 0. O funcţie / de clasă C1 este o soluţie a ecuaţiei (3) dacă şi 
numai dacă ea este de tipul / = 0(fX).. • ,/»-i). Cu alte cuvinte soluţia 
generală a ecuaţiei (3) este o funcţie arbitrară de clasă C1 de cele n — 1 
integrale prime funcţional independente ale sistemului (4). 

Aceste consideraţii împreună cu faptul că dacă/! , . . .,fn-i sînt integrale 
prime funcţional independente ale sistemului (4), atunci soluţia generală 
a sistemului se poate scrie în forma 

A(*i> • • > Jn-l\xl! • • • 1 %n) Wi-1 

conduc la următoarele concluzii: 
— pentru găsirea soluţiei generale a ecuaţiei (3) este suficient să deter

minăm soluţia generală a sistemului (4); 
— pentru obţinerea soluţiei generale a sistemului (4) este suficient să 

găsim n — 1 soluţii funcţional independente ale ecuaţiei (3). 

Exemplu. Să găsim soluţia generală a ecuaţiei 

df df df df 
(x — a) — + (? — b) — + (z — c) \-(t — d)—=0, x jk a. 

dx dy dz dt 

Ataşăm sistemul 

dx dy dz dt 

x — a y — b z — c t — d 
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Rezultă 

şi deci 

y — b z — c t — d 
= c„ = c„, = e, 

u — b z — c l — d , 
f(x, y, z) = 0 | , , 1 , x / a. 

x — a x — a x — a 

Fie / = 0 ( / 1 ? . . . , /B_x) soluţia generală a ecuaţiei (3) şi Jf „: 0(/1(#), . . • 
- • •ifn-ii®)) = c familia Mpersuprafeţelor de cîmp. 

Problema lui Cauchy pentru o ecuaţie de tipul (3) constă în determinarea 
hipersuprafeţei de cîmp care să conţină o subvarietate cu n — 2 dimen
siuni T : g{xx,..., xn) = 0, Ji(xx,..., x„) = 0. în anumite condiţii problema 
lui Cauchy admite soluţie unică [19]. Pentru cazurile particulare se observă 
că hipersuprafaţa căutată poate fi privită ca fiind generată de liniile de 
cîmp determinate de sistemul (4), fx(x) = cv..., fn-i(x) = <V_i, care întîl-
nesc pe T. Ecuaţiile f±(x) = cv.. .,fn-x(x) = cB_1, g(x) = 0, h(x) = 0 for
mează un sistem algebric de n -j-1 ecuaţii cu n necunoscute xx,..., xn. 
Eliminînd obţinem condiţia de compatibilitate 0(c x , . . . , cn_],)=0 
si apoi eliminînd parametrii cv ..., eu găsim hipersuprafaţa de cîmp 
M:0(f1(x),...Jn.1(x)) = O. 

Exemplu. Se dă ecuaţia 

df df Of 
(x2 + y2) h 2xy — + xz — = 0 , x + y > 0, x — y<0, z > 0. 

dx dy dz 

Să se determine suprafaţa de cîmp care se sprijină pe curba T : x = a, y2 + z2 = a2. 
Soluţie. Relaţiile x + y > 0, x — y < 0 implică y > 0. Asociem sistemul simetric 

dx dy dz 

x2 + y2 2xy xz 

Rezultă 

dy _ dz d(x + V) _ d O — y) 

2y z (x + y) (x — ijf 
«de unde 

z2 1 1 2 

y x — y x + y e2 

integralele prime sint funcţional independente pe mulţimea specificată în enunţ, iar condiţia 
•de compatibilitate a sistemului 

z2 1 1 2 
x = a, y2 + z2 = a2, — = c1; = — , x + y > 0, x — y < 0, z > 0 

y x — y x + y c, 

•este Cj = c2. Deci A/ : y2 + z2 — x2 = 0, x + y > 0, x — y < 0, y > 0, z > 0. 
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Ecuaţiile liniare neomogene cu derivate parţiale de ordinul întîi au forma 

*i(», / ) —• 4 - • • 4- *.<», / ) ^ = J (« , / ) , 
Sa?! ca?ffl 

unde / este funcţia necunoscută. î n acest caz / se caută sub formă implicită 
0(x,f) = 0, ecuaţia diferenţială reducîndu-se la o ecuaţie de t ipul (3) 
căreia îi corespunde sistemul simetric 

da^ da?„ ăf 
Xi(x,f) \Xn(x,f) F(x,f) 

Se află soluţia generală a acestui sistem, apoi soluţia generală 0 a ecuaţiei 
diferenţiale corespunzătoare (liniară omogenă) şi din 0(a?,/) = 0 rezultă/ . 

Exempln.HSă găsim soluţia generală a ecuaţiei 

dz dz 
xz yz — 

dx dy 
Sistemul 

da: 

xz — j/z 

x2 + y2. 

dz 

x2 + y2 

admite soluţia generală xy = ev x2 — y2 — z2=c2, pe [R3 — Oz. De aceea soluţia generală 
a ecuaţiei liniare neomogere pe [R3 — Oz este definită prin 0(xy, x2 — y2 — z2) = 0. Punctele 
axei Oz sînt poziţii de echilibru. 

§ 4. Metoda reţelei de integrare a ecuaţiilor 
cu derivate parţiale 

Pentru simplificare fie ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul întîi 

aM. + 3L — j?(x, y^ unde / este funcţia necunoscută de clasă O1 pe 
dx dy 

[a, 6] X [0, T] care satisface condiţia iniţială f(x, 0) = g{x). Constanta 
a este dată, iar F si g sînt funcţii 
de clasă O1 cunoscute. Această pro
blemă are soluţia exactă f(x, y) = 

y 

ay) + \F(at- ay + x, t) ăt. 
1 

3 

i 

T 
1 

(-h,2k 

*l 
0 

v 

< 

ir 

i , 

(h,2k\ 

(h,k) 

ţ 

(2h,k) 

i ( 

1 X 

9(® 

Fig . 12 

Metoda numerică de integrare, nu
mită metoda reţelei, constă în urmă
toarele : se înlocuieşte domeniul 
de integrare printr-o reţea drept
unghiulară de pas dublu h, k(h>0, 
k > 0 convenabil alese, fig. 12), 
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adică printr-o mulţime discretă de puncte MPyl de coordonate xv = ph 
§i Vq = #> fi Q.E Hi Q> 0, numite nodurile reţelei; se acoperă domeniul 
de integrare [a, &] x [0, T] cu o reţea de dreptunghiuri cu laturile para
lele cu axele şi de lungimi egale cu multiplii întregi de h şi respectiv 
k şi apoi se determină valorile funcţiei / în nodurile reţelei. Algoritmul 
este următorul: se fixează h şi Jc, se notează FVtt = F(ph,'kq), gp = g(pJi), 
fpg =f(ph, qk) şi se înlocuieşte problema Cauchy a — + -£• =F(oc, y), f(x, 0) = 

dx dy 
= ' </(#) prin sistemul {de ecuaţii cu diferente finiteJp'g+1 - — -f a-1'* '" — 

k h 
^VA i fv.o = 9PI m c a r e ai • Fp,<ii 9v s m * numere reale cunoscute, iar 

CITEŞTE 
a,h,k,'f,g.n 

p-0 

q^O 

± 
f(p,o)=g(o) 

F(p,q)^F(qh,qk) 

J_ 
g(p)=g(ph) — f{p,i) = (i+3k/h)g(p)-(3k/h)ff(p+1) ^kF(p.O) 

f(p,plHtek/h)f(p,q}fckfWp+i,ij)+kF(p.q) 
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şirul (fP,q), p, q£ "Z, q > O, este un şir dublu de numere reale care se de
termină. Primul raport din acest sistem aproximează pe — , iar al doilea 

3y Sf raport aproximează derivata a — . Prima ecuaţie a sistemului se scrie şi 
dx 

k sub forma/j, q+1 = (1 -f akjh)fP q—a —f̂  g -f kFp g. Luînd q = 0 obţinem 
h 

fp,i= (1 + # 1 / M — a — fp+i.o + Fp,0 = (1 + aJclh)gp — a — gp+x + kFPt or 
h li 

care dă valoarea/Pii deoarece membrul drept al acestei egalităţi este cunos-
k' cut. Mai departe, pentru g = 1, avem /j,^=(l -\-aklh)fp x—a — fP+11 + kFp j 

care are membrul drept cunoscut deoarece pe fPl îl ştim de la pasuî 
anterior. 

4.1. Teoremă. Dacă paşii reţelei h şi k satisfac condiţia 0 < — ak/h < 1, 
atunci sup \fM — f(pk, qk) j < w7« 173 (A, k) |, unde lim vj (h, k) — 0, %e tN^ 

#ez ' *, *-»o 
» = fixat. 

Această inegalitate constituie o evaluare a erorii în formula aproxima
tivă f(ph, kq) ~ fM. 

î n concluzie teorema afirmă că dacă k, k -> 0 şi n este suficient de mare 
determinat de condiţia nk = constant, atunci lim sup \fPt — f(pk, qk)\ = 0 

A, S-.0 
şi deci metoda numerică a reţelei este convergentă. Schema logică pentru 
algoritmul metodei este dată în fig. 13. 

§ 5. Hipersuprafeţe ortogonale liniilor de eîmp şi ecuaţii Pfaff 

Fie X = (Xly..., Xn) un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulţime des
chisă şi conexă © <= IR". Fie / : ID -> IR o funcţie de clasă C2 şi M : f(x) = o 
o hipersuprafaţă de nivel constant c. Dacă X este coliniar cu grad / , adică 
3 X: \D -*• IR de clasă C1 astfel încît X = X g rad / (fig. 14), atunci Jf se 
numeşte hipersuprafaţă ortogonală liniilor de cîmp ale lui X. Deoarece 
(dxv..., dxn) este un vector din planul tangent la M. în punctul x, rezultă 
că o hipersuprafaţă ortogonală liniilor de cîmp ale lui X satisface ecuaţia 

(5) X1(x)dx1 + ...+ Xn(x) dxn = 0, 

numită ecuaţie Pfaff. 
Uneori în loc de cîmpul vectorial X = 

= ( X v . . . , X„) este preferată utilizarea l-formei 
diferenţiale ataşate co = Xx{x) dxx + . . . + 
+ Xn(x)dxn context în care ecuaţia Pfaff se 
scrie simplu o = 0. 

Precizare. Soluţiile unei ecuaţii Pfaff sînt 
mulţimi de puncte din ID (hipersuprafeţe 
olonome sau neolonome). 
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Fi X* 
5.1. Teoremă. Dacă DD este un interval «-dimensional şi dacă - {x) — 

dXj 
dX, . 

= L ţx^ v x e DD> i> 3 — 1) • • •) ni atunci funcţia / : tD -*- IR definită prin 
dXi 

*i . . . 

f(x) = \ XjţLtEu..., xn)dxx+ \ X2{x10, x2,..., xn)dx2 +...+ 

~\~ \ Xn(xw,- •., a;n_ij0,' xn) o.xn! 

JC0 = (a?10>-.., #„0) e io, are proprietatea df = X1dx1 + . . . + Xndxn şi deci 
soluţia generală a ecuaţiei Pfaff este definită prin f(x) = c. 

Demonstraţie. Se observă că 

— (x) = Xjix), —i- (a?) = \ Xx{xv.. ., xn)dx-L + X2(x10, x2,.. ., xn) = 
dXj dx2 8x2 J 

= \ -^—1 (x1:• • . , x„)dx1 + X2(x10, x2,. .., x„) = \ - (x1}..., xn)dxt + 
J 5a;2 J dx1 

Xia .T10 

+ X2(a?10, x2,..., xn) — X2(x) etc. De aceea ecuaţia (5) este echivalentă 
•cu df(x) = 0, iar aceasta este echivalentă cu ecuaţia f(x) = c. 

5.2. Teoremă. Dacă DD este o mulţime convexă si dacă *-(a?) = 
dxs 

p. -y 
' {x), V »"e H), i, j = 1 , . . . , n, atunci funcţia / : DD -> R> /(#) = ca;,-

î 

t (*(*„ + t(x — x0)), x - xQ)dt, x0 = {x10,..., xn0) G DD, are proprietatea 

o 
d/ = X1dx1 + . . . = Xndxn şi deci soluţia generală a ecuaţiei (5) este defi
nită prin f{x) = c. 

Demonstraţie. Notăm ut(t) = xi0 + *(#* — #;o)> i = 1,. • .,n, u(t) = 
— (%(£),. • •, «»(<)). Bezultă 

-f-{x) 
dxk 

o 
î 

i 

[ (—-2T(«(t)), * - x0)+ Xk(u(t)) dt = 

= [ ( £ 4 ^ - («(*)) 4 ^ " (*)» * - *o} + •**(«(*)) d* 
[jfi du} ' dxk 

o 
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1 

= [t(~- («(*)), a - a>o) d< + (x*(M(*))dt = [* V —'(«(*)) (<r«-a?,0)d* +-
J V 5% y J J iţi 5« s 
O 0 0 

1 

-f \ Xk(u(t))dt = j ţinem seama că = 1, 
J V duk dxt J 
o 

1 1 1 

= [* y — ( « ( * ) ) (»« - »io)di + f X,(«(<))d< = t* — X4(«(t))di + 
J <ti du, J J d£ 
0 0 0 

1 

+ \Xk(u(t))dt (integrăm prin părţi), Xk(u(l)) = Xk{x). 
o 

Cu aceasta teorema devine evidentă. 
Ecuaţiile Pfaff pentru care mulţimea [D este conexă şi simplu conexă? 

iar (%) — (x), V w e J£), adică X este un cîmp potenţial sau echi-
dXj dxt 

valent forma « este exactă, se numesc ecuaţii diferenţiale exacte. 
Fie [D o mulţime deschisă conexă şi simplu conexă. Uneori există o funcţie 

nenulă fx: E) -> IR de clasă C1 astfel încît 
lx{x)X1(x)dx1 + . . . + \i(x) Xn(x)dx„ = 0 

să fie o ecuaţie diferenţială exactă. Funcţia y. se numeşte factor integrant 
şi satisface sistemul cu derivate parţiale 

dXj dxi 

Ecuaţiile diferenţiale exacte şi ecuaţiile Pfaff care admit un factor inte
grant se numesc ecuaţii complet integrabile. Soluţia unor asemenea ecuaţii 
depinde de o constantă arbitrară. Cu alte cuvinte cîmpurile vectoriale 
corespunzătoare unor ecuaţii complet integrabile admit o familie cu un 
parametru de Mpersuprafete ortogonale liniilor de cîmp. 

O ecuaţie Pfaff în două variabile este complet integrabilă (vezi Cap. 1 ? 
§ 6). în general, ecuaţia co = 0 este complet integrabilă dacă şi numai 
dacă w A dco = 0[41] (bineînţeles, se presupune că mulţimea pe care 
lucrăm este conexă şi simplu conexă). 

Presupunem că ecuaţia Pfaff nu este complet integrabilă, adică X 
nu posedă o familie cu un parametru de hipersuprafeţe ortogonale liniilor 
de cîmp. O asemenea ecuaţie Pfaff defineşte o infinitate de curbe inte
grale al căror ansamblu se numeşte Mpersuprafaţă neolonomă. 

Exemplu. în Qţ3, ecuaţiile o^ = zdx — ydy = 0, co2 = xdy— zdz = 0 reprezintă respectiv 
suprafeţe neolonome. într-adevăr ele nu sînt complet, integrabile 

«>! A dco! = — ydx A dy A dz, KX>2 A d«2 = — zdx A dy A dz. 
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întersecţia celor două suprafeţe neolonome constă din soluţiile sistemului simetric (echivalent, 
sistem liniar cu coeficienţi coi stanţi) 

dx ăy ăz 
V z . x ' 

adică din liniile de cîmp ale lui yi + zj -f xk. 

O b s e r v a ţ i e . Revenim la ecuaţia Pfaff X1(x)dx1 + . . . + XB(x)dxn = 0 şi presupunem 
X ( x ) ^ 0 . înlocuind pe x ^ . . . , xn_1 cu u v . . . , un_1 şi pe xn cu z ecuaţia precedentă se poate 

xt 
transcrie sub forma fa = f1{u1,...,un_1, z)<Hut + . . . + / ^ ( « i , . . . , u „ _ r 2)dun_x , f 4 = — 5 

Xn 

t = l , . . . , n — 1. De aceea o ecuaţie Pfaff este echivalentă cu sistemul 

dz 
— = /"i(«i>-••>"„_!> z), t = 1 , . . . , n — 1 . 
du( 

Dacă mulţimea \£ e s t e deschisă, conexă şi simplu conexă, atunci condiţiile de complet inte-
grabilitate ale sistemului sînt 

dH d2z 

dut diiţ du} dut 

sau echivalent 

df, df. dft dl 
J± + Jlft*jL+-!lţ{, i,j = l,...,n-l. dut dz dUj dz 

Presupunem că există două cîmpuri scalare X şi/astfel încît X = X grad/. 
Dacă X şi / sînt funcţional independente, atunci cîmpul vectorial X se 
numeşte biscalar. Dacă X şi / sînt funcţional dependente, atunci se dove
deşte că X este un cîmp potenţial. Discuţia precedentă arată că X este 
un cîmp biscalar sau potenţial dacă şi numai dacă admite o familie 
cu un parametru de hipersuprafeţe ortogonale liniilor de cîmp. 

5.3. Teoremă. Fie tD o mulţime deschisă, conexă şi simplu conexă 
din OR3 şi X = (Xv X2, X3) un cîmp vectorial pe [D de clasă C1. O con
diţie necesară şi suficientă ca X să fie biscalar, adică ecuaţia Pfaff 
Xx(x, y, z)dx + Xz(x, y, z)ăy + Xs(x, y, z)ăz = 0 să admită un factor inte
grant, este (X, rot X) = 0. 

Demonstraţie. Fie X= X grad/. Eezultă rot X = grad Xxgrad/ şi 
deci (X, rot X) = 0. 

Presupunem (X, rot X) = 0. Această relaţie arată că suprafeţele orto
gonale liniilor de cîmp ale lui X trebuie căutate printre suprafeţele de 
cîmp ale lui rot X (suprafeţe de vîrtej). Fie ^{x, y, z) = cv <p2(a?, y, z) = c2 
liniile de cîmp ale lui rot X (linii de Vîrtej). Avem (grad tp^rotX)—0, (grad<p2, 
rot X) — 0, care împreună cu ipoteza implică „coplanaritatea" cîmpurilor 
vectoriale X, grad <p1: grad <p2, adică X— a grad <px 4- P grad <p2, a2 4- p2 # 0. 
Aceasta permite transcrierea ecuaţiei Pfaff sub forma a d^ 4* $ dcp2 = 0. 
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Să arătăm că —, bineînţeles pentru (3 # O, depinde numai de funcţiile 
P 

cp! şi cp2- într-adevăr, relaţiile X = agrad 9X + Pgrad 92, (X, rot X) = O 

implică (grad - , grad 9xxgrad <p2 j = 0, iar acest produs mixt reprezintă 

Jacobianulfuncţiilor —, <a1 si q>2. Rezultă — = E ^ , 92) şi deci — - +E(91,©2) = 
P ' " ' P . d ? i 

= 0. Soluţia generală a acestei ecuaţii, 0(<pi, 92) = c, reprezintă familia 
suprafeţelor ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. Oînd este Cazul, 
din identitatea X' = Âgrad 0 se găseşte X. 

Exemplu. X(x, ;/, z) = (yz, x(z — x), — xtj), x > 0, y > 0. este un cîmp biscalar. 
într-adevăr 

d d d d 
rot X (x, y, z) = f — (— xg) (*(* — *))> — (Vz) — —- ( — xg), — (x(z — a)) — 

dz dz Ox dx 
( d 

= — (— xg) -
\dg 

' ) 

9 
- — (i /^ | = (— 2*, 2», — 2x) 

dy 

şi deci (A', rot X) = 0. 
Familia liniilor de vîrtcj ale lui X este soluţia generală a sistemului 

dx dy dz 

— x y — x 

adică xy = c1( x — - = c£. Rezultă 

X(x, y, z) = a grad (xy) + <3 grad(x — z) = o(j/, x, 0) + P(l, 0 , - 1 ) 

şi prin identificare găsim a = z — x , $ = xy, adică X(x, Î/, z) = (z — x) grad (xy)+xy grad 
( x - z ) . 

Ecuaţia yzdx + x(z — x)dy — xydz — 0 se transcrie (z — x) d(xj/) + xyd(x — z) = 0 şi deci 
xy = c(x — z) reprezintă familia suprafeţelor ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. 

Din identitatea 

XI) 
X = X grad — 

rezultă X = — (x — z)2. 

§6. Probleme 

1. Să se cerceteze care dintre următoarele cîmpuri vectoriale sînt complete 

1) X(xv x2) = (1, 0), (xv x2)e [R* 

2) X(xx, x2) = (1, 0), (*!, x2)G K 3 — {(0, 0)} 
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3) X(xv x2) = (— x2, xx), ( i „ x 2)e |R2 — {(O, 0)} 

4) X(x1; xs) = (i + xf, 0), (x l; x2)e D?2. 

2. Considerăm cîmpul vectorial definit pe. |R 2 pr in X(xv x.,) — (1, 0). Pcr.lru (G [R Şipe[R*, 
notăm <pt(p) = « J J O ' unde a.p este linia de cîmp maximală, a lui X prin p. 

1) Să se arate că ? t
: [R 3 " - > [R 2 este bijectivă. Ce semnificaţie geometrică arc <p(? 

2) Să se verifice relaţiile 

9o = id> 

9(+a = ?(0 ?»• V<, s e [R 

?_, = 9r1> V i e R 
(Rezultă că 2 —> cp( este un homorfism de la grupul aditiv al numerelor reale în grupul Injec

ţiilor planului). 
Aceeaşi problemă pentru X(xv x2) = (x2, x^ , (xv x2)e [R2. 
3. Se dau cîmpurile vectoriale definite respectiv prin : 

1) V(x, y, z) = xzî + 2(2x — y)j — x2fc, x ^ 0, z ^ 0 ; 

2) V(x, y, z) = x2(y + 2)1— y2(2 + x) j + 22(y — x)F , xyz f. 0 ; 

3) ~V(x, y, z) = xzî + yzj — (x2 + if)k , x > 0, y > 0, z > 0. 

Să se determine familiile liniilor de cîmp. 

4. Să se cerceteze stabilitatea poziţiilor de echilibru pentru 

1) x' = sin (x + y), y ' = e*— 1 ; 
2) x' = 1 — xy, y ' = i — ys. 

5. Fie F spaţiul vectorial real al funcţiilor reale de clasă C°° pe [ p (~ [R s şi fie; 
3~ : V-*V funcţia definită prin 

df df df 
0~(f) = — — (y + 22) + (3y + 42) - . 

3x dy dz. 

1) Să se arate că 3~ este o transformare liniară. 
2) Să se determine Ker ST. 
3) Să se rezolve ecuaţia &~{f) — ţ-

6. Pentru fiecare dintre următoarele cîmpuri vectoriale să se determine suprafaţa de cîmp 
ce trece prin curba specificată. 

1) V(x, y, z) = xy2î + a-2y/+ 2(x2 + y 2 )£ (x, y, 2)6 [R3 — {(0, 0, 0)}, C : x2 + y2 = 4, z=U 

2) V(x, y, 2) = x(l — 2y2)1 + y(l + 2x2)J + 22(x2 +if)k, — > 0, JL > 0, C : xy = a,. 
a A 

2 = 6. 

7. Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii : 

dz dz 
xif + x2y = î(x2 + y2), 2 ^ 0 ; 

dx dy 

dz dz y2 

x — + 3y — = 4 _ , x j> 0. 
dx dy x2 



'8. Folosind metoda reţelei să se aproximeze soluţiile ecuaţiilor: 

df df 
1) — = _L , /•(!, 0) = sin TCX, (x, y)e [O, l ] x [0,1], h = k = 0,2; 

dx cty 

2) 2 3 — = x + y, f(x, 0) = x(2 — x), (x, y)e [O, 21x [O, 2] ,h = k = 0,1; 
dx dy 

df df 
3) 7 — H = ysin x, f(x, 0) = cos x, (x, y)e [0,1] xiO, re/2], A = 0,05; k - 0,1. 

dx dy 
9. Să se găsească soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii Pfaff : 

1) x^xf + x\ - &)&xx + x2(xf + x | + aa)dx8= 0, (xv x2)E R a 

2) ( e ¥ . + l)dxj + I lX3"~" e*i**dx2 = 0, (Xl, x2)£ fR» - 0x2 
Xg 

S
r ^(XiXjjXj) i "1 

H , \dxl = O, i u x2, x3 > 0. 
[ Xj + X2 + X3 Xj. J 

10. Fie V(x, y, z) = 2z(x7 + yj) — (*a + {/*)*. 

1) Să se determine suprafeţele ortogonale liniilor de cîmp şi să se scrie V sub forma V — 
= Xgradf. 

2) Să se gpsească funcţiile <p pentru care X(x, y, z) = 2z(xi 4 yj) + <p(x, y, z)k admite supra
feţe ortogonale liniilor de cîmp. 
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