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mint fie prin aplicatiile ei divects
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lor genevalizate, care la rindul loy
au aplicatii in tehnicd §i fizica teo-
reticd,”
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CUVINT INAINTE

Cartea de fatd a constituit pentru mine o surprizi. Autorul
este deja cunoscut cititorilor din tara noastra printr-o lucrare
de initiere in stiinfa statisticii, publicati in colectia ,,Sinteze
Lyceum” (Gindirea Statisticd — un mod de gindire al viito-
rului, Edit. Albatros, 1977).

Stilul vioi, atractiv era una din caracteristicile lucririi
citate.

Abordind un subiect atit de diferit, nu am crezut la inceput
cd tindrul statistician va reusi si reediteze cu acelasi succes,
atractivitatea atit de necesard unei lucriri destinate citito-
rului atit de pretentios care este tinira generatie.

Personal, mirturisesc cd am parcurs Triunghiul — ringul
cu tret colfuri ca pe un roman de aventuri de bund calitate:
nu l-am lisat din miini pind la ultima pagini. Aceasta este
o dovadi in primul rind a realului talent literar cu care este
scrisd prezenta carte de geometrie sintetici. Pe de alta parte,
materialul original inclus, elementele istorice, modul de
prezentare, fac din aceastd lucrare o carte cu adevirat utild
elevilor, putind fi folositd ca auxiliar pretios in pregitirea
scolard cit si pentru diferite concursuri in care gecmetria
sinteticd intervine in probele respective.

Dupid cum am mai spus, autorul — desi azi cunoscut cer-
cetator in domeniul statisticii matematice, a debutat ca tinir
matematician in domeniul geometriei sintetice: intre anii
1960— 1963, paginile ,,Gazetei Matematice® includeau aproape
in fiecare numar, articole, note, probleme originale sau rezol-
viri datorate statisticianului de astizi.

Experienta unei rodnice activititi la aceasti minunatd
revistd de matematici elementare isi spune cuvintul. Cérti
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de acest gen sint greu de scris; ele cer in primul rind pasiune
pentru subiectul abordat, dragoste si intelegere pentru
cititorul ciruia {i sint ad.resate convingerea cd slova scrisd
trebuie sd contribuie Ia instruirea §i educarea tinerilor in
spirital muncii, spirit ce caracterizeazi — in lumina vie a
documentelor Partidului nostru fiecare om al muncii din
fara noastra.

Acad. GH MIHOC



Memorier tatdlur men
Gheorghe Vodd (1898—1952)

BIN PARTEA AUTORULUI

Matematica asa-numitd ,elementara” are in tara noastri
o veche traditie. Este semnificativ si mentionim ci , Gazeta
Matematici” apare practic neintrerupt din anul 1895, cind
un grup de entuziagti in frunte cu Vasile Cristescu, Alexandru
G. Ioachimescu, Ion Ionescu gi Gheorghe Titeica au reugit
fnfiintarea unei reviste de matematici meniti a deveni un
avanpost in viata culturald a tarii.

De-a lungul timpului, ,,Gazeta Matematici” a creat o
adevirati pepinieri de talentati matematicieni §i a trezit
un interes viu, emulativ pentru stiinfa cu faima de ,,cea mai
arida”.

Daci urmirim tendintele care au caracterizat activitatea
»Gazetei Matematice” si a surorilor ei mai mici §i anume
»Revista Matematicd din Timigoara” (RMT), ,Pitagora”
sau ,Pozitiva® — pentru a nu cita aici deeit pe cele mal
cunoscute, se constati o preferintd accentuati pentru
partea ,clasici” a matematicii: geometrie, algebrd, teoria
numerelor, analizi matematicd si trigonometrie.

Intre aceste ramuri, geometria sintetici a ocupat un loc
aparte datoritd in primul rind frumusetii ei intrinseci. In al
doilea rind, din punct de vedere didactic, geometria are fati
de celelalte ramuri — avantajul imaginii — care joacd din
punct de vedere psihologic un rol important in formarea
rationamentului abstract, matematic.

Chiar si in epoca actuald, cind in revistele destinate tine-
retului se constatd o adevirati ,invazie“ a teoriei structu-
rilor algebrice, a teoriei probabilititilor si statisticii matema-
tice, a teoriei multimilor etc., geometria sintetici — desi
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are posibilitati limitate - dupi cum spunea profesorul
N.N. Mihiileanu [13], nu poate fi climinatd din ansamblul
cunoasterii §i din didactica generala.

Sensul care trebuie atribuit ideii de mai sus este urmi-
torul: un matematician nu are dreptul si se lase ,,prins in
ringul cu trei colturi“. Geometria triunghiului nu poate
constitui un scop in sine pentru o cercetare matematicd de
o viati. Dar rolul geometriei triunghiului este mult mai
important decit pare la prima vedere, cind unii dintre noi
sint tentati si-1 considere ,,un joc secund”. Ea este una din
ramurile matematicii elementare intens folositd in teoria
mecanismelor (vezi [13]). Este cunoscut de asemenea proce-
deul numit ,triangulatie”, prin care se efectueazi misurarea
unor suprafete de teren. Problemele de maxim si minim
legate de triunghi au nebanuite aplicatii in fizic4 si constructii
ete.

Desigur, in toate aceste domenii, geometria triunghiului
ca si orice altd bransi de matematici este un element auxiliar.
Dar aici, acest element auxiliar detine una din importantele
yvirtuti ale matematicii“ de care vorbea acad. Gh. Mihoc
(vezi -, Scinteia”, § dec..1976) si anume formarea unei gindiri
corecte si clare prin intermediul rationamentului abstract
si al imaginii concrete.

Literatura roméineasci de specialitate este deoscbit de
bogata in ceea ce priveste geometria sintetica.

Lucrarea de fati, desi conceputd la stilul ,romanesc”,
contine o bogati informatie, de multe ori originald asupra
domeniului abordat. Sint incluse in cursul expunerii in mod
deliberat variate probleme alese, majoritatea din revistelc
roménesti, iar capitolul V constituie de fapt o ,culegere de
probleme concentrati“ asupra gcometriei triunghiului.

Rolul tuturor lucririlor destinate tineretului este acela
de a raspunde pe deplin prevederilor Programului Partidului
Comunist Roman de fiurire a societitii socialiste multilate-
ral dezvoltate §i inaintare a Romdiniei spre comunism.
Astfel, dupi cum se subliniazi in acest istoric document,
fn fara noastri se actioneazd intens pentru ,realizarea unui



profil larg al liceelor, al invitimintului general, reducindu-se
tn continuare fanmltarea spec1ahtat110r astfel ca absolventul
de liceu sd aiba cunostinte multilaterale pentru a putea trece
cind apare necesitatea, in diferite domenii de activitate ale
industriei, agriculturii, economiei §i in alte sectoare ale
societétii noastre socialiste.” ( Programul Partidului Comunist
Romdn de fiurire a societdpis socialiste multilateral dezvoltate
st inaintare a Romdniei spre comunism, Editura politica,
Bucuresti, 1975, p. 94).






INTRODUCERE
{sau cite ceva despre geometrie}

,Ring (SPORT), platformd pltraid,
special amenajald, pe care se disputd
meciurile de box. R. este ridicat ia
0,75—1,25 m deasupra solnlus, ars o
suprafatd cave variazd Intre 25 5i
36 m2 gi este inconjurat cu-tres yindurs
de corzi® (Dictionar Enciclopedic
Romén, vol. IV, Q-Z, Editwa
politicd, Bucuresti, 1966, p. 152)

Ringul despre care va fi vorba in cele ce urmeazd este
ceva mai pasnic, desi in interiorul lui s-au dat §i se dau cu
fiecare generatie batilii grele.

Misterul — dacd -a existat cumya vreunul — e risipit
prin insisi specificarea ,colturilor”. Titlul de roman politist
ascunde de fapt o carte de matematici. Mai precis, este o
carte de geometrie sinteticd. Iar acum nu este deloc greu de
ghicit ci inculpatul nostru este cel mai ,sirac” dintre poli-
goane.

Triunghiul..;

Nu l-am considerat de prea multe ori prieten. Intotdeauna
s-a gdsit sd ne facd in necaz cu vreun loc geometric sau cu
vreo concurentd de drepte ciudate. Ca si nu mai vorbim de
cazul cind ni se cerea si-1 construim aproape din nimic — cu
o mediani, o indltime $i un unghi.

Am risuflat usurati cind am descoperit geometria anali-
ticd, multumindu-i de multe ori lui Descartes — izbavitorul
de ,teroarea inspiratiei”.

$i totusi, perfidul ring- — odatd ce te-a prins intre corzile
lui — chiar dacd scapi, te atrage fird voie. E ca o ]ungl&
sau ca aerul tropicelor: ajunge si-l respiri o singurd dati
pentru a-i sim{i mereu lipsa cind nu-l mai ai.

Cé lucrurile stau aga, ci nu e numai o imagine poeticd
niscutd din simpatia noastri (cu totul subiectivda, dac}
putem spune asal!) pentru vedeta geometriei elementare, o
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dovedesc marii nostri matematicieni i multi altii de pe alte
meleaguri, care in clipe de rigaz, retrasi pentru o clipi din
viltoarea propriului lor domeniu specific, s-au lisat captati
de ringul cu trej colturi.

Traian Lalescu. (1882—1929) — as al teorief ecuatiilor
integro-diferentiale este poate cel mai pregnant exemplu.
El creeazi chiar o teorie a unor triunghiuri speciale si scrie
?i o c:T.rte intitulati Geometria triumghiului (vezi bibliogra-

ia, [8]).

Victor Thebault (Belgia), Jacques Hadamard (Franta),
Fr. Morley (S.U.A.), D.I. Perepiolkin (U.R.S.S.), sint numai
citeva nume care au gravitat in jurul ABC — ului...

Probabil ci aceastd magie a geometriei dateazi din timpuri
imemoriale. Azi, sintem obisnuiti si considerim numerele
ca element primordial, ca punct de pornire a oricirei judeciti
matematice. $i totusi, omul s-a lovit la inceput de forme.
Forme, care chiar daci nu erau ,geometrice” in sensul dat
de noi astizi, contineau primele elemente de geometrie.

Luna plind a sugerat probabil cercul, muntii — corpurile
poliedrice, orizontul — dreapta, iar constelatiile — poli-
goanele.

Istoria numerelor este mult mai tindr}, originea ei izvorind
si din necesitatea de a misura aceste forme.

Revenind din naturf in societatea umani, constatim ime-
diat cid agricultura si constructiile au fost primele ,genera-
toare de geometrie”,

Clasicii materialismului dialectic au sesizat magistral acest
aspect care este de fapt inceputul matematicii ca stiinti:

»--.matematica s-a niascut din necesititile practice
ale oamenilor; din masurarea loturilor de pimint
si a capacitdtii vaselor, din calcularea timpului
si din mecanici“ (Fr. Engels, Anti-Diihring,
ed. III, ESPLP, Bucuresti, 1955, p. 48).

Istoria geometriei incepe cu un mic paradox legat de ins#si
numele ei. Cu putina greacd pe care o stim fiecare, nu este
prea greu de recompus semnificatia etimologici a cuvintului
geometrie. Geo — péimint, metron — mésurd. Asadar, avem
de-a face cu stiinta de a misura pimintul.
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Dar la vechii greci — de la care ne-a provenit aproape
fntreaga terminologie si care au faima de ,clasici” in acest
domeniu (faim# care nu este deloc atribuiti pe nedrept),
stlinta masurdrii pimintului nu avea prea multe lucruri
comune cu ,adevirata geometrie. Ei numeau aceste apli-
cafii de fapt ale geometriei (asa cum spunem noi astizi),
geodezie. De ea se foloseste in largd misurd geografia,
la construirea hirtilor, atlaselor etc.

Geodezia este, prin vocatie, slujitoare supusi triunghiului
Tatd, si dim un exemplu, care la prima vedere pare banal.
Dar totusi, si ne amintim un fapt: azi, oricare dintre noi
oluim de bune® afirmatii ca: ,iniltimea Everestului este de
X metri, ,virful Omul are Y metri” etc., firi si ne mai
gindim cum s-a reusit si se afle aceste lucruri.

Si privim insi figura 1.1. In dreapta, am desenat un munte
a cérui indl{ime nu o cunoastem §i pe care vrem s-o aflim.

|4
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|
|
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-, i
< i
/ |-
v |
A A 2AL £ | N
P a P. - Vl

Fig. 1.1.
Miésurdm inilfimea unui munte

Ne inchipuim ci putem privi prin munte, si din virful
sdu, notat cu V, coborim o perpendiculari pe baza sa.
Proiectia lui ¥ pe bazi o notim cu V¥’ §i deci distanta VV’' =
= d (necunoscut#) este mirimea care ne intereseazi. Pini
acum ru cunoastem de fapt nimic. N-am bitut insi atita
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g.rum pind la poalele muntelui frd si fi adus cu noi ajutoaie
n afari de cunostintele noastre de geometrie, pe umir pur-
tim un aparat ciudat numit teodolit. Structura lui
mecanicd nu e complicat3, i el v este infitisat in figura 1.2.

semicerc gradat —>
pentru. unghiuri verticale

/ postameri

loc pentru
fixarea

trepieduiui cerc gradai

pentru unghiur{
orizortale

nivela cu apd

Fig. 1.2,
Un prieten al ,geometrului practician”;
teodolitul

S& incercam si-l descriem putin: in primul rind, el constd
dintr-o luneti mobili atit in plan vertical cit si in plan
orizontal. In planul vertical se afld fixat un semicerc gradat
pe care se citesc unghiurile verticale. in planul orizontal —
mai precis pe postamentul pe care este agezatd toatd ,insta-
latia“, se afld un cerc gradat pe care se citesc unghiurile
orizontale. Postamentul e previzut cu trei locase pentru
fixarea unui trepied. , Echilibrul” aparatului se controlcazi
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cu un dispozitiv simplu numit ,nivela cu api“ — de fapt
un tub in care pluteste o buld de aer. Trepiedul se fikeaza pe
teren, reglindu-l in asa fel incit bula de aer si ajungi Ia
mijlocul tubului. Sigetile cclor doud cercuri sint fixate la
gradatia O. Din acest moment, putem fncepe si rotim lu-
neta pind cind prindem reperul fixat.

Asadar, ne aflim in preajma muntelui nostru in punctul
P,. Cu ajutorul teodolitului misurim unghiul VP;A — fie
el «. Ne mutdm apoi in punctul P, — nu fird a fi misurat
distanta P,P, — fie ca 4. Din noua pozitie misurdm unghiul
VP,A — sia zicem f.

Si iatd cum am ajuns la o problemd de geometrie a
triunghiului: ,dacd intr-un triunghi oarccare se dau doud
unghiuri 5i o laturd, atunci si se calculeze indltimea cores-
punzitoare laturii cunoscute”.

Privim din nou figura 1.1. Unghiul VP,P, este de fapt
(= — B}. iar triunghiul VV’P, este dreptunghic. Deci imediat:

sin § = dfvP,. (1)
N .
Intrucit P\VP, = * —a — (r — B) = B — «, putem scrie
in triunghiul VP,P, teorema sinusurilor si obtinem:
VP, a

Er A R @
Deei sootind pe VP, din (2) si anume:
VP, = ;f(—:’i_%) %)
si iatrodacind in (1), se obtine indltimea ciutatd:
_a sin a sin 8 @

sin (8 —a)

adicd, in fond, indltimea muntelui pe care-l admiram de la

distanti. , A
Dim acum un alt exemplu. Ne imaginim de data aceasta

urmétorul joc ceva mai complicat: douid echipe — si le
numim pentru simplificare ,echipa I“ si ,,echipa 11, ascund
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fiecare cite'un obiect de volum relativ mare intr-o porjiune
datd de teren; scopul jocului este fotografierea obiectului
respectiv 1drd a fi descoperit de adversar. Cistigator al jocului
se declard acea echipd care reuseste si prezinte prima arbitru-
lui o fotografie de calitate a obiectivului echipei partenere de
joc, fird a fi descoperit. Daci un membru al vreunei echipe
este ,prins in flagrant delict” (descoperit in timp ce fotogra-
fiazd obiectivul advers), echipa respectivd pierde jocul.

Sd presupunem acum ci o grupi de recunoastere a
echipei I a descoperit dincolo de o lizierd de copaci — vezi
figura 1.8. — obiectivul echipei II care se intinde dela 4 1a B.

lizieré copaci

o ~—
Punct mobil de N TTe— _
recuncastere fechipal) N -4
N
N
N Obiectivul
N echiper 11
~N

(4)
Fig. 1.3,
Fotografiem ofiectivul echipei II
Membrii grupei de recunoagtere sint inzestrati printre altele
cu un aparat de fotografiat cu teleobiectiv. Pentru obtinerea
unei fotografii de calitate, cel care fotografiazi va trebui si
se giseascd intr-o pozitie avantajoasd fati de obiectivul AB.
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Aceasta se traduce in termeni geometrici prin gdsirea
punctului P pe drveapta (A) din care segmentul AB se vede
sub un unghs maxim.

Adici, dintre toate triunghiurile cu latura AB datid si
virful P mobil pe o dreapti datd (A). care este acela pentru
care unghiul 4 PB este maxim (si notim pentru usuinti
X APB = a).

In primul rind, trebuie si ne asiguidm cumva ci aceasti
pozitie a lui P existd, cd de fapt unghiul « isi atinge valoarea
‘maximi posibild pentru acea pozitic a lui P.

Lucrul acesta ,il simtim“, fiindca dacd ne-am situa pe
dreapti in asa fel incit A, P, B si fie coiineare, atunci « ar
fi minim, adici 0. Pe de altd parte, dacd am urca mereu pe
dreapta (A) — deci in stinga sus, dupi cum aratd figura
1.3, — unghiul s-ar micgscra mereu si la un moment dat
n~am mai vedea din segmentul AB decit un punct. Aceasta
se intimpld insd numal ,la infinit”,

Prin urmare, intre cele doud valori minime (practic pozitii
care dan aceeasi valoare minimi posibila 0), va exista si
una maximi ob{inutd pentru o anumitd pozitie a lui P pe
dreapta (A).

Sd enuntim acum o proprietate foarte cunoscuti: daci
intr-un cerc ducem o coardd 4 B de lungime dati, atunci din
orice punct de pe cerc coarda respectiva se vede sub acelasi
unghi. E interesant de remarcat ci aceastd proprietate era
cunoscuti de vechii greci, ea gisindu-se consemnati in
celebrele Elemente ale lui Euclid. Ca o consecinti a acestei
proprietiti, deducem ci existd o infinitate de puncte din
care putem vedea sub acelasi unghi un segment dat.

Asadar, daci vom construi mediatoarea segmentului AB
si vom descrie un cerc ce trece prin punctele 4 si B, gisim
cite puncte dorim cu proprietatea mai sus menfionati. La
rindul ei, si mulfimea cercurilor circumscrise unui segment
dat este infinita. In cazul nostru, situatia se prezinti astfel:
punctul ciutat se afli pe un cerc ce trece prin 4 si B, dar
acest cerc nu poate fi oarecare, deoarece observatorul ce
va fotografia obiectivul 4B este obligat si nu ,sari” de pe
dreapta (A) deoarece dacd ar sta in spatele lizierei de pomi
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n-ar mai vedea obiectivul, jar dacd ar depégsi liziera inspre
obiectiv, atunci ar fi reperat de membrii echipei II. Astfel
solufia se dovedeste a fi urmitoarea: postul de observare va
trebui fixat in locul unde cercul ce trece prin A si B este
tangent dreptei (A) asa cum se arati in figara 1.4.

Fig. 1.4.
Punctul din care trebute fotografiat
obiectivul 4B

Vi veti intrcba poate cum giseste practic observatorul
punctul ciutat? La inceput, acesta vizeazd cu telemetrul
(aparat pentru misurarea distantelor) punctele 4 i B
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pind cind obtine o acecasi distanti P4 = PB. Inseamni
deci cd raza vizuald trebuie materializats.

Pentru accasta, se localizeazi pe directia ei cel putin doud
repere — o tufdi, o piatrd mai mare, sau orice alte particulari-
titi de teren. In acest mod, mediatoarea capitd formi fizici,
coborind din sfera conceptelor in lumea reald.

Faza urmitoare constd in determinarea punctului O pe
mediatoare astfel ca 04 = OB = OP, $i OP perpendicular
fn acelasi timp pe (A).

Urmeazd acum o muncd ceva mai complicati cu instru-
mentele pe care le avem la dispozifie — teodolitul si tele-
metrul; intr3 in scend §i un al doilea observator, postat in P’,
aga cum aratd fig. 1.5.

. Fig. 1.5,
Gdsirea efectivd a punctului P

Cu telemetrul, acest al doilea observator misoars distan
. ’, A v or i
pinivla B si apoi pini la un punct oarecare O ce ma.tetriafi:i
zeazd mediatoarea. Trebuie si facem observatia cX el s-a
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agezat chiar in punctul P’ — colinear cu cele doui puncte
de mai sus. $tiind la ce distantd se afli unul de altul cei doi
observatori se poate calcula imediat:

OP = |/P'0* —P'P~, (5)

Daci ne aflim intr-un caz favorabil si anume OP = OB =
= P'B — P'0, atunci punctul in care se afli primul obser-
vator este chiar cel ciutat. Dacd acest lucru nu se intimpld,
atunci cei doi observatori se deplaseazd de o parte si de alta
a punctului de pe lizierd (¥) ce materializeazd mediatoarea,
Pind cind reugesc si apropie cit mai mult posibil ca mirime
cele doud distante OP si OB. Se intelege ci primul obser-
vator va avea teodolitul astfel reglat incit luneta si faci in
planul orizontal un unghi de 90° cu liziera.

Cineva poate reprosa desigur empirismul ultimei pirti.
Situatiile practice impun insi deseori adaptarea teoriei la
conditiile concrete. In cazul de fati, observatorul nu putea
sd presupuni problema rezolvatd, sa alerge in centrul cercului
circumscris triunghiului PAB si si masoare apoi distanta
OP | (A). Misuririle, in toate problemele, trebuie efec-
tuate fizic §i in functie de anumite conditii; pentru aceasta,
ne folosim de diferite aparate care la rindul lor sint inzestrate
cu o anumitd precizie i afectate de anumite erori. Una din
surprizele cele mai mari pe care le are un tindr atunci cind
intrd in lumea reald a verificirii unor adeviruri teoretice
este constatarea faptului ci experienta practici furnizeazi
in majoritatea cazurilor doar estimari ale adevirului
respectiv. Exemplul — ,,cel mai clasic“, ca si spunem aga —
fl constituie verificarea practicd a tcoremei: ,suma unghiu-
rilor unui triunghi este 180°“. Teorema sc demonstreazi fars
nici o dificultate. $i totusi, alegind trei puncte cit mai depir-
tate pe o cimpie, jalonindu-le si apoi misurind unghiurile,
vom constata — efectuind experienta de foarte multe ori,
¢4 numai intimplitor vom obtine exact 180°! (in majoritatea
cazurilor se va obtine o valoare foarte apropiati de 180°,
dar totusi diferitd). Aceasta nu inseamna ci teorema a fost
infirmati de practici; intervin insi aici o serie de parti-
cularitifi ale lumii reale in care triim i care nu pot fi
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neglijate. In primul rind —la o scari ceva mai mare —
spatiul in care triim este curb, planeta Pimint pe care ne
desfdsuram activitatea este ,rotundi”, aparatele cu care
efectuim misu drile au caracteristicile enumerate mai sus,
operatorii care minuiesc aceste aparate sint afectati la rindul
lor de factori subiectivi ca oboseald, neatentie, grad de
pregitire diferit, stare psihicd diferitd etc.

Din aceastd cauzi, orice experiment practic — fie cd este
fizic, chimic sau de orice alti naturi, areun caracter
statistic. Erorile si aproximarile care apar sint inerente.

in »experimentele de geometrie” — cum ar fi, de exemplu;
misurdrile de arii, suprafete curbe, volume, determinarea
distantelor sau inclinatiilor, rolul teoriei este foarte impor~
tant. Ea ne arati citre ce trebufe si tindem, care este gradul
de precizie obtinut etc. (pentru exemple si detalii este util
si se consulte lucrarea: Iu. V. Kemnit, Matematiceskaya
Obrabotka Zavisimih Rezultatov Izmerenit, Izdatclstvo ,Ne-
dra“, Moskva, 1970, p. 85 — Prelucrarea matematici a rezul-
tatelor miasurdrilor dependente).

Nu trebuie insi si tragem concluzia din cele prezentate
anterior cd geometria ar fi o stiintd experimentala,

»loate formele geometrice — spunea Egmont
Colerus! — nu sint altceva decit obiecte ale ima-
ginatiei. Cu scopul de a ne fixa ideile si pentrua
le comunica semenilor nostri, notim simbolic
aceste forme si acest lucru se face prin intermediul
desenului. Dar desenul nu este altceva decit
semne, adicd simboluri.”
Rolul acestor obiecte ale imaginatiei este acela de a modela
situatii reale si proprietiti care au loc independent de vointa
noastra, insusiri ale materiei, ale Universului, a cdrui prima
trasiturd caracteristicd este insisi structura lui geometricd.

Dar pledoaria noastri pentru geometria sintetici — si in
particular pentru triunghi, nu s-a incheiat. Un neincrezitor
poate imediat si ne arunce o provocare: bine, geometria asta
sinteticd e frumoasi, cere imaginatie, dar ce te faci, de exem-

1 Colerus, E., Dela punct la a patra dimensiune, Editura
stiintifici, Bucuregti, 1967, p. 49.
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plu, in cazul conicelor — ca elipsa sau hiperbola — care in
liceu, de exemplu, se trateazi numai pe cale analitici? La
malitiozitég de acest gen se rispunde cu exemple care si-1
reducd la ticere pe interlocutor. Iati mai departe un lant
de astfel de exemple.

S4 alegem ca ring de aceasti dati elipsa (desi tot tri-
unghiul ne va scoate din incurcituri). Nu mai € de mult
un secret ce este aceea o elips#i, asa cd o si intrdm direct in
subiect. Una din proprietitile ,frumoase” ale acestei conice
este. urmitoarea: produsul distantelor de la focarele elipsei
la o tangenti oarecare la elipsd este constant §i anume egal
cu pitratul semiaxei mici.

Figura 1.6 ne lmureste mai bine cum std situatia. Ima-
ginim in continuare urmitoarea figurd: (figura 1.7). Am
construit deci triunghinl ABC si am notat latura BC =2.
Am dus dreapta (A) — bisectoare exterioard a unghiului A.
Din B si C am coborit perpendicularele 4, si d, care sint deci
distantele de la BsiC la (A). Bisectoarea interioard a unghiu-
lui 4, AA’ are proprietatea cd este perpendiculard pe {A).
Si mai notim AB + AC = 2z (constant). Pentru a lucra
mai general, putem deci considera virful 4 mobil in plan.

Fig. 1.8
Intr-o elipsi are loc relatia d,d, — b*
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8 A c
Fig. 1.7.
Demonstram sintetic proprictatea d,d, = b2

Atunci, conform definifiei elipsei ca loc geometric al punc-
telor pentru care suma distantelor la doud puncte fixe B §l
C — numite focare, este constantd, virful A va descrie in
plan o elipsa. Blsectoarea exterioard unghiului 4 este mereu
tangentd elipsei, iar 44’ reprezintd deci normala la elipsa.
}#n regdsit, asadar, pe cale sintetici o altd proprietate a
clipsei:
»Normala intr-un punct al elipsei este egal
inclinatd pe razele vectoare”.
Putem incepe deci citeva mici evaluiri. Avem

d, = AB cos , d3 = AC cos .2. ()

prm urmare,

dydy= AB - AC - cos*™ — 4B - AC 22— B0 _
2 AB AC
- ;(AB+BC+CA)(AB+AC — BCy = : [(AB+ AC)—

— B¢y =% (4a? — 4¢?) = a? = 2. 7
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Cititorul a recunoscut folosirca formulei ,,cosinusului
unghiului pe jumitate” intr-un triunghi, unde p reprezintd
ca deobicei semiperimetrul triunghiului. Cum a si ¢ sint
date, nu avem decit si notim e? — ¢2 = b?si obtinem chiar
relatia cdutati. Este binecunoscut, de asemenea (tot din
consideratii sintetice — si mai precis din teorema lui Pifa-
gora), ci b are semnificatia semiaxei mici a elipsei (vezi din
nou figura 1.6).

Mergem acum mai departe; proprietatea pe care am
demonstrat-o mai sus ne ajutd la deducerea unei alte pro-
prietdti a elipsei si anume: dacd dintr-un punct exterior
unei elipse ducem tangente la aceasta, atunci ele sint egal
inclinate pe razele vectoare. Figura 1.8. arati sugestiv acest
lucru. In toate manualele pe care le-am intilnit, demonstratia
este ficutd analitic. $i totusi, ce simplu se poate deduce
sintetic! Iatd cum: din focarele F si F’' ducem respectiv
perpendicularele d,, d, si dy, d; pe cele doud tangente. Conform
proprietitii anterioare, au loc relatiile: d,d, = b2 5i didy = b2,
adicd de fapt:

d _ da N
A ©
Pe de altd parte, dacd privim figura 1.8, deducem imediat:
d, =F'M sina, dy= MF sin(x 4 6) ©)
di = MFsin B, d; = F'Msin(8 + 0). (10)

Daci inlocuim aceste expresii in (8) obtinem:
sin o sin 8 (11)

sin (8+ 0) sin (x+ 0)

relatie care nu poate avea loc decit daci « = 8.

Tatd deci trei proprietiti ale elipsei demonstrate ,,dintr-un
foc” prin simple apliciri ale unor proprietiti destul de simple
ale triunghiului. Incercati si le refaceti pe cale analitica si
comparati solutiile de pe o pozitie ,neutrd®. Personal, pariez
pe balanta inclinatd spre arta ce poartd numele de Geometrie.
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Fig. 1.8.
O ally proprietate a elipsci:
inclinarea egali a douid tangente
din acelasi punct pe razele
vectoare (teorema .Poncelet)

Dar, o adevidratd incheiere — mai ales la..o introducere
atit de lungd — nu poate fi suplinitd de nici o frazd wvoit
Hfrumoasi”. Adevirata incheiere consta — ati ghicit desigur!
— intr-o problema pe care v-o propun s-o rezolvati sintetic,
desi ea se referd tot la elipsd.

Problema este urmitoarea: construim o elipsi de centru O
si semiaxe a, b, si fie F, si F, focarele ei. Ducem o tangenti
oarecare la aceastd elipsi — fie ea ca de obicei (A) — si si
notdm cu M punctul in care (A) atinge curba noastri.
Dintr-unul din focare — si ne fixdm asupra lui F, coborim
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o perpendiculard pe (4). Notam cu P piciorul acestei perpen-
diculare. Ni se cere si aritim urmitorul fapt: oricare ar fi
(), proiectiile focarelor pe ea se afld pe cercul de centru O
§l razd a.

Pentru a vi trezi gustul pentru ,atacul sintetic” al qricirel
probleme de geometrie, si desenim figura corespunzitoare
(fig. 1.9.) prozei de mai sus §i si vi sugerim si citiva pasi
citre solutie. V3 uitati deci atent la elementele figurii 1.9.
Prelungiti segmentul MF,; prelungiti apoi si pe PF, pini
cind acestea se intilnesc in P’. Si unim acum P cu O. Incer-
cati si demonstrati ci OP este chiar semiaxa mare a elipsei.
Cu aceasta, problema este rezolvata.

Credem ci este suficient: un ghid trebuie si mai lase putin
din plicerea descoperirii unui peisaj si celor pe care-i conduce.

I\
/

. Fig. 1.9.
Din nou o problem3 cu elipsa:
vrem solutia sinteticd
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Capitolul 1

1. SCURT RAID
N ISTORIA MATEMATICII NOASTRE!

1.1. Cy ani in urmi

Scoala roméneasci de matematici este astdzi bine cu-
noscutid in lumea intreagi. Marturie stau numeroasele lu-
criri ale matematicienilor nostri, care apar atit in revistele
de specialitate in limba roménj cit §i peste hotare, in presti-
gioase reviste internationale.

Desigur, toate aceste succesc nu sint fntimplitoare. In
ultimele decenii, ele sint rodul unei politici constante, des-
figurate la nivel de stat, politici dusi cu scopul de a dezvolta
continuu creafia stiintifici roméaneasci.

Aceste lucruri par astdzi normale pentru tinira generatie.
Istoria dezvoltirii matematicii la noi in {ari pune insi in
evidentd faptul ci in trecut, activitatea stiintifici s-a des-
fisurat in cea mai mare parte datoriti entuziasmului si spi-
ritului de sacrificiu de care au dat dovad3 marii nostri oameni
de stiinti.

Astidzi, orice tinir pasionat de matematicl asteaptd la
sfirsitul fiecirei luni aparitia , Gazetei Matematice”; a ,Re-
vistei Matematice a elevilor din Timigoara” sau a altor
publicatii pe profil, ca un fapt -de la sine inteles. Putini stiu
probabil cd mulfi ani in urmi aceste aparitii se datorau
numai si numai activitétii benevole a unor oameni cu dra-

! Prima varianti a acestui capitol arita altfel: ea intentiona si
cuprindd o istorie a geometriei triunghiului incepind cu vechii
greci, trecind prin perioada arabd gi terminind cu tara noastri.
Examinind manuscrisul, acad. Gh. Mihoc mi-a sugerat pe buni
dreptate eliminarea primelor doud paragrafe a ciror tematic este
tratatd in mai multe lucrdri apirute in limba romini, si a avut
amabilitatea si-mi puni la dispozitie extrem de originafa. genera-
lizare a celebrei ,,probleme a chibritului®, care ii apartine.
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goste de stiintd, care de cele mai multe ori rupeau o parte
din cistigul lor pentru ca acesti adevirati mesageri de cul-
turd matematici sd poatd ajunge in miinile tinerei generatii.

Dacd privim ceva mai departe in timp, constatim cd
abia in jurul anilor 1814, odati cu activitatea didactica a lui
Gheorghe Asachi (1788—1869) si a lui Gheorghe Lazir
(1779—1823), geometria este predata la noi in limba roméni!
Pind aturci, studiul geometriei se ficea in diferite gcoli
particulare in limba latini, greaci. sau slavoni, fapt care
Limita considerabil raspindirea acestor cunostinte in mase.

Bineinteles ci nu existau manuale sau cérti de geometrie
(si in general de matematicd) in limba roméni. Prima lu-
crare de geometrie In roméneste a fost traducerea Elementelor
de geometrie apartinind cunoscutului matematician si astro-
nom AM. Legendre (1752—1833), traducere efectuatd in
1837 de pedagogul iluminist Petrache Poenaru (1799—1875)
a cdrui activitate in domeniul organizirii invitimintului
national a fost deosebit de importanta. Poenaru a fost secre-
tar al lui Tudor Vladimirescu si participant direct la marea
rdscoald populard din 1821. Refugiat la Viena imediat dupa
infringerea riscoalei, el studiazi acolo pini in anul 1824,
iar apoi se mutd la Paris unde se inscrie la $coala Politeh-
nici. In Franta, Petrache Poenaru rimine pini in 1832.
Reintors in tara, el conduce Eforia scolilor nationale pini la
revolutia din 1848 la care participd ca membru in comisia
pentru eliberarea tiganilor robi,

In 1841, Poenaru mai publicid o traducere, si anume aceea
a Elementelor de algebrd a lui Appeltauer. Activitatea sa
neobositd in slujba invitimintului roménesc ii este rispla-
titd de oamenii de cultura ai vremii prin alegerea sa ca mem-
bru al Academiei Roméane (1870).

Un rol major in dezvoltarea invitimintului matematic
roménesc l-a avut insi Spiru C. Haret (1851—1912) care ca
ministru al Instructiunii Publice a luat misuri in vederea
modernizarii invitdmintului din {ara noastri. Prin legea de
reformi a acestuia din 1898, se didea o atentie deosebitd
geometriei, completindu-se studiul acesteia cu elemente
moderne.
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Haret a sprijinit in misura posibilitatilor sale pe tinerii mate-
maticieni talentafi, facilitindu-le obtinerea unor burse de
studiu in Franta, tard care in acea perioadi dispunea de o
plefadi de eminenti matematicieni si de institute de invata-
mint superior de buni calitate.

Activitatea stiinfifici propriu-zisi precum §i activitatea
de popularizare in rindul maselor depindea la noi in buni
misurd de constiinta patriotici a unor personalitdti ridicate
din rindul poporului.

Anul 1805 se inscrie in istoria culturald a tirii noastre ca
un an cu o deosebiti semnificatie; un grup de pasionati ai
matematicii, si anume inginerii Vasile Cristescu, Ion Ionescu,
A.G. Ioachimescu precum si matematicianul Gheorghe
Titeica — acesta din urmi fiind binecunoscut astizi ca unul
dintre clasicii matematicii romanesti, infiinteazi o revistd
de matematici elementare — ,,Gazeta Matematici“ — revistd
ce avea si devind o adevdratd scoald pentru generatii intregi
de iubitori ai acestei stiinte. , Gazeta Matematici” reuseste
In scurt timp si-5i creeze o faima si dincolo de hotarele tirii,
datoritd seriozitdtii cu care erau abordate diferite aspecte
ale invitdmintului matematic.

Toti marii nostri matematicieni si-au ficut ucenicia in
paginile acestei reviste.

Adversititile diferitelor perioade istorice (primul si cel
de-al doilea rizboi mondial, criza economici a anilor 1929—
1933}, n-au reusit si-si lase amprenta asupra ,,Gazetei Mate-
matice”, tocmai datoritd spiritului de sacrificiu al celor ce
s-au consacrat bunului mers al vietii acestui adevirat for
de culturg.

Sub egida , Gazetei Matematice” s-au initiat in tara noastrd
Olimpiadele dc matematicd, mijloc important de depistare a
tinerelor talente in domeniul respectiv.

Geometria triunghiului a ocupat un loc insemnat {n tema-
tica ,,Gazetei Matematice®. In anul 1901 se infiinteazd o
editurd a ,Gazetei”, in care au vizut lumina tiparului
numeroase culegeri de probleme printre care si cunoscuta
Culegere de Probleme de Geometrie a lui Gheorghe Titeica,
piatra de incercare a tuturor tinerilor pasionati de geometrie.
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In anul 1909 sc infiinteazd ,,Societatea Gazeta Matematicd®
care de-a lungul anilor reuseste si grupeze oameni de diferite
profesiuni: ingineri, ofiteri, profesori din invitimintul mediu
sau -universitar etc.,care s-au dedicat printre altele rispindi-
1ii cunostintelor matematice in special in rindul tineretului.

Toatd munca Societdtii se desfigura prin-activitatea bene-
vold, inclusiv (5i mai ales) stringerea fondurilor necesare
tipdririi revistel, a altor publica{ii, organizirii olimpiadelor
(pe atunci numite Concursurile ,,Gazetei Matematice”) etc.

Sprijinul acordat de stat pe vremea aceea era inexistent:
este suficient si amintim doar cd redactia ,Gazetei” reu-
seste si-si amenajeze un local propriu abia fu anul 1935...

Pilda ,,Gazetei Matematice” a fost molipsitoare. In diferite
colturi ale tirii au inceput si apari ,foi" matematice care se
inspirau din modul de organizare §i lucru al ,,Gazetei Mate-
matice”. Totusi, aceste reviste nu au reusit si se mentind —
in mare parte datoritd lipsei de fonduri. Un loc important
printre ele — .ii de fapt singura care a supraviefuit — prin
atingerea nivelului calitativ al ,,Gazetei”, a fost ,Revista
Matematicd din Timigoara” (cunoscutd sub abrevierea RMT),
al cdrei ctitor a fost Traian Lalescu. Alituri de Lalescu, au
stat si alte figuri luminoase de intelectuali printre care vom
mentiona pe Theodor Anghelutd si Victor Vilcovici.

RMT a fiintat peste un sfert de secol, fiind revitalizati
astdzi sub titlul , Revista Matematici a elevilor din Timi-
soara“.

Fard a pardsi firul istoriei, s ne concentrim acum atentia
asupra unei probleme — azi celebrd — care apartine unui
matematician romin, si anume lui Dimitrie Pompeiu (1873 —
1954). Problema este in esentd destul de simpld, dar inter-
pretirile care i s-au dat ulterior de diversi matematicieni
romani §i strdini (acad. Nikola Obreskov — Bulgaria;
B. Hilton — Anglia, N.G. Botea, Dan Barbilian, E. Abason
etc. — Romania) i-au pus in evidentd originalitatea.

Tatd care este problema lui Pompein:

»sDacd M estc un punct oarccare in planul unul
triunghi echilateral 4 BC, atuncl segmentele M 4;
MB, M, sint intotdeauna laturile unui triunghi.”
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Profesorul Gheorghe Dumitrescu & expus fn 1958 (vezi
[4]) o solufie algebrici simpld intr-un caz particular: fie
AD iniltimea triunghiului ABC §i si considerim ca din
intimplare am ales punctul M pe prelungirca lui AD, ca in
figura (P,). Pentru usurintd si notim AB = AC = BC ==a
§5i DM = x. Avem deci imediat:

?i-

AD =V i aa = x4 Y (11

A

M

Fig. (B,)
Un caz particular
al problemei lui Pompeiu

Existenta triunghiului ce are-drept laturi pe M4, MB;
MC implicid demonstrarea inegalititii MA < MB 4 MC
sau M4 <2 MB.

Un calcul simplu ne aratd ci:-

/B—-\/r+%= \/ e YT S
A \/x + 4 4 2 (12)
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si prin urmare trebuie doveditd inegalitatea:

x+a l/—f— <V 4s%+ a?% (1.3)

Cum ambii membri sint pozitivi, ridicind la pitrat rezulta:
3¢ — g 3x+%’. >0= (]/37; —%)’ >0. (14

Mai putin cazul ¥ = “——Igj , inegalitatea de mai sus este ade-
viratd pentru orice ¥, §i deci teorema lui Pompeiu este
demonstrata.

De ce am ales tocmai aceastd problemd pentru a ilustra
contributia matematicienilor roméni in domeniul geometriei
triunghiului, o vom intelege mai bine trecind mai departe
la paragraful ce urmeaza.

1.2, Tainice legiturl
cu teoria probabilitatilor

(o contributie romaneasca)

Vi veti spune, desigur, cd acest paragraf debuteazi curios
chiar prin titlu: intr-adevdr, ne putem firesc intreba ce
legdturi tainice — céci vizibile in nici un caz nu prea sint —
pot exista intre teoria probabilititilor si geometria triun-
ghiului? Putem fi acuzati bineinteles de deformatie profesio-
nali. $i totusi, interferentd intre cele doud domenii atit de
diferite, existi. Aceasta nu vine decit si demonstreze inci
odatd in plus unitatea dialectici a stiintei, fapt pe care cla-
sicii materialismului dialectic l-au subliniat inci din secolul
trecut. Legitura poate fi totusi intrevdzutd, daci ne vom
reaminti ci astidzi existd chiar o subramuri — relativ inde-
pendentd a teoriei probabilitatilor, numita ,teoria probabili-
té;ﬂor geometrice®.

nainte de a ne clarifica mai bine cu ceea ce este de fapt
probabilitatea, vom reaminti ¢d prima problemd de aga-
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numite probabilititi geometrice a fost ,problema acului lui
Buffon“.

Dupd cum bine stiti, Buffon a fost un mare naturalist,
care in paralel cu ocupatia sa de bazi, era pasionat de noua
stiintd care cistiga din ce in ce mai mult teren — teoria
probabilititilor.

Problema pusi de Buffon era urmitoarea:

»Se considerd un parchet format din lame paralele avind
litimea @; un ac de lungime b este aruncat la intimplare pe
parchet (b < a). S3 se afle care este probabilitatea ca acul
si cadd pe una din liniile despirtitoare ale parchetului”.

Imaginea grafici a problemei ar fi cam cea din figura (P,).

N\ N
{b<a) \\ﬁ

Fig. (Py)
Acul lui Buffon

Problema lui Buffon nu este chiar asa de simpli. Solutia
ei a necesitat un aparat matematic destul de complicat.
Abia in 1860, matematicianul E. Barbier! i-a gisit rezolvarea,
el aritind ci probabilitatea cidutatd este 2b/ma.

Acest rezultat a avut o implicatie neasteptat de intere-
santd, si anume la calculul aproximativ al numdrului =.

1 Barbier, E., Note sur le probleme de Vaiguille et le few du
point couvert. In: Math. Pures et Appl., vol. 5, 1860, pp. 273 —286.
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fata cum sc procedeazd: se aruncd acud de lungime datd
b de # ori pe parchet si se noteazi cu », numérul de arunciri
in care acul respectiv intersecteazi una din lamele parche-
tului, Intuitiv, ne dim seama <i probabilitatea experi-
mentali” a evenimentului ,acul taie una din lame” cste
#1y/n. Prin urmare, se poate aproxima (in limbaj statistic:
pestima®) probabilitatea calculatd 2h/=a ©u numdral #,/n,
si deci:

7o 15)

Cum ¢ si b sint cunoscute, putem avea noi insine curiozi-
tatea de a efectua acest experiment statistic pentru a ne
convinge ci pini la urmi, == 3,14.

Statisticicnii britanici M.G. Kendall si P.A.P. Moran au
sintetizat intr-o lucrare intitulatd Probabilitatea geometricd
(1963) diferitele experimente de acest gen efectuate de-a
lungul anilor. Astfel, conform cu acesti autori, primul care
s-a apropiat de valoarca binecunoscutd a lui = a fost Lazze-
rini in 1901, care cu un raport b/a = 0,83 si aruncind acul
de 3408 ori, a inregistrat 1808 ,inccrcédri favorabile”, adica
un numir de 1808 cazuri in care acul a cizut pe uncle din
lame. In aceasti situatie, el a gisit: = = 3,141592,

Problema lui Buffon a suscitat un interes viu din partea
matematicienilor chiar si dupa rezolvarca ei. I s-au adus
numeroase generaliziri din care au apirut noi fapte de
geometrie, demonstrate cu ajutorul notiunii de probabilitate
(vezi Sylvester, ]J.J. Oa Buffon's problem of the
needle, Acta Mathematica, 1891, vol. 14, pp. 185-205).

Probabilititile gecometrice au dat nagtere si la asa-numi-
tele ,paradoxuri“. Unul dintre aceste paradoxuri este si
wparadoxul lui Bertrand”. Joseph Bertrand (1822— 1900),
cunoscut matematician francez a enuntat urmitoarea pro-
blemi.:

JIntr-un cerc dat se alege o coardi la intimplare.
S4 se calculeze probabilitatea ca aceastd coardi
si fie mai mare decit latura triunghiului echila-
teral inscris in cerc.”



Dovedirea esentei paradoxului lui Berirand pe cale mate-
matici este ceva mai complicati (vezi [17]). Paradoxul
consti de fapt in obtinerea pentru probabilitatea ciutatd
a mai multor valori — ceea ce evident nu poate fi acceptat.
Astfel, dacd alegem, de exemplu, mijlocul coardei, pentru
ca aceastd coardd si fie mai mare decit latura triunghiului
echilateral, trebuie ca mijlocul coardei si fie situat intr-un
cerc concentric cu cercul dat, avind raza Rf2. Aria acestui
cere este evident 1/4 din aria cercului dat, i prin urmare
probabilitatea ciutatd este 1/4. Coarda poate fi determinati
ifnsd si prin distanta de la centru la ea. Astfel, daci alegem
accastd distanti la intimplare, probabilitatea ciutati va
rezulta 1/2.

In fine, un alt procedeu poate consta in fixarea unei extre-
mitdti a coardei si alegerea la intimplare a celeilalte extre-
mititi. In acest mod, se obtine probabilitatea 1/3 (calculele
in ficcare caz in parte sint date in [17]. Ele depidsesc materia
de liceu si nu intrd nici in consideratiile noastre). Rezultd
deci ci pentru probabilitatea ciutata se obtin trei valori
diferite, ceea ce este absurd.

Explicarea paradoxului lui Berfrand consti in urméitoa-
rele: in fiecare caz s-a determinat coarda folosind un alt
experiment aleator. Dacd asa stau lucrurile, atunci fiecdrei
experiente intimplitoare ii corespunde o altd lege de posibi-
litate. Tatd deci un exemplu foarte sugestiv al faptului ci
modelul matematic al unei situatii practice trebuie neapirat
s3 ia in considerare caracteristicile situatiei respective. Daci
vom face abstractie de aceste caracteristici, atunci cu sigu-
ran{id ci vom obtine nenumirate alte paradoxuri.

Nu trebuie ins3 s tragem concluzia ci notiunea de proba-
bilitate variazi in functie de situatia practici in care ea
apare. Teoria probabilititilor este astdzi o teorie matematici
bine formalizatd si inchegatd, care ca orice altd teorie mate-
maticd are un sistem riguros de axiome din care decurg in
mod logic propozitiile sale. Nu este mai putfin adevirat ci
punerea pe baze axiomatice a acestei teorii s-a produs relativ
tirziu; abia cind matematicianul sovietic. A.N. Kolmogorov
(n. 1903} a publicat la numai 30 de ani o lucrare fundamen-
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tali -intitulati Bazele teoriei probabilitiilor. Desigur, si
‘fnainte de aparitia acestei lucrari au existat matematicieni
care s-au preocupat de gisirea unui cadru unitar, axiomatic,
pentru aceastd teorie. Printre acestia, trebuie mentionat
Francesco Paolo Cant-lli, celebru statistician italian, printre
ai cdrui studenti s-a numarat acum mai bine de patru decenii
si profesorul Gheorghe Mihoc.

Tindrul cititor este indemnat si citeasci — pentru o
orientare mai clard — una din lucririle aproape firi egal in
lume despre istoria genezei si problematica teoriei probabi-
litdtilor, lucrare care apartine unui clasic al matematicii
maghiare, Alfred Rényi (1921—1970) si intitulatd Dialog
despre calculul probabilititilor (Editura stiintifica si enciclope-
dica, Bucuresti, 1973, in traducerea profesorului Silviu Tele-
man s§i cu note introductive de dr. docent Maiius Iosifescu),

Pentru ceea ce avem noi nevoie aici, este suficientd insd
aja-numita definitie clasici a probabilititii, si anume:

nProbabilitatea (unui anumit fenomen, dintr-o
clasi dati de fenomene) este raportul dintre numi-
rul de cazuri favorabile producerii fenomenului
respectiv si numarul tuturor cazmilor posibile pro-
ducerii oricirui fenomen din clasa respectivi‘!

Tot intuitia ne va spune ci intotdeauna numdirul de
cazuri favorabile este mai mic sau cel mult egal cu numaérul
de cazuri posibile si deci probabilitatea (P) este un numir
mai mic sau egal cu unitatea. Pe de alti parte, dacid intr-o
situatie nu existd nici un caz favorabil, atunci evident,
P = 0. Jatd deci, cd probabilitatea este de fapt un numir
cuprins intre O si 1. Evenimentul cu probabilitatca 1 cste
numit si ,,evenimentul sigur, iar evenimentul cu probabi-
litatea o.este numit ,evenimentul imposibil“. Excmple se
pot da numeroase, chiar din domeniul geometriei sintetice.
De pildi, chiar teorema lui Pompeiu: probabilitatea ca
alegind la intimplare un punct M in planul triunghiului
echilatcral ABC, si putem construi un triunghi cu scgmen-
tele MA, MB, MC, este 1 (constructia triunghiului respectiv

1 Definitia este extrem de elementard pentru a nu face apel la ele-
mente de teoria probabilititilor ce depisesc cadrul lucririi.
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este un eveniment sigur). Alt exemplu: probabilitatea ca
fndltirile intr-un triunghi si fie concurente este tot 1 (ori-
care dintre noi poate demonstra ugor cd iniltimile intr-un
triunghi se inteisecteazi intr-un punct). In fine, fiind dat
un tiiunghi ABC cu laturile a, b, ¢, si suprafata S, probabi-
litatea ca cercul de razi abc/4S si nu treaci prin virfurile
4, B, C, este nuld, deoarece dupd cum se stie, cercul de razi
abc[4S este chiar cercul circumscris triunghiului.

Pentru o ilustrare grafici, si considerim un segment de
lungime dati. Pentru usurinti si luim pe o axd chiar seg-
mentul (0, 1). Ne punem intrebarea: care este probabilitatea
ca alegind la intimplare un punct M pe (0, 1), segmentul
OM sa fie mai mic decit 1/3? In mod natural, multimea
cazurilor favorabile este segmentul (0, 1/3). Atunci, proba-
bilitatea cdutati estc:

pP— lungfmea segmentuluf (0, 1/3) - 1/3 =1/3. (1.6)
lungimea segmentului (0, 1) 1

Trecind la arii, de exemplu, si considerim in plan o curbd
inchisa, convexi, de arie S. In interiorul ei sa considerim
o altd curbd cu aceleasi proprietiti, dar de arie S,. Probabi-
litatea P ca un punct M luat la intimplare in spatiul inchis
de prima curbi si cadi in interiorul celei de-a doua curbe,
este prin urmare S,/S.

Una din problemele interesante de probabilititi geome-
trice referitoare la triunghiuri, este celebra ,problemi a
chibritului“. Ea se enunti astfel: un chibrit este rupt la
intimplare in trei parti. Care este probabilitatea ca si se
poatd forma un triunghi cu aceste trei parti? Desigur, pro-
blema are si o formulare si mai putin umoristica, adica:

,Fiind dat intervalul (0, 1), se aleg la intimplare
‘doud puncte « si B; care este probabilitatea ca
cele trei intervale determinate pe (0, 1) si
formeze un triunghi?“

Pentru a nu complica mai mult lucrurile, sd alegem punc-
tele « 5i B pe segmentul (0, 1) si s& observim ci-am ficut
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alegerea din figura (Pg), unde a < B. Segmentele ce vor fi
laturile triunghiului ciutat, au deci lungimile o, — o, 1 — 8.

Dupd cum bine $tim, intr-un triunghi o laturd trebuie
sd fie mai mici decit suma celorlalte douid. Agadar, dacd pe
cazul concret va trebui si avem:

a<(B—o) +(1-B); B—a<at (1—B); 1—B<atP-a) (17)

0 P g 1
| — AL i¥a Jd
r la) N 1
Fig. (Ps)
Doua puncte 1a intimplace pe (0, 1)

care devin imediat:
O<a<l<p<l; B—a<o. (*)

Ce se intimpld insd dacd o > B?; atunci segmentele ce vor
trebui si formeze triunghiul sint: 8, « — B, 1 — « care din
acelcasi motive de mai sus, vor implica in final inegalititile:

0<B<—;—<a<l; a~@<..§.. (=%

Deocamdati n-am gasit decit conditiile impusc asupra
numerelor. Si considerdm acum un sistem rectangular de
axe {Oa, 0B) si fie M{«, B) un punct in pitratul de coordonate
0,0), (0, 1), (1,0), (1, 1). Deoarece « si P sint alcse intimpli-
tor, si punctul M va fi ales intimplator in acest pitrat.

Punctele care satisfac sistemele de conditiile (¥} si (**) se
gisesc in regiunea hasuratd din figura (P,) a cirei arie este
evident 1/4 (aria punctelor favorabile). Cum aria punctelor

sibil de ales este 1 (aria patratului), rczultd cd probabi-
itatea cdutati este 1/4.

Acad. Gh. Mihoc, a publicat in anul 1977 in revista ,,Curierul
Liceului 1.L. Caragiale” din Ploicsti (pp. 6—9), solutia unei
interesante probleme legatd de triunghi, al céirei enunt i
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0 (1,0} :
Fig. (PJ

Rezolvarea ,problemei chibritului”

apartine de asemenea. Acad. Gh. Mihoc enuntase de fapt
aceastd problemid cu aproape un deceniu in urmi ca un
divertisment, dar s-a cpnstatat ulterior ci ea reprezinti o
frumoasd generalizare a problemei chibritului, si ci pune
in evidenti legituri nebdnuite cu geometria sintetici si cal-
culul probabilititilor. Facem aici o parantezi si amintim
faptul ci celebrul geometru rus N.I. Lobacevski a fost prin-
tre primii geometri de ,profesie”, care a atacat sistematic
problema folosirii teoriei probabilitdtilor ca instrument de
lucru in geometrie.

Problema acad. Gh. Mihoc

Si se determine probabilitatea ca distantele de la
un punct luat la inttmplave tn inferiorul unus
triunght dat ABC, la laturile sale sd poatd forma
un triunghs.
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Fig. (Ps)
Problema acad. Gh. Mihoe

In figura (P;) am ales deci la intimplare un punct M in
interiorul triunghiului ABC, de laturi e, b, ¢, si am notat
cu %, y, z, distantele lui A la laturi. Dacd S este aria triun-
ghiului, nu este prea greu de demonstrat ca:

ax + by + ¢z = 2S. (1.8)

Conditiile impuse lui %, y, 2 ca si poatd forma un triunghi
sint:

a<ytzy<z4xz2<zx+y. (1.9)

Din relatia (1.8), scoatem pe z si il inlocuim in relatiile
(1.9) care devin astfel:

(@+c)x+(0—0cy<2S;, (a—x+ (b+0c)y<2S
(@4+c)x+ (0 +c)y <2S.

Nu es. >, de asemenea, greu de vizut cd oricare ar fi ale-
gerea lui M in interiorul triunghiului (exceptind bineinteles
virfurile si laturile), distantele x i y indeplinesc conditiilé:

O<a<h, O<y<h, (1.12)

(1.11)
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unde k, si 4, sint iniltimile triunghiului corespunzitoare
laturilor a si b.

Inegalititile (1.11) inchid un domeniu delimitat de drep-
tele:

@+c)x+b—c)y=2S; a—c)x+ (b +c)y=2S
(@ —c)x + (b + c)y = 2S.

Probleriia care se pune deci este determinarea probabilititii
ca un punct luat la intimplare in interiorul dreptunghiului
de coordonate (0, 0), (4,, 0), (0, &), (h,, k) sd verifice ine-
galitatile (1.11).

Calculim aria triunghiului format de dreptele (1.13).
calcul laborios, dar neinteresant, ne conduce la urmatoarea
expresie a ariei:

Aria = 8eS? . (1.14)
(@ + ) + ¢)(c + a)

Asadar, probabilitatea ceruti este:

= 8cS? . (1.15)
(a + 8)(d + ¢)(c + a)hahp

Se stie insd cd intr-un triunghi au loc relatiile: ak, = bk, =
= ch, = 25 si deci, probabilitatea se exprimd in functle de
laturi astfel’

(1.13)

= 2abe . (1.16)
(¢ + b)) + ¢)(c + a)

Acad. Gh. Mihoc face urmitoarele observatii interesante:
Se stie de asemenea ci intr-un triunghi oarecare are loc
inegalitatea

(@ 4+ 8)(d + ¢c)(c + a) > 8abc, (1.17)

relatie care rezultd imediat din inmulfirea membru cu mem-
bru al inegalitatilor evidente:

(@ + ) > 4ab; (b + ¢)2 > 4bc; (c + a)? = 4ac. (1.18)
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Din aceasti cauzi, probabilitatea P este majoratd astfel:

P= 2 abe <L 1.19).
e+ )0+ o)c+a 4 (1.19)
Asadar, probabilitatea ca alegind un punct in interiorul

unui triunghi distantele lui Ia laturi s formeze un triunghi

este mai micd decit 1/4. Probabilitatca este egald cu 1/4 cind
triunghiul este echilateral.
In cazul triunghiului echilateral, se stie ci daci M este un

gmct din interiorul siu, atunci suma distantelor de la M

laturile triunghiului este constantd oricare ar fi M si
anume este egali cu iniltimea triunghiului Problema revine
deci la fmpirtirea unui segment de lungime egald cu inil-
timea unui triunghi echilateral in trei segmente care si
poata forma un triunghi. Recunoastem deci. ,problema

chibritului” pentru care probabilitatea este 1/4.

Tata deci cit de neasteptate pot fi conexiunile intre doud
ramuri de matematic3, in aparenti atit de diverse!




Capitolul 1

2. IN DIFICULTATE
SAU CUM SA INVATAM
GEOMETRIA TRIUNGHIULUI

2.1. Un alt punct de vedere

O sa incepem acest capitol, citind un pasaj dintr-un foarte
util ghid de pregitire la matematici pentru concursul de
admitere in invidtimintul superior; in materialul consacrat
geometriei plane, autorii subliniazd — pe bund dreptate —
urmitoarele:

,Dificultitile prim;ipalc alc problemelor de geome-
tric plani constau in caracterul lor nonstandard.
Fiecare problemi de geometne plani comporta
an studiu specific in care sint implicate in afara
informatiilor obtinute in liceu, o anumiti obis-
nuinti de a rczolva probleme, o. gindire logici
bine conturati, ca si o anumitd creativitate.”
- Aceste lucruri sint in mare misurd adevirate. ,Sperie-
toarea” examenelor de tot felul, au constituit-o multi vreme
— si o- constituie incd — problemele de geometrie plana,
indeosebi cele legate de triunghi.

Faptul nu este intimplitor; problemele de geometria
triunghiului nu sint de fel simple, $i o lungd perioadd dc
timp — istoric vorbind — au constituit mindria ,profesio-
nistilor matematicii” din diferite epoci ale dezvoltérii socic-
t4tii omenesti.

Au existat — la diferite momente si in diferite tiri —
glasuri care s-au ridicat unpotnva geometriei sintetice si a
geometriei triunghiului in particular, sub motivul c& logica
si gindirea elevilor se poate forma si dezvolta si fird ajutorul
acestei discipline, propunind fn schimb discipline moderne
si foarte direct aplicative, ca teoria probabilititilor si statis-
tica matematici.
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Autorul acestor rinduri — ca statistician care a lucrat
mai bine de un deceniu in diferite ramuri ale industriei, fsi
da seama poate mai bine decit alti teoreticieni, cd o gindire
clari si o deprindere a rationamentului exact nu se poate
face sarind etape intregi de dezvoltare a matematicii. Desi-
gur, predarea geometriei — cum sublinia §i profesorul N.N.
Mihiileanu [13] — necesitd incd substanfiale imbunititiri.
Aceasta nu inseamni insi de fel eliminarea unei ramuri care
— contrar unor idei preconcepute — are importante apli-
catii intr-o sumedenie de discipline tehnice. Pe de alt3 parte,
nu trebuie bineinteles exagerat rolul geometriei sintetice —
cu toatd frumusetea ei.

Revenind la citatul de mai inainte, trebuie si remarcim
cd nu degeaba sistemul de invitimint din- toate {irile a
péstrat si va mai pistra probabil incd multd vreme de-acum
incolo studiul geometriei sintetice. Lisind la o parte aplica-
tiile directe ale acestei ramuri, acea creativitate de care se
vorbea acolo constituie un element esential. $coalaurmi-
reste de fapt nu ,pproducerea” unui automat de rezolvat
probleme, ci a unui individ fnarmat cu notiuni, concepte si
tehnici de calcul, capabile sd-i permita si raspundd anumitor
cerinte de ordin teoretic si practic. Daci in ziua de azi,
calculatoarele au ajuns sda ,creeze“ muzicd, versuri etc,
aceasta se datoreazi tot omului care a implantat anterior
in structura acestuia posibilititile materiale de a combina
note sau cuvinte. Calculatorul nu va fi insi niciodati in
stare de adevirata creativitate. El nu va fi niciodatd capabil
sd redea cu de la sine putere magica atmosferd a ,mortii
ciprioarei“ lui Labis, sau gravitatea unui lied de Lipatti.
Dupi cum la fel nu va fi in stare si descopere proprietiti
fascinante ale micutului poligon cu trei laturi, asa cum
numai Lalescu sau Barbilian o puteau face...

Si totusi, cu tot caracterul lor ,nonstandard”, cu toatd
ncantitatea de inspiratie” necesard, firi indoiald, in rezol-
varca problemelor de geometrie sinteticd — in particular a
cclor de geometria triunghiului — , geometria triunghiului se
poate inviita ca un tot unitar pe cale logico-deductivi.
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Risfoind paginile ,Revistei Matematice din Timisoara®,
am gisit in numirul 1 din anul 1929 un articol scris de mate-
maticianul C.I. Bujor, intitulat ,Extinderi in geometria
triunghiului“. Chiar pe prima pagini a acestei lucrdri se
remarca urmitorul fapt interesant: .

»Elemente ale unui triunghi, puncte i curbe
remarcabile, proprietiti, sint in strinsd legdturd
unele cu altele, deduse sau definite cu ajutorul
unui singur element. Ca element generator ar
putea fi privit oricare dintre ele...”

C.I. Bujor abordcazi aceasti problemi ,dintr-un punct
de vcdere mai inalt” (vezi N.N. Mihdileanu, idem op. cit.
pag. 243, [14]), aplicind unele metode care depisesc cadrul
cunostintelor predate in scoala.

Ideea unititii proprictitilor geometrice ale triunghiutui
trebuie insi retinuti. Ea a fost demonstratd implicit de
citre Giovanni Ceva cu mult timp in urmd. G. Ceva nu a
previzut implicatiile descoperirii sale. Tecrema, care azi i1
poarti numele, este incd tratatd ca o proprietate oarecarc
de geometrie sinteticd.

$i totusi...

2.2. Giovanni Ceva — precursotr necunoscut
al unei noi geometrii a triunghiuiui

Giovanni Ceva a fost un matematician italian care a triit
fntre anii 1647—1734. Istoria culturii italiene ii pastreazi
un loc important in pleiada de matematicieni ai Renasterii
si Evului Mediu tirziu.

In anul 1678 el publici la Milano o lucrare intitulati
Constructia staticd a liniilor drepte concurente (titlul in limba
latind era: De lineis rectis se invicem secantibus statica
constructio) in care el insistd in special asupra a ceea ce noi
numim astdzi ,teorema lui Menelaus” (aprox. sec. II, era
noastrd), demonstrind-o cu ajutorul unor considerente de
mecanicd si dindu-i, de asemenea, §i o extindere in spatiu.
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Ceva credea ci teorema este noud. Acest lucru poate pérea
azi curios, dar trebuie si facem observatia e¢i abia dupi
anul 1700, Edmund Halley (}656—1742) editeazi in Anglia
operele — si le spunem complete — ale unor mari matema-
ticieni ai antichitatii, printre carc Apollonius, Serenus si
Menelaus.

Menelaus a demonstrat — prin considerente sintetice —
céd: dacd o dreaptd (A) taic laturile unui triunghi in punctele
4,, B,, C,, atunci are loc relatia:

4,B B,C G4 _ 4 2.1)

4, B A ¢,B '
{Are loc si teorema reciprocd : dacid 4,, By, €, sint trei puncte
pe laturile triunghiului 4 BC, atunci dacd are loc 2.1, punc-
tele A;, B,, C,; sint coliniare).

Ceva a dat in acea lucrare si teorema care 1 poartd numele;
Teorema lui Ceva: daci M este un punct in planul triunghiului
ABCsi 4,, B, C, sint intersectiile dreptelor AM, BM,CM,
cu laturile BC, C4, AB atunci:

4.8 B,.C G _ 2.2
4,C B, A C,B :

Reciproc: dacd A,, By, C, sint trei puncte pe laturile BC, CA4,
AB ale triunghiului 4ABC astfel incit are loc (2.2), atunci
AA,, BB,, CC, sint trei drepte concurente.

Azi, in limbajul geometriei sintetice s-a incetitenit ter-
menul de ,ceviand“, prin care se intelege orice dreapta care
trece prin virful unui triunghi.

Vom incerca si aritim aici, cum prin aceasti problemi
se creeazd posibilitatea unei tratdri unitare a multor proprie-
titi geometrice ale triunghiului, care par la prima vedere
disparate.

In fond este vorba de un nou mod de a invita geometria
triunghiului al cirui precursor necunoscut a fost Giovanni
Ceva. In ceea ce priveste demonstratia feoremei lui Ceva,
este foarte interesanti cea originali dati de Ceva insusi,
prin folosirea unor considerente de mecanici (aceasti demon-
stratie este reprodusi §i in N.N. Mihiileanu, Istoria mate-
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maticii, vol. I, Editura enciclopedici romand, Bucuresti;
1974, p. 206).

ntr-adevdr, si aplicdim in virfurile unui triunghi ABC
trei forte paralele F,, F,, F,. (vezi fig. 2.1). Rezultanta for-
telor F,, F, este plasati undeva pe dreapta 4 B in punctul C,.

Fig. 2.1,
Demonstratia originald a tcoremei lui Cera

Conform unei cunoscute proprietdti date inci de Arhimede;
existd relatia:

F,-CB=F,-CA (2.3)

sau in cuvinte: fortele aplicate la capitul unei bare (vezi
fig. 2.2) sint invers proportionale cu bratele barei, OM si ON.
Scriind acum si celelalte doud relatii analoage:

FyAC=F;*BA, F3-4AB,=F,:B,C 2.4
si inmultindu-le, obtinem:
AB,-CA,-BC, = AC, - BA,-CB, (25)
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Fig. 2.2.
Proprietatea lui Arhimede

sau cu alte cuvinte: produsul a trei segmente neadiacente
este egal cu produsul celorlalte trei.

Inainte de a intra mai pe larg in subiectul nostru, si
amintim cid matematicianul Mihail N. Gherminescu a dat
in anul 1928 o generalizare acestei teoreme a lui Ceva in
felul urmitor:

»Punctele in.care dreptele care unesc virfurile
unui poligon cu un numér impar de laturi cu un
punct M din planul acestuia intilnesc laturile
opuse ale poligonului, determini pe acestea
rapoarte al cdror produs este 1“ (vezi si C. Miha-
lescu, Geometria elemenielor remarcabile, Editura
tehnicid, Bucuresti, 1957, p. 400).

Pentru a justifica de ce Giovanni Ceva poate fi considerat
un precursor al unui nou mod de abordare al geometriei
triunghiului....

2.3. Sa rezolvim citeva probleme clasice

Vom incepe mai intfi cu o problemd pusi si rezolvatd
chiar de Ceva, ca o aplicatie a teoremei sale. Iatd care era
problema:
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1) Si se arate cd dreptele care unesc virfurile
unui triunghi cu punctele de contact ale cercului
fnscris cu laturile sint concurente.

Din nou istoria ne-a transmis si a incetdtenit punctul (I')
sub alt nume si anume sub acela al unui cunoscut matema-
tician francez J.D. Gergonne (1771—1859). Desigur, Ger-
gonne nu are nici o vind; el a redescoperit proprietatea lui
Ceva folosind cu totul alte consideratii. Gergonne a fost un
matematician multilateral, el atacind probleme de geometrie
superioard, teoria ecuatiilor, mecanici etc. In cunoscuta sa
carte Istoria matematicii de la Descartes pind la maijlocul
secolului al XI1X-lea, H. Wieleitner, il mentioneazi pe Ger-
gonne cu realiziri in domeniul matematicii de exact 12 ori!

Ceva a dat o solutie simpld pentru punctul lui Gergonne
— dacd ne putem exprima asa, inversind cronologiile. Iatd
care era solutia: se stie cd tangentele (cele doud) la un
cerc care pleaci din acelasi punct sint egale. Atunci, din
figura 2.3 avem imediat:

AB,= AC,, BC,= BA,, CA;=CB,. (26

Inmultind aceste trei relatii membru cu membru, gisim
confcrm reciprocei teoremei lui Ceva ca dreptele A4,, BB,,
CC, sint concurente. Analog se poate demonstra ci aceeasi
proprietate are loc pentru fiecare cerc exinscris (se obtin
asa-numitele puncte adjuncte ale lui Gergonne). Fiindcd am
adus vorba de cercurile exinscrise, sd ardtdam o alti aplicatie
a teoremei lui Ceva, si anume:

2) Si se arate cd dreptele care unesc virfurile cu
punctele de contact situate intre virfurile latu-
rilor opuse ale cercurilor exinscrise, sint concu-
rente,

Punctul care se obtine, este cunoscut in geome-
tria triunghiului sub numele de punciul lui
Negel (Ch. Nagel publici la Leipzig in 1836 o
lucrare consacratd geometriei triunghiului in care
se demonstreazd si aceastd proprietate).
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Fig. 2.3.
Puuctul lui éergomze {r)y —
de fapt tot al Ini Ceva
(Atentie! I & CC,)

Demonstratia este ceva mai complicatd §i pentru ca lucru-
rile si fie foarte clare, sintem nevoiti si introducem o defi-
nifie noud:

,Se spune cd doud ceviene A4, si A4, sint
tz0tomzce, daci si picioarele lor A, si A, sint simc-
trice in raport cu mijlocul segmentului BC.

Traian Lalescu in Geometria triunghiului, p. 45, aratd ca
Jizotomicele celor trei ceviene concurente in M sec intilnesc
de asemenea intr-un punct M’

S3 ariitim acum ci punctele de contact 4, si 4, ale cer-
cului inscris, respectiv exinscris triunghiului 4BC, de pe
latura BC sint puncte izotomice, adicd simetrice in raport
cu mijlocul lui BC.
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Fig. 2.4.
Punctul lui Nagel



Fig. 2.5.
Doud puncte izotomice: 4, §i 4;

Vom folosi tot Geometria triunghinlui, care indici o solutie
eleganti, folosind exprimarea in functie de laturile triun-
ghiului @, b, ¢, a segmentelor BA,, BA,, 4,C etc.

Astfel, dacd notim AC, = AB;=x, BC,= B4, =y;
CA, = CB, = z atunci se observi ci obtinem:

x+y=c¢ x4+2=02+4+y=a, 2.7)
de unde imediat:
g=p—a;,y=p—biz=p—c (a+b+c=2p). (28)
Analog, se obtine:
Bd,=p — ¢, (2.9)
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atunci:
CAy=a—Bd,=a—p+c=p—0> (2.10)
§i deci:
AAy,=a—BA,—CAy=a—p+b—p+b=
=a+20—2p=a+20—a—b—c=0b—c, (2.11)

ceea ce implicd:

4@D=Lmz=b;f,

intrucit D este mijlocul lui BC. Dar, pe de altd parte, BD =
= a2, iar AD = BD — BA,. Avem deci:
a—a—>b—c+2b _b—c¢

_a_ _
AD=2—p+b= : =24 (212)

ceea ce trebuia aritat. Cum CA4, este egal cu BA, rezulti
asemindtor D4, = (b — ¢)/2. Cevienele 44, si AA, sint
deci izotomice. Atunci, conform proprietatii enuntate mai
fnainte, 44,, BB,, CC,, punctele B, si C, fiind corespunzi-
toarele lui 4, pe laturile AC si 4B, seintilnesc intr-un punct.
Acesta este deci punctul i Nagel. Ne-am chinuit putin
pind si ajungem la rezultat!

Punctul lui Nagel se bucurd de proprietiti frumoase;
printre care enuntim:

a) punctul lui Nagel (N), centrul de greutate al
triunghiului (G) si centrul cercului inscris (I);
sint coliniare si avem:

NG = 2GI. (2.13)
(vezi Geometria triunghiului p. 51, 4, 40)
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b) dreapta care uneste ortocentrul H al triun-
ghiului cu punctul Nagel! N, este paraleld cu
dreapta care uneste centrul cercului circumscris
O si inscris I, si avem:

HN-= 2 0OI. (2.14)

(idem op. cit., p. 51, 442 — enunt corectal)?

Desigur, toate aceste consecinte ale teoremei lui Ceva nu
justificd pe deplin afirmatia noastrd. Va trebui si ne indrep-
tam atentia cdtre unele proprietiti, ,clasicc” si le spunem,
adicd acele proprietiti care au devenit deja un bun al ma-
nualelor scolare.

Sd incepem deci cu cevienele binecunoscute tuturor:
medianele, bisectoarele, indltimile etc.

3) Si se arate ci intr-un triunghi, medianele

sint concurente.

Aceasti proprietate este evident foarte cunoscuté.

Orice elev o poate demonstra destul de ugor.

In mod uzual, ea nu se demonstreazi cu ajutorul

teoremei lui Ceva, desi cu aceasta din urmi,

concurenta medianelor rezulti banal.

fntr-adevir, din figura 2.6 avem conform proprietitii

medianelor 4,B = A4,C, B4 = B,C si C,4 = C,B. Asadar,
egalitatea lui Ceva privind produsele segmentelor neadiacentz
se indeplineste in mod natural.

4) S3 se arate cd indltimile unui triunghi sint

concurente.

Si aceastd proprietate este binecunoscuti. O vom

demonstra tot cu ajutorul teoremei lui Ceva.

Dacid privim figura 2.7, putem scrie imediat:

A,B=AB cos B; AB, = AB cos A (2.15)
B,C = BC cos C; C,B = BC cos B (2.16)
AC, = AC cos 4; A,C = AC cos C. (2.17)

1 fn ambele editii ale lucririi lui Lalescu s-au schimbat literele
I si N intre cle. Corectarea, demonstratia respectivd, precum si o
aplicatie sint efectuate de autor in GMI-B, 1961, nr. 7, p. 407, in
nota intitulati ,Relativ la punctul Nagel“.
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Fig. 26.
Demmonstrim concurenta medianelor

Fig. 2.7.
Demonstrim concurenta inil{imilor



Inmultind aceste relatii membru cu membru, obtinem
imediat relatia lui Ceva.

n fine, se poate continua in acest mod si cu alte ceviene.
Toate aceste lucrdri sugereazi ci cevienele importante in
triunghi se pot trata unitar, cu ajutorul teoremei lui Ceva.

Aici sti ,cheia” problemei noastre metodologice. Cum si
facem insi ci toati aceastd ,increngituri® de drepte care
taie in lung si-n lat triunghiul, si cadi rind pe rind ca niste
umile cazuri particulare ale unui fapt mai general?

Continuati deci cu paragraful ce urmeazi.

2.4. Cevienele de rangul k

. Tatd cum vom proceda pentru a demonstra, in fine, forta
ascunsd a teoremei lui Ceva.! O si considerim un triunghi
oarecare ABC si din virful 4 ducem ceviana AD, D fiind
punctul pe latura opusd, BC.

Cum in matematic3 existd dreptul de a introduce definitii
— cu conditia ca obiectul definit si aib3 sens, vom introduce
si noi urmatoarea:

Definifie: Numim AD ceviand de rangul k, dacd are loc
’ relatia:

ﬁ—*’c’ = (%)" 2.18)

unde a, b, ¢, sint laturile triunghiului, iar % este un numir
real.

Analog, si considerim ci dreptele BE si CF, unde E si F
sint puncte pe laturile AC §i 4B, sint ceviene de rangul %,

adici:
CE alk AF bk
== (&), 2= =2V, 2.1
EA — (c) FB (u) (2.19)

Un spirit iscoditor ne poate intreba imediat: bine, sint de
acord cu definitia. Dar exista vreun % real astfel incit relatia

1 Vezi, Asupra unor ceviene”, GMF-B, 1962, nr. 9, pp. 528—-531.
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(2.18) s¥ aib} Yoc? Trebuie si m3 conving ci relatia de defi-
nitie nu este o fantomai.
ntrebarea este naturald, dar rispunsul nostru va mulfumi
si pe cel mai exigent riuticios. Dam mai jos citeva cazuri
particulare:
a) medianele sint ceviene de rangul zero (k¢ = 0).
Intr-adevir,

L (i)" =1=BD=DC; (220)
DC b
b) biscctoarele sint ceviene de rangul unu (¢ = 1),
adica:
BD _ ¢ 2.21)
DC b

ceea ce reprezintd de fapt cunoscuta teoremd
a biscctoarei;
c) simedianele sint ceviene de rangul doi (k2 = 2),

adica:
BD (2)2. (2.22)
DC b
Aceastd relatie este adevidratd, deoarece repre-
zintd un caz particular al asa-numitei ,teoreme
a lui Steiner”.

Jacob Steiner (1796—1863), numit de istoricul W.W.
Rouse Ball! drept ,cel mai mare geometru de la Apol-
lonius Incoace”, are contributii deosebit de importante in
stiinta geometriei. Este interesant si amintim ci Steiner
— fiu de tiran dintr-un mic citun al Germaniei medievale,
nu a avut posibilitatea si invete sd scrie si si citeascd pind
la virsta de 14 ani! Numai talentul siu extraordinar, puterea
sa logicd nativd, au reusit sa atragi atentia unor renumiti
savanti ai epocii, care i-au inlesnit accesul la culturi, ulterior
el ajungind seful catedrei de geometrie de la Universitatea
din Berlin. Dupd cum ardta acelasi istoric, ,operele lui

1'W. W. Rouse Ball, 4 short account of the history of
mathematics, Dover Publ. Inc., New York, 1960.
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Steiner pot fi considerate ca o autoritate clasici in domeniul
geometriei sintetice moderne®.

Asadar, am aritat ci definitia cevienei de rangul % nu
este datd fird vreo bazd concreti. Desigur, ar fi foarte inte-
resant si aritim ci existi cit mai multe valori ale lui &,
pentru care se obtin ceviene remarcabile.

Pind una alta, si demonstrim o interesanti

Teoremd: In orice triunghi, trei ceviene de acelasi rang
sint concurente.

Lucrul acesta se aratd destul de simplu, folosind reciproca
teoremei lni Ceva. Intr-adevir, inmultind membru cu mem-
bru relatiile (2.18) si (2.19), obtinem:

BD CE AF

5C 54 FB 1, (2.23)
ceea ce dovedeste concurenta dreptelor respective.

Faptul este destul de important: de indatd ce vom gisi
un % pentru care o astfel de ceviand existd, avem asigurat3
concurenta a trei ceviene de acelasi tip.

S4 punem acum in evidentd citeva proprietiti ale ccvie-
nelor de rangul k. Mai intii, si demonstrim urmitoarea
Propozitie: Orice ceviand de rangul % este locul geometric

al punctelor pentru care distantele la doud
laturi ale triunghiului sint proportionale cu acele
laturi la puterea (k& — 1).

S4 facem pentru inceput o figurd. Asadar, in figura 2.8
am dus o ceviand k — fie ea 4D, si am luat pe ea un punct
oarecare M. Din M am dus distantele y si z la laturile AC
si AB si am notat cu ¢ si 0 respectiv unghiurile BAD si
DAC. Deocamdati, putem scrie — pe baza unor conside-
ratii de arii — urmitoarea relatie:

SBAD BD

-2, (2.24)
Spac DC

Pe de altd parte, mai putem scrie:

SBap - AD-c-sin ¢
Sp4c AD-b-sin 0

sine (2.25)

£
b sin @
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B D c
Fig. 2.8.
Demonstram o proprietate a cevienelor (k)

Egulind relatiile (2.24), (2.25) obtinem:

BD _c sing (2.26)
DC b sin® '

Dar 4D este ceviand de rangul %, deci:

BD k ‘
2= (?) : (2.27)
prin urmare:
sing _ (i kot (2.28)
sin 0 b ) ) ’

Intrd in joc acum punctul M. Din triunghiurile dreptun-
ghice AMM si AM,M avem imediat:

inp=->, sinh=-L, 2.2
s g AM sm AM ( 9)
adica, de fapt:
dne_ @
sin 6 ¥ (2:30)
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Egalind acum (2.28) cu (2.30) se obtine:

ad Y
L= (231)

Daci vom duce si distanta MM, = x la latura BC, atunci
din aceleasi considerente vom obtine:

LA S (2.32)

Cazuri particulare: si scriem mai intii relatiile (2.32) sub
forma:

de unde putem deduce:
_ ax+byter | ., 2qk1 S
ak ++ bR L gk @ N ’(2-34)

unde 2S = ax + by +} cz.
1) Dacd ludm cevienele de rangul zero (¢ = 0), avem:

25 _ ha _ he

A== Y=g A= (2.35)
iar de aici rezultd proprietatea:
x4y + =g+ By + ) (2.36)

adici suma distantelor centrului de greutate la laturi este
a treia parte din suma indltimilor triunghiului. Are loc insd
si urmitoarea inegalitate:

Iy + by + By > 97 (2.37)

(pe care o vom demonstra in capitolul III, § 3.2, dar vezi
si GMF-B nr. 111957, p. 565), si prin urmare:

x4+y4+z22 0, (2.38)
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2) Pentru cevienele de rangul 1 (bisectoarele), avem:

S
x PR ST T 7, (2.39)

Am regisit deci proprietatea centrului cercului inscris de
a se afla la distanta » de laturile triunghiului.

3) pentru %2 = 2 sintem in cazul simedianelor; punctul M
poartd numele in acest caz de ,punctul lui Lemoine” (se
noteazd deobicei prin K).

Emil Lemoine (1840—1912), matematician francez si-a
consacrat o mare parte a activititii sale ,noii infloriri a
geometrici triunghiului® (Wieleitner, p. 477).

Punctul de concurentd al simedianclor era cunoscut inci
din 1847, dar el a primit numele lui Lemoine datoritd in
special proprictitilor cimcdianclor, investigate cu deosebire
de accsta.

Din relatia (2.32), deducem ci:

222, (2.40)
a b c
adicd punctul lui Lemosne se bucuri de proprietatea cd
distdntele sale la laturi sint proportionale cu laturile respec-
tive.

Vom pune acum in evidenti alte citeva proprietiti intes
resante ale cevierelor de rangul 2 Vi aduceti aminte ce
intelegem prin doud ceviene izotomice. Ei bine, are loc
urmadtoarea 4
Teoremd: Ceviana izotomicd unei ceviene de rangul % este

ceviana de rang (—&).

Intr-adevér, daci AD este ceviand de rang &, atunci:

BD _ (i)". (2.41)
DC b
Izotomica AD, imparte latura BC astfel incit are loc:
BD, _DC _ (bYk_ fe)* (2.42)
D,C"BD"(c) _(b) : )

Teorema este demonstratd (fig. 2.9.).
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Fig. 2.9.
Izotomica unei ceviene de rang (&)

Consecintd importantd:

Se stie acum cd bisectoarele sint ceviene de
rangul (1). Atunci izotomicele bisectoarelor existi,
ele sint ceviene de rangul (—1) si se numesc
antibisectoare.

Antibisectoarele sint deci trei drepte concurente intr-un
triunghi, punctul lor de intersectie numindu-se centrul anti-
bisector al triunghiului. Conform relatlel (2.34), daca M este
centrul antibisector, iar %, y, %, distantele de la M, la laturi,
atunci:

2a1S a1l kg
= = ete. 4
al 4 b1t al 4 bl 4 ¢t (2 3)

€entrul antibisector are o proprietate interesants, pusi fn
evidentd de figura 2.10. Dupd cum se poate ghici, am dus,
prin centrul antibisector, paralele la laturile triunghiului,
dupd cum urmeazi: M,M,| AB, M M, || BC, M,M, | AC.

Proprietate: Segmentele M M,, M:,M.,, M;Mg sint egale.

Demonstratia nu e deloc dificili. Putem scrie urmitorul
gir de relatii (dat de asemdinarea triunghiurilor MM ,M,
§i ABC):

MM, =z at
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Fig. 2.10.

Paralele la laturi
prin centrul antibisector

ultima relatie fiind tocmai (2.43), scrisd in alt mod. De aici
rezulta:

MM,= — 1. (2.45)

al + b +‘ e’

Nu este greu de vizut ¢cd MzM, si M Mg vor avea acceasi
exprimare. Acum, vi rog priviti cu atentie figura 2.11. Am
construit pe desenul respectiv, cevienele A4, si 44, astfel
incit &L BAA, = ¥ 4,4AC = a.

Am mai dus si bisectoarea 44, deci IBAA; = I CAA,.

Evident, si unghiurile 4,44 5i A;44, sint egale, deoarece
sint obtinute ca diferente de unghiuri egale.

Cevienele astfel construite (44,, 44,) se numesc ceviene
tzogonale. Asadar, doui ceviene izogonale se pot obtine, sau
construind drepte egal inclinate pe laturile unghiului dim
care pleacd, sau construindu-le simetric in raport cu bisec-
toarea unghiului respectiv. Vom arita acum o proprietate pe
chre probabil o stiati, dar pe care:,mai mult ca sigur” (un



Fig. 2.11.
Ceviene izogonale

probabilist n-ar spune aga ceva niciodati!) ci n-ati intilnit-o
sub formularea de mai jos:
»intr-un triunghi oarecare, raza cercului circum-
scris OA este izogonald cu findltimea 2%, ce
pleacd din acelasi virf”.
Sa privim pentru demonstratie, figura 2.12. Trebuie deci
sd ardtdm in final cd 9C BA4, = %: A,AC, A, fiind punctul
pe BC obtinut prin prelungnea razei OA. Cu'cine este egal

X A4,4C? Bineinteles cu % —C deoarece triunghiul AA4,C
este dreptunghic. Pe de alti parte, triunghiul AOB este
isoscel, deoarece 04 = OB = R. Unghiul AOB este unghi

la centru, deci este egal cu 2 — pe considerentul subintin-
derii arcului BQA. Atunci, in mod natural JZ BAOQ =

= 4B0 = — =3 —6’, adicd, de fapt, tot aceeasi va-

loare cu a unghiului 4,4C. Izogonalitatea este demonstrati.
Iatd acum o interesantd proprietate referitoare la izogona-
litatea cevienelor de rangul %, si anume:
»Ceviana izogonali cevienei de rangul % este
ceviana de rang (2 — k) si reciproc.”
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Fig. 2.12.
Raza Od si inditimea %, sint izogonale

Acest lucru se poate dovedi foarte usor, tinind cont de
definitia unei izogonale si de relatia ce caracterizeazi cevie-
nele de rangul %. Un singur exemplu: stim cd simediana
este simetrica medianei in raport cu bisectoarea, adici este
izogonala medianei. Cum mediana este ceviana de rang
zero (k= 0), rezulti prin izogonalitate ci simediana este
ceviana de rang 2, ceea ce am aritat mai inainte.

Inci un exemplu: se stie ci izogonala bisectoarei este ea
insdsi. Dar bisectoarea este ceviana de rang 1 (¢ = 1). Atunci
izogonala ei este, conform proprietitii enuntate, ceviana de
rang (2 — 1) = 1, adicd tot bisectoarea.

Matematicianul francez Maurice D’Ocagne (1862—1938) a
demonstrat inci in anul 1883 urmitearea proprictate inte-
resanti, relativ la antibisectoare:

Izogonala antibisectoarei (AD,) — fic ea AD,, are propries
tatea

BD, _ (i)”. (2.46)
D,C
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B D, D b, c

Ing. 2.13.
Proprietatca lui D’Ocagne

Aceastd proprietate se poate usor formula in termen: de
ceviene de rangul %, si anume:

Fie AD o ceviani de rangul k. Construim izoto-
mica acesteia, care conform uneci teoreme demen-
stratd anterior, este ceviana de rang (—#j.
Construim acum izogonala cevienei ‘(—£). Con-
form proprietitii de mai sus, ca este ceviana de
rang (2 — (—k) =2 + &.

Este clar acum cd dacd ludm &k = 1 se obfine proprietatea
lui D'Ocagne.

Iati deci cum teorema lui Ceva este sursa unificatoare a
nenumirate proprietdti importante ale triunghiului. Desigur
ci s-ar putea evidenfia si alte proprietiti.!

Trebuie si spunem, in incheicre, ci ideca de a privi din-
tr-un unghi nou geometria triunghinlui este mai veche. De
obicei, prin adjectival ,nou” se intclegea cuprinderea acelor
proprietiti descoperite in epoci mai recente, proprietiiti care
nu erau cunoscute antichitatii.

In tara noastri, literatura dedicatd proprietitilor triun-
ghiului este foartc bogatd. Nu putem trece aici in revista

1 A se consulta excelenta lucrare a lui S.1. Zetel, Noraia gheo-
metvia treugolnika, Izdatelstvo Ucipedghiz, Moskva, 1962, din care
am preluat unele clemenite expuse aici.



toate contributiile matematicienilor roméani. Cititorul este
fndemnat si consulte bibliografia, unde s-au inclus multe
din lucrarile editatc in limba romini pe aceasti temai.

Pe alte meridiane, remarcim aparitia in 1903, la Odessa;
a lucrdrii profesorului D. Efremov, intitulati chiar Noua
geometrie a triunghinlui', care s-a bucurat de o indelungati
aprcciere printre ijubitorii matematicii.

Lectiile de geometrie — lucrare clasicd azi, apartinind
marelui matematician francez Jacques Hadamard constituie
o adeviratd enciclopedie in ccea ce priveste proprietitile
triunghiului.

Lista lucrdrilor importante in acest domeniu este deosebit
de largd. Ne oprim totusi aici, in speranta ci v-am trezit
curiozitatea pentru noul med de abordare a geometried
triunghiului.

t Efremov, D., Novaia gheometria treugolnika, Izdatelstvo
Vestnika Opitnoi Fiziki i Elementarnoi Matematiki, Odessa, 1903,



Capitolul III
3. OASPETI IN RING

3.1. Mirajul unghiurilor drepie

Probabil ci dacd ati rezistat sd cititi ccle scrise pind aici,
sinteti fird si vreti curiosi si stiti ce mai ascunde si acest
subtitlu. Enigma e partlal rezolvati prin cele doud cuvinte
tradatoare. $i acum, ca si ddm intentia in vileag, 0 si mirtu-
risim cd ne vom ocupa de citeva proprletatx ale tnunghlu—
rilor dreptunghice si de putind trigonometrie — consecinti
directd a proprxeta’;llor acestora.

Primul gind ne duce — cum e i firesc — la Pitagora si
1a discipolii s&i. Dupd cum bine se stie, egiptenii, babilonenii,
caldeenii, cunosteau diferite forme partlcula.re ale teoremei
lui Pitagora. De fapt — si acest lucru este interesant — nu
se stie precis care a fost demonstratia initiald datd de Pita-
gora. celebrei sale teorcme. Aproape peste tot s-a incetitenit
demonstratia care foloseste constructia in exteriorul triun-
ghiului a cite un pitrat pe fiecare latura.

S-au dat, de-a lungul timpului, foarte multe demonstratii
teoremei lui Pitagora. E.E. Loomis le-a adunat intr-o carte
publicatd in anul 1940! si in care a insumat nu mai putin
de 366 demonstratii distincte ale teoremei.

Iati una dintre aceste demonstrafii (vezi figura 3.1):

Triunghiul ABC — dreptunghic in ‘4 este ,completat” cu
doud triunghiuri ,,parazite”, dupd cum urmeazi: se prelun+
geste latura AB cu B4, = b. Apoi, in 4, se ridicd o perpen+
diculard pe B4, de lungime 4,B, = C. Se uneste apoi By
cu Bsi C si astfel se obtine trapezul dreptunghic 44,B,C.
Nu mai e cazul si pierdem vremea argumentind ¢3

1 Loomis, E. E. S., The Pythagorvean Profosition, Edwards
Brothers Co., Ann Arbor, Michigan, 1940.
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Fig. 3.1.

O demonstratie a teoremei lui Pitagoia

unghiul B,BC este si el de 90°. Scriem acum aria trape-
zului dupid formula clasici:

Sanpe = % (4C+ A4,B) - 44,=C J; 2, @B

iar apoi o scriem ficind putind ,triangulatie”, adica:

Saan,c = Seac + Spas + Sces, 8.2

si care se transformi in:
1 1 1 ,  2bc+al \
Saamc = ry be + Y be + 2 a’= 7 " (3.3

Cum (3.1) si (3.3) reprezintd acelasi lucru, se deduce prin
egalare

0% 4 ¢ = a®
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sau ,,puntea migarilor! cum a fost denumitd de unii profesorf
de alti dati, aceasti facil de demonstrat, dar importants
teoremd. Denumirea de ,,puntea migarilor” are urmitoarea
explicatie: teorema lui Pitagora este fird indoiali una dintre
teoremele de bazi ale geometriei i, contrar asteptirilor, este
si deosebit de simplu de demonstrat; din aceasti cauzi,
pind si cel mai slab pregitit elev din lume ar trebui s-o cu-
noascd. Cine ,n-a trecut nici micar puntea mégarilor” —
deci cine nu stie nici micar tecrema lui Pitagora — este
intr-adevir slab pregitit.

A

B8 a c
Fig. 3.2.
Noi dezvaluiri .
ale triunghiului dreptunghic

Prima consecintd imediatd a teoremei lui Pitagora, este:

-

si cum b/a i cfa sint nu mai putin cunoscutele expresii, sin «
si cos a (vezi fig. 3.2), apare proprietatea fundamentald a
trigonometriei: sin®x 4 cos?x = 1 cu intregul ei cortegiu de
relatii. In legiturd cu acest cortegiu, matematicianul chinez

1V, Litman, in lucrarea sa Teorema Pifagora (Fizmatghiz,
Moskva, 1960, p. 8), di denumirile in citeva limbi ale ,pseudoni-
mului® teoremei; astfel, in 1. rusd, ,,most oslov”, in 1. francezi ,le
pont aux anes“; in 1 germand, ,dic Tiselbriicke”,
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SIN 0~~~ 050

7A A

7

Fig. 3.3.
Geomena in osprijinul | tinerin de minte”

Dun-1zin-Dao a imaginat urmitoarea figurd mmemotehnica
(fig. 3.3):

Schema lui Dao este foarte sugestivi: iatd, la polii opusi ai
exagonului se gisesc functiile trigonometrice inverse una

etc. Dacd-l impartim

alteia, adicd, tg 2= --—, sec 2=
cig a cos o

pe cos « la sin « sigeata ne aratd ctg «, iar dacd procedim
invers, sigeata ne indicd tga«. Aceste relatii sint suficiente
pentru a deduce apoi ,algebriceste”, ci de exemplu 1+
+ tg2a = sec?x, §i altele.

Fiindcd am adus vorba de trigonometrie, si aritim ci
triunghiul dreptunghic ne e folositor §i la demonstrarea
geometricd a unei formule de tipul:

sin{a + B} = sin zcos 8 -+ sin B cos a. 3.5)

Demonstratiile geometrice pentru formulele de trigonome-
“trie sint 0 meteahnd mai veche a matematicienilor. Formula
de mai sus are de multd vreme o demonstratie deja ,,0bositid”
— ce se di cu ajutorul teoremei lui Ptolemen, referitoare la
o proprietate de bazi a unui patrulater inseris in cerc. Pre-
fesornl N.N. Mihdileanu se exprimid chiar astfel despre
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aceastd teoremd: ,teorema lui Piolemen contine formula de
adifiune a sinusului si cosinusului“ (op. cit. p. 59).
Triunghiul dreptunghic contine si el aceastd formuld daci
il ajutim si ne-o dezviluie. Iati cum procedim: in triun-
ghiul dreptunghic ABC luim un punct oarecare pe cateta
AC — fie €l B, (vezi fig. 3.4). Din el, ducem apoi o perpens

B

Fig. 3.4.
Se demonstreazd geomcetric
sin {« 4 B) = sin « cos B - sin B cos «

diculara pe BC carc o intilnesic pe accasta in B,. Sé notim
acum unghiul C cu « §i 3 CBB, cu B. Se vede imediat ci
X BB, A = «+ B fiind exterior si neadiacent cu vreunul
dintre cele doui unghiuri de mai sus. Triunghiurile 4BC si
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CB;B, sint cvident ascmenca. Si scriem deci rclatia intre
Iaturi:

AB _ BC  4p_ BiByBB, 4 BC()

_ —,

BB, CB, CB,

(3.6)

Acum lucrurile sint clare: nu trebuie decit si urmirim ce
functie trigonometrici exprimi fiecare dintre rapoartele de
segmentc implicate in relatia (3.7) de mai jos, obtinuti prin
fmpirtirea ultimei egalititi prin BB,:

AB _ Bl BB,  BC BB,

A8 _ BB, 3.7)
BB, CB, BB, ' CB,- BB,

Astfcl. in triunghiul BAB,, iBf’BE = sin (a4 B); in triun-
1

ghiul BB,C, 2Bt gina, 2:C cosq, dar in triunghiul
CcB CB,
BB BB, .
BBZBI’ = Cos G, ZhTE sin g_
BB, BB,

O simpla privire pe relatia (3.7) ne spune cd ea este de
fapt (3.5), deghizati in elemente liniare.

»Riutdciosul” ne poate reprosa imediat ci am dedus
intr-adevir formula lui sin (« + B), dar numai pentru cazul
a+ B<90° Ce ne facem dacd a4 B >90°? in marea
lui blindcte, el ne face hatirul si ne cere sd consideram cazul
90° < a4+ B < 180°. Voi cum ati demonstra (3.5) in acest
caz? Iati o alti problemd pe care v-o las pradd propriei
curiozitati...

S4 mergem acum mai departe: se pare ci teorema lui
Pjiagora un-a fost prea maleabild la generaliziri — in sensul
cd de indatd ce s-a obtinut o gencralizare, s-a parisit triun«
ghiul initial.

Toti stim asa-numita ,teoremd a lui Pitagora generalizati®,
care exprimd de fapt valoarea cosinusului unui unghi in
functie de laturi intr-un triunghi oarecare.



Vom fncerca aici si prezentim o generalizare a ,punti’;
fird si tradim unghiul drept. Ludm deci un triunghi drept-
unghic ABC cu laturile @, b, ¢ si din 4 coborim inidltimea
— fie ea A4, (vezi fig. 3.5). Fie acum B, si C; proiectiile
Iui 4, pe catetele 4C, respectiv AB. Din B; si €, ducem
perpendiculare pe ipotenuza BC si notim cu 4, respectiv
€Y, picioarele acestor perpendiculare. Deocamdatd ne oprim
aici, si vedem ce putem deduce. In triunghiul dreptunghic
A4,B,C avem:

B,C = 4,C cos C = (AC cos €) cosC =b - %.; - ;f (3.8)
Ascminidtor, deducem:

BC, = BA,cos B=(4Bcos Bjeos B=C- <. 2 = i_ (3.9)
Ar trebui acum si tot coborim perpendiculare, cind pe

catete, cind pe ipotenuzi, din picioarele acestor perpendicu-
lare. Acest lucru am incercat si-1 sugerim fn fignra 3.5.

Fig. 3.5.
Tocercim o alti generalizare
a teoremet ki Pilagora
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Nu este deci greu de vizat, ¢i la un moment dat — §i anume
la momentul » — vom obtine:
pent

B.C -2, c.B=22 (3.10)

an

(se observd c3 pentru # = 1 se regdsesc 38 si 3.9).

Pentru usurinti, si notim B,C =u i C,B =v. Daci
le ridicim pe fiecare la pitrat, apoi scoatem ridicina de
ordinul 2n 4 1 si le insumdm, vom aved:

2 2

2
Nl Freet 1 3.11
u2n i1 _{_ 7_‘m+1 — u2w1 l. ( )

Pentru noi, # = 0 nc dd ByC, respectiv CgB, carce inseamnd
de fapt AC si AB si deci 3.11 se transforma in teorema lui
Pitagora cea 1n1t1a1a Asadar, am obtinut o generalizare a
teoremei noastre, firi a deforma triunghiul dreptunghu:

Figora 3.5 nu ne-a spus incd tot. Dacd vom incerca si
exprimam acum segmentele CA, si BC(Y, vom gési imediat:
&

b4
ca,=2%, Bcw==2 (3.12)
a

Mergind din aproape in aproape, deducem cxpresiile:
ben c2n

CA, =—-——, BC™ = Z_ (313)

a2n-i aznl

{pentru #» = 1 ajungem la 3.12).
"Dacd notim. pentru usurinta: C,4 =p si BC" =gy,
atunci, tinind cont ci 5% 4 ¢® = a® se obtine relatia:

LI 1
pﬂ +qﬂ —

Teorema lui Pifagora cit i cele deduse ulterior, fac parte
dintr-o categorie de relafii numite metrice. Acea parte din
geometria sinteticd, care are drept obiect de studiu stabi-
lirca diferitelor relatii intre elementele liniare {segmente) ale
dnui corp geometric, se numeste chiar ,geometrie metrica”,

(3.19)
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Desi numele sugereazd o anumiti unitate de misurd — si in
mod natural, desi orice segment are o anumitd mdisurd
fizic3, o anumitd mirime care se poate exprima in diferite
moduri echivalente — totusi, relajiile metyice sint in final
relaii tutre simboluri, datoritd omogenitdisi lor.

Intr-adeviir, si luim chiar teorema lui Pifagora: b +
+ ¢2 = a2 Se_observa ci atit in membrul sting cit si in
membrul drept apare .cite un polinom omogen de gradul 2
in b si ¢, respectiv in a. S3 presupunem ci misurdm laturile
in centimetri. Avem deci:

b2 (em?) + cX(em®) = a?(cm?). {3.15)

De obicei, lucrim cu triunghiuri ,abstracte”, adici nu ne
interesgazd mirimea efectivi a elementelor triunghiului;
orice relatie metrici odati demonstrati, ea este adevirati
independent de unitatea de mdasurd. Valabilitatea unei
relatii metrice trebuie s aibd in primul rind suportul logico-
deductiv. Aceasti valabilitate nu este imprimati de faptul
€d o anumitd relatie se verifici numeric intr-un anumit caz,
deoarece aceastd verificare poate avea loc cu totul intimpl3-
tor, numai pentru acel caz (din nou caracterul statistic).

Verificarea numericd constituie insi un criteriu numai dacd
proprietatea metricd (in cazul nostru) are caracterul de
teoremi reciprocd (si bineinteles, si de teoremd directd). E
cazul, de exemplu, chiar cu teorema lui Pitagora. De fapt,
in practica rezolvirii problemelor, folosim mai intens reci-
proc¢a unei anumite teoreme; in cazul teoremei lui Pitagora,
acost lucru sc intimpld frecvent. Ni se di, de exemplu, de
rczolvat urmitoarea problemi: se considerd triunghiul 4 BC
cu laturile BC =15 m, AB=9 m si AC =12 m, si se
cere si se calculeze indltimea ce pleacd din virful 4.

In mod reflex, cind avem de-a face cu o problemi de geo-
metrie a triunghiului, primul nostru gind ar trebui si fie
urmitorul: oare. triunghiul dat este cumva vreun triunghi
special? (echilateral, isoscel, dreptunghic etc.), fiindcd,
oricum, fintr-un_triunghi special, anumite proprietiti se
deduc mai usor. Dacd pornim rezolvarca problemei de mai
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sus {ard si ne punem o astfcl de intrebare atunci nu avem
decit sd aplicim formula cunoscutid:

ha=2 V3= A — 0 — 9 (3.16)

undc /, cste indltimea ce cade pe latura 4 = BC = 15 m,
far 2p=a+b+¢, b=BC=12m, c=AB=9 m —si
lucrurile sint rezolvate. Dar de ce si facem atitea calcule,
cind sc vede imediat cd: 152 = 225 = 9%(81) 4+ 123(144),
adicd triunghiul dat este dreptunghic, conform rcciprocei
teoremei lui Pifagora. In acest caz, avem:

2
be _9x12em? 59 em. 3.17)

—; 15§ cm

hy =

Demonstratia reciprocei teoremci lui Pitagora cste ceva
mai complicatd decit tcorema insasi, dar si acest lucru poate
fi evitat dacd procedam in felul urmitor: ne reamintim (sau
facem cunostinti pentru prima oardij cu o importanti teo-
remid de logici matematicd:

Teorema i Hauber!: presupunem cid proprictitile disjuncte
D1 Do Ps, ... sint in asa fel incit:

a) intotdeauna are loc una din ele;

b) proprietitile date implici la rindul lor altc proprietati,
Py, - Py, Py — Py, Py — Ps, ..., de asemenea disjuncte
intre ele.

Atunci sint adevirate urmitoarele teoreme rcciproce:
»dacd are loc P,, atunci are loc si @,;

»dacd are loc P,, atunci are loc si D, etc.

Cu ajutorul acestei teoreme — care din p#cate esic destul
de putin popularizati — multc teoreme particulare din
geometrie sau algebri ar rezulia imediat, ficindu-se ccono-
mie de timp §i energie.

1 Modenov, P. S. i Novoselov, S. I, Posobie po

matematike diia postupaiuscih v vusi, Izdatlelstvo Moskovskogo
Universiteta, Moskva, 1961, pp. 88—89
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Tatd, i o aplicim in cazul nostru. Consideram un triunghi
oarccare ABC. Existd bineinteles 3 cazuri posibile:

{1) Unghiul A cste ascutit (propozitia P,);

(2) Unghiul A este drept (propozitia ,);

(3) Unghiul 4 este obtuz (propozitia D).

Punctul a) al teoremei lui Hauber este indeplinit: evident,
un triunghise giseste intr-una din situatiile 1), 2) sau 3), care

se exclud reciproc. Implicatiile lui 7D, ’pz, (D3 materializate
mai sus, smt

1) daci 4 < 90° atunci @2 < b* 4 ¢? (propozitia P,);
2') daca A = 90" atunci a* = §? 4- ¢ (propozitia P,);

A

3) dacd 4 >90° atunci a® > b* 4 ¢? (propozitia Pj).

Si propozitiile P,, P,, Pj se exclud reciproc. Prin urmare,
dacd intr-un triunghi are loc relatia 3% ¢% = a2 atunci
conform teoremei lui Hauber unghiul A este drept. Am
obtinut deci reciproca teoremei lui Pifagora, fird vreo demon-
stratie speciald, ci doar ca o consecin{a a unei propozitii de
logicé.

Pentru ca lucrurile si fie complete, si demonstrim si
teorema lui Hauber. O facem prin metoda reducerii la absurd.
Prcsupunem deci ci are loc, de exemplu, P,, dar ci nu rezulta
P, Alunci inseamna ci trebuie si aibi loc oricare din propo-
zitiile rimase s, (s, ... Sa presupunem pentru fixarea ideilor
cid are loc (P, Dar fp2, conform conditiei teoremet, 1mphca
P,. Rezultd deci cd D, a implicat doui propozitii P;si P,
care se exclud remproc Prin urmare, s-a ajuns la o contra-
dictie, proveniti din faptul ci s-a presupus ci P, nu implici
P,. Teorcma este demonstrati.

Doud lucruri ar mai fi de aritat: cd intr-un triunghi in
care un unghi estc mai mic decit un unghi d.rcpt are loc
relatia intre laturi a? < b2 4 ¢2 si cd In cazul in care acelasi
unghi cste mai mare decit un unghi drept, relatia dintre
Jaturi se modifici corespunzitor: a® > b2 + ¢2 V& rezervam
plicerca acestei demonstrafii (n-o pierdeti!).

S4 revenim acum la problema unitdfilor de miswi, a
oniogenifiitii pe care am atins-o in} treacit mai Inainte.
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Prmuplul omogenitatii -- caciin tond despre ol este vorba,
sugereazi In mod ncasteptat solutii clegante si simple la
multe probleme de geometrie clementara. Acest lucru se
poate usor ardta dacd tincm seama de urmitoarcle adeva-

ruri:

Cel mai

1) orice rclatu- omogend intre lungimile unor
segmente ale unor corpuu geomctrice nu depinde
de unitatea de misurd (l-am exemplificat chiar
noi prin teorema lui Pitagora; este adeviratd si
reciproca acestei afirmatii);

2) dacd avem un gir dc rapoarte egale, atunci
orice functic omogena de gradul 1, aplicatd atit
numiritorilor cit si numitorilor acestor rapoarte,
estc un raport egal cu rapoartele date.

simplu excmplu:

3) orice relatic omogend ramine adevaratda daci
inlocuim valorile ce intervin in ea, prin marimi
proportlonale cu acestea si rec1proc

Multi dintre noi cunosc aceste proprletdgl 51mp1e e de
banuit insi ci nu multi cunosc aplicatiile lor in geometrie.
Sa ilustram aceasta prin citeva exemple:

I — sdscaratecdintr-untriunghidreptunghicare loc relatia:

1 _1 1
T<3t7 (3.18)

Ig

unde & si ¢ sint catetele, iar 4 indltimea cores-
punzitoare ipotenuzei.

Solutie: ne vom propune si ardtim ceva mai
general si anume cad intr-un triunghi oarecare,
are loc relatia:

1 1
- —— —+ — 3.19
Ry, kel h., lzb + he ( )
unde k,, A, k., sint indltimile corespunzitoare
laturilor a, 6, ¢. Este limpede cd relatia 3.18 este
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un caz particular al relatiei 8.19, fiindei 5 si ¢
sint in acelasi timp si indltimi daci triunghiul
este dreptunghic. Si ne reamintim acum ci in
orice triunghi are loc dubla inegalitate (evidentidl):

[b—cl<a<b+e (3-20)

Pe dc altd parte, tot in orice triunghi, dublul
suprafetci poate fi exprimat prin oricare din
termenii relatiilor:

ah, = bhy = ch, 3.21)

care se mai scrie:

a b ¢
I = I = I . (3.32)
ka hy he

Conform cu punctul 3) in relatia 3.20 putem
inlocui @, b, ¢ prin mdrimile proportionale 1/A,,
1)k, 1/h,. ’

IT — sd se arate cd Intr-un triunghi dreptunghic:

1.1 (3.23)

IIT — fiind date doud triunghiuri dreptunghice asemenea,
cu laturile a, b, c, respectiv ay, b,, ¢;, si se arate ca:

aa, = bb, + cc,. (3.24)

x LA . .

Solutie: relatia de ascminare ai:l;— =ci mai poate fi
’ 1 1 1

scrisd: — ) =—1 = —'.
ai b1 1 L
Daci aplicim acum proprictatea 2) a omogenititii, avems:

aa, _ bby + ccy
2 T2 2
ai b1+

dar o} = b% 4+ ¢} deci (3.24) este doveditd.

- (3.25)
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Vi lasim acum spre delectare personali urmitoarea

Problema. Se dd un triunghi dreptunghic in 4 si fie 44,
fniltimea relativi la ipotenuzi. Construim cercurile Inscrise
in triunghiurile ABC, ABA,, ACA, si le notim razele cu
7, 71, 75. S4 se arate cd au loc urmditoarele relatii:

=} (3.26)
ar = br, - cr, (3.27)
ac=>b-AA4,+c-BA, (3.28)
ab="5-CA,4-¢c- 44, (3.29)

"Nu stim dac3 v-a rimas gindul la o afirmatie ficuti de
noi mai inainte, prin care evitam generalizarea teoremei lui
Pitagora in cazuﬁ) triunghiului oarecare. Daci stim si ne
gindim bine, teorema lui Pitagora exprimi de fapt egalitatea
dunor arii. Teorema lui Pifagora generalizati — asa cum o
frvitim in scoald si care este in final — dupd cum am mai
spus — exprimarea cosinusului unui unghi in functie de
laturi, nu pune in evidentd explicit o egalitate de arii.

sAdevirata“ teoremi generalizati ar trebui si demon-
streze tocmai egalitatea ariilor unor patrulatere construite pe
laturile unui triunghi oarecare.

O astfel de teoremd existd. Ea este probabil mai putin
cunoscutd, desi la vremea ei a fost destu?de apreciati. ,,Ga-
zeta Matematica si Fizici”, Seria B, in anul 1957 i-a consa-
Crat o prezentare destul de largd (vezi: Udrescu, V.
Teorema lui Clairaut, vol. VIII, nr. 5, pp. 241—248). Teorema
apartine unui cunoscut matematician francez — Alexis Clai~
rant (1713—1765), al cdrui nume a rimas in istoria mate-
maticti prin lucrdrile sale de teoria ecuatiilor diferentiale
(.ecuatia lui Clairaut”).

Clairaut a fost un matematician inzestrat cu mult talent
gi la numai 28 de ani el a fost primit in Academia de $tiinte.

n 1736 a efectuat impreund cu alt matematician francez —
Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698—1759), prima
misurare exacti a arcului de meridian terestru. Ei s-au
deplasat pentru aceastd mésurare tocmai in Laponia, unde
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conform teoriilor geografice din acea epocd erau indcplinite
toate conditiile fizico-geografice pentru o astfel de deter«
minare.

In timpul liber, Clairaut se ocupa cu... geometria. Una
din descoperirile sale interesante in acest domeniu este $i
generalizarea cu adevirat naturali a cunoscutei teoreme a
lui Pitagora.

Iatd cum sund

Teorema lui Clairaut: se considerd triunghiul oarecare
ABC. iIn exteriorul siu, construim pe laturile AB si AC
paralelogramcle arbitrare 44,B,B si 44,C,C. Fie acum M
punctul de interscctie al laturilor A 1By si A ,C,. Prelungim
MA dincolo de A4, pind cind se obtme A3 — MANBC.
Pe dreapta MA,, dincolo de A, alegem un punct A4, astfel
ca AzA, = AM. Construim acum paralelogramul BCC,B;,,
unde BB, este paraleld si egald cu 434,

n aceste conditii: suma suprafetelor paralelogramelor
arbitrare AA4,B,B si A4,C,C este egald cu suprafata para-
lelogramului BCCzB2

Toatd constructia este aritatd in figura 3.6. Demonstratia
este destul de simpla prelungim mai intli BB, pind ce
acesta taic pe 4,B, in B; Analog, prelungim CC, pind ce
obtinem punctul C 5 ca intersectie a lui CC, cu C A4,
flgura respectivd sc observa imediat cgalitdtile:

AM =BB3==BB,==C(,==CCq; MBg=AB; MC=AC. (3.30)
Aceste cgalititi ne conduc la egalitdtile de arii:

Sasme == Sppya; Sareie = Scegma; @31
SeBycsc = Sppac;  Smmac, = Sage. o
Acum, se poate scrie imediat:
Saame + Sance = Serama + Scegia - - Sesgcy - - Sape ==
e= Sppscs 1 SBpysc — Sasc - Serytsc = SeBaac (3.32)
Teorema este demonstrati. Este clar ci teorema lui Pifa-
gora este un caz particular al acestei teoreme, daci degene-
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1
82 A, CZ
Fig. 3.6.

eorema lui Claivaut — sau adevirata
teorend a lui Pitagora generalizatd

ram parulelogramecle in pitrate si luim A4 = 90°. Figura este
cea indicatd in 3.7. Am construit deci pétratele A4,B,B §i
44,C,C pe laturile AB si AC si apoi, prin acelasi procedeu,
determinim paralelogramul BCC,B, pe latura BC, para-
lelogram care trebuie si demonstrim ci este de fapt un
pitrat. Avem Insi evident:

MA = BC = 4,4, {3.33)

(devarece triunghiurile ABC si 4,44, sint egale).

Pe de altd parte, M, 4, si A, sint coliniare prin constru(iie
deci 3 MAA, — % ABC — 3 CAA,. Intrucit AC 1 «é
rezulti imediat ¢i si BB,C,C este pitrat. Teorema }
Clairaut ne spune deci ci AB? + AC? = BC?, fiindcd aria
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AL
B,
c, c
A3
B
B, 8,

Tig. 3.7
Ce devine constructia lui Clairaut

A
in cazul 4 = 90°

pitratului stim bine ce reprezinti. Iatd deci cadrul natural’
al generalizirii teoremei lui Pitagora.

Fiindci ne-am obisnuit ca orice lucru nou si nu se incheie
pbrusc si deodati”, propunem si vi incercati fortele cu un
loc geometric, si anume:

Problemi: fie ABC un triunghi oarecare., In exterior
construim paralelogramele arbitrarc 44 ,B,B si AA4,C,C.
Prelungim A4,B, si 4,C, pini cind acestea se intilnesc in M.
Si se afle locul geometric al punctului M, dacd

Sampp -+ SAAzC;C = constant (334)
(aceasti problemid a fost pusd tot de Clairaut).
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Indicaie: nu se di, intrucit dacd urmdriti atent demonstra-
tia teoremei lui Clammt locul rezulti de la sine. Nu-i asa ci
este 0 dreaptd?

In fine, ca si ne convingem cd triunghiul dreptunghic este
foarte important, nu nc mai rimine decit si aritim ca de
fapt, toate triunghiurile sint... dreptunghice!

Bineinteles cd nimeni nu ne va crede, §i iar bineinteles cid
nici noi n-o credem. Totusi, pentru a dezminti acest nonsens,
si descoperim fisura in demonstratia ce urmeaza.

Considerim un triunghi oarecare ‘ABC, cu laturile a, b, ¢;
unghlunle «, B, y §i indltimea /, care imparte latura opusd
AB in segmentele AD = p si DB =gq (p + g =rc). Totul
vd este infdtisat in figura 3.8. Nu este greu de vizat ca an
loc relatiile:

ne=2 =2 L 1 :
sine=—, cosa=7, Slnﬂ—a»C()Sﬂ*a (3.35)
b
(o4
A P

Fig. 3.8.
Toate triunghiurile sint dreptunghice (! ?)

Pe de alti parte, identitatea:
sin{a 4 B) = sin « cos B + sin 8 cos « {3.36)

ne furnizeazi imediat:

sin(e + B) = h q+p -”-—M—}iﬁ. (3.37)



Tevrema sinusului ne di de asemeaea:
a=-2Rsina, b=2RsinB, ¢=2Rsiny, [3.38)

unde R cste, bineinteles, raza cercului circumscris triunghiu-
lui ABC. Prin urmare:

sinfo 4 B) = 2 ST__ (3:39)

2R sin « sin B "
Mai observdm in fine ci:
f="bsin &« = 2R sin « sin § (3.40)
si deci:
sin(o + B) = sin y (349

adicd practic o + B = v (3.42) si iatd deci cd triunghiul a
reiesit dreptunghic.

Care este de fapt punctul slab al demonstratiei? Toti
sintem de acord ca de la relatia {3.35) pind la (3.41) nimic
nu este in nereguld. Dar in fond mnici de la (3.41) la (3.42)
nu este nici o gregcald, numai i relatia (3.42) este doar
unul dintre cazurile posibile ale relatiei (3.41). De f{apt,
(3 41) are urmitoarea solutie:

2k + v
2k + ) — v
Cazul 10 k =0; aceasta inseamnd cd intr-adeviar un
trunghi poate fi si dreptunghic {« + B = v).
Cazul 2: k =0; aceasta mai inseamni o« + f=m— vy,
ceea ce este regisirea unui adevir deja binecunoscut (suma
unghiurilor fntr-un triunghi este

°).
De acum incolo, cazurile & = 1, 2, ... intri In domeniul
fanteziei. Un triunghi pentru care de exemplu:

«+B=2r—y (k=1 (3.4

nu poate evident exista etc.
Tati deci o demonstratie care nu este ,vicicasi” prin
sinea ei — in sensul construirii unci figuri geometrice voit

ot 8= s kh=0,1,.. (3.43)
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eronate sau al vreunor simplificiri de factori nepermise,
adici tot arsenalul uzual in astfel de situatii ,cu haz”
Absurdul este obiinut doar prin neconsiderarea tuturor
cazurilor posibile ale unei ecuatii trigonometrice. .
S3 vi mai prezentim ceva neobismuit: intr-un trinnghi
. dreptunghic, o cateti este egali cu ipotenuza. Nu eredeti?
Atunci incercati si descoperiti unde e ,tragerea pe sfoara”.
Atentie deci la figura 3.9. Triunghiul ABC este dreptun-
ghic in 4. Punctul M este punctul de intersectie dintre

B

Fig. 3.9.
Oare AB = BC?

bisectoarea unghiului B si mediatoarea laturii 4€. Din M
am fost coborite perpendicularele ME st MF pe laturile BC,
respectiv AB. Acom si urmirim rationamentul. Triunghial
BFM este egal cu triunghiul BEM. Lucrul este evidemt:
ipotenuzi comuni, iar MF = ME fiindci M se afli pe
bisectoare. Rezulti deci: BF = BE. Cum M se afli si pe
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mediatoarca lui AC, rezulti MA = MC. Urmcazi deci cd
si triunghiurile MFA si MEC sint cgale. Adici, AF = EC;
scricm atunci: BF + AF = BE + EC, sau AB = BC?

Aparent lucrurile stau asa. In deducerea demonstrat_iei nu
am ficut decit si aplicim proprietdti adevirate si binecu-
noscute. Rimine deci de banuit un singur lucru: figura este
incorect executata.

De fapt, punctul A7 nu se afld acolo unde se pretinde a fi,
ci in cu totul alti parte. Figura 3.10 ne limureste imediat.

M

Tig. 3.10.
Cum stau de fapt lucrurile

Demonstrati cd in realitate, M se afld in afara triunghiului
si anume pe cercul circumscris. Cu acest exemplu afi vizut
ce mult conteazi o figurd corect executati. , Geometria este
arta de a rationa corect pe figuri gresitc” — aceastd maxima,
preferatd incd de unii dintre noi, ne conduce de cele maj
multe ori la concluzii false. De ce sd ne chinuim, irosindu-ne
puterile rationind corcct pe figuri incorecte, cind putem ratios
na corect pe figuri corecte?
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3.2. Revendicirile algebrei

Vom incepe acest paragraf cu o istorisire a unci pétanii
intimplate unui prieten al meu, algebrist. Si limurim mai
intli ce este acela un ,algebrist”, fiindcd multora poate li se
pare termenul cam pretentios. Ei bine, toti sintem de acord,
probabil, cd matematica ¢ , mare”, adici vastd. Spccializarea
fntr-un anumit domeniu al ei este caracteristicd epocii mo-
derne, impusi tocmai de dezvoltarea de-a dreptul colosala
a stiinfelor matematicc. l.a facultitile de matematicd din
fntreaga lume, studentii sc intilnesc poatc impreunid, numai
doi sau trei ani sub acclasi amfiteatru; apoi se despart
pe grupuri de specialititi. Unii devin analisti, altii geometri
altii statisticieni etc. Dupd un timp oarecarc, doi matemati-
cicni din ramuri diferitc — de exemplu, tcoria functiilor de
variabila complexd si statistica matematicd, pot avea un
limbaj atit de diferit incit este foarte plauzibil ca si nu se poatd
intelege intre ei decit dupd o indclungata acomodare a fie-
ciruia cu domeniul celuilalt.

Algebristul se consacrd in mod evident algebrei. Din picate
— sau din fericire — si algebra este extrem de vasti, incit
si aici an apirut subdomenii cu , subspecialistii“ lor. Exista,
de exemplu, si o asa-numitd ,geometrie algebrici“.

Din pécate — si aici nostalgia matematicicnilor este nepre-
fiacutd —, epocile in care un singur om putea cuprinde — cu
un efort mai mare sau mai mic — toate cunostintele mate-
matice ale predecesorilor si contemporanilor, au trecut de
foarte multd vreme. Pascal, Descartes, Fermat, Bernoulli
etc., §i cu atit mai mult ilustrii lor predecesori ai Renasterii
italiene, sau si mai inapoi in timp, vestitii exponenti ai cul-
turii arabo-persane,’se puteau linda — si pe drept cuvint —
cd ,stiau toatd matematica” pe care o cunogteau vechii
greci, vechii indieni, vechii chinezi etc. Desigur, acest lucru
era perfect natural, deoarece volumul cunostintelor acumu-
late in acele etape ale dezvoltdrii societitii era totusi redus.
Astdzi, oricare dintre corespondentii cu bogatd activitate

~ee

la ,Gazeta Matematicd”, poate rivaliza si intrece in unele
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privinte (cel putin ca volum de informatii} pe celebrit mate-
maticieni ai Evului Mediu.

Dar si revenim la pitania prin care a frecut prictenul
men. Dupd un numir relativ mare de ani de la absolvirea
facultitii, timp in care a lucrat ca profesor de matematici
la un liceu in Bucuresti s-a2 gindit si-si adume rezul-
tatele obtinute in domeniul 2lgebrei intr-o brosura, in care s&
prezinte si alte aspecte ale stiintei pe care o indrigea atit
de mult. '

Zis si ficut; Intr-o zi, a luat troleibuzul si s-a prezentat
Ia Casa Scinteii la redactia unei edituri. Acolo, a fost primit
de un redactor de specialitate si invitat si-si spuna pasul
Prietenul meu a inceput o adeviratd tiradd desprc impor-
tanta fundamentald a algebrei in ansamblul stiintelor mate-
matice, despre faptul ca algebra intervine zilnic in viata
noastri etc., etc.

Redactorul — care probabil sc intilnea nu prea rar cu entu-
ziasti ai diverselor discipline — i-a replicat pe buni dreptate
¢d ,dacd stam strimb $i judecdm drept”, cum spunc roménul,
aritmetica e de fapt ramura de matematicd de a cirei urma-
rire nu putem scipa; toti facem socoteli: cit cheltuim pe lund
pentru tigdri, cite zile mai avem pini la ziua de nagtere a
persoanei X, ce dobindd primim in 10 ani pentru cei 5 000 de
Iei depusi azi la CEC, si asa mai departe. Ba redactorul i-a
mai spus ci In viata de toate zilele intervin si numercle nega-
tive; intr-o zi, uwitindu-nc portmoneul acasi, imprumutim
de la atotprezentul Popescu o sumd de bani, fiindci tocmai
cu o zi inainte am zirit la ,,Unirea” un nou tip de britara
care — credem noi — i-ar place persoanei ¥ — si nu vrem
si pierdem ocazia etc., etc.

Orice datorie ficutd este in fond un ,buget negativ”. $i
redactorul nostru a sintetizat discutia astfel: tinind cont de
importanta aritmeticii in viata de zi cu zi, ar insemna ca
odati pe lumi cel putin, si apard o carte de aritmeticd.
Totusi, acest lucru nu se intimpld, cum e si firesc. Aga si cu
algebra: dac# fird ea nu putem trdi (asa cum spni dumneatal,
atunci de ce nu pistrim fiecare sub perni cite o carte de alge-
brid? Desigur. exagercz putin — a subliniat redactorul — daz
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trebuie sd privim lucrurile in dimensiunea lor reald. Totugl,
si 0 noud carte de algebrd poate deveni um ,bestseller”,
desi s-au scris destule pind acum. Ceea ce fi trebuie pentru
aceasta este insid prezentarea unor lucruri noi, de largi res«
piratie, adici de o mai mare aplicabilitate, sau infitisarea
unor lucruri vechi, cunoscuie sub o formi noud, care si
sugereze aspecte nebinuite pind atunci. Mai ales ¢4 un pro-
fesor dc matematici trebuie si se adreseze in primul rind
tinerilor, sd vind in ajutorul lor in prezentarea cit mai atrac-
tivd a unei stiintc care prin insdsi natura ei necesiti mult
talent si diruire pentru a fi indrigitd de tineri.

Redactorul i-a mai spus prietenului meu urmitoarele:
gindeste-te ci eu sint un cititor al cértii dumatale, mai precis
un tindr cititor, elev de liceu sau tindr absolvent care se
pregiteste si urmeze mai departe o gcoald tehnicd, o facul-
tate sau pur §i simplu si intre direct in activitatea produc-
tivi. Cum mai poate ajuta o astfel de carte? Ce lucruri nol
imi oferid?

Trebuie si md convingi — ca pe un cititor oarecare, luat
la intimplare, ci lucrarea pe care vrei s-o publici e intere-
santil si cd am ce sd invit din ea.

Spiritul didactic al amicului meu s-a trezit atunci imediat.
O sa vi relatez aici cum a argumentat el necesitatea unei
cunoasteri mai profunde a algebrei si cum pérti ale ei pot
ajuta pe tinerii elevi sau absolventi sau candidati la diferite
examene.

Toatd lumea stie ce sursd reald de nepliceri o constituie
inegalitiitile trigonometrice, mai ales cind acestea se referi
la unghiurile unui triunghi. Chiar eu — spunea prietenul
meu — elev fiind ,md-ngilbeneam” cind aveam de de-
monstrat, de exemplu, ci intr-un triunghi ascutitunghic
are loc inegalitatea:

sin?4 + sin®*B + sin*C > 2. (3.45)
Toate aceste inegalitdti mi se pireau ci necesiti o mare
abilitate de calcul si 0 mare dozi de inspiratie. Indrigostin-

du-mi finfre timp de algebrd (de gustibus... — comentariul
nostru!), am constatat treptat ci, de fapt, aceste inegalitafi
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nu sint decit nistc inegaliti{i algebrice conditionate, fiindca

A A A

A + B + C = 180°. La fel stau lucrurile si cu identititile
trigonometrice. Mai mult decit atit, diferitele inegalitdti
intre elementele liniare ale unui triunghi se pot deduce cu
ajutorul inegalititilor algebrice. Analiza matematicd vine §i
ea in ajutorul nostru; diferite inegalititi de functii pot fi
cu succes folosite pentru demonstrarea multora dintre inega-
litatile cu pricina.

Dar pledoaria cea mai eficienti este cea prin intexmediul
exemplelor. Iati pentru inceput citeva inegalititi ,clasice”,
care se pot aplica in acest gen de probleme (nu fac decit
transcriu aici-exemplele pe care algebristul nostru le-a luat
drept ,martori ai apdririi).

1) Daca x,, x,, ..., x, sint numere pozitive, atunci:
min {7} < H, () <G (x) < A () < M, (x)<max{x‘} (3.46)
ISi<n K
unde:
H,(x) = S S — este media armonica 13.47)
1, 1, 1
-+ =t .+—
Xy Xa Xn
Go(x) =V xx o x, este media geometricd (3.48)

A4, (x) = WLt oo T ogte media aritmeticd (3.49)
n

ST T
M, ()= \/f'-ﬂf.—t:;ﬂ' este media pitratici  (3.50)

n

Exemplu: si se arate cd Intr-un triunghi ascu;xtunghx
are loc inecgalitatea:

sin A -+ sin B+ sinC 2 3(%)”3, (3.51)

rotatiile fiind cele obisnuite.
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Solufie: vom folosi inegalitatea G,(x) < 4,(x) (3.52)
pentru # = 3, adici:

IV 7o, < "—%ﬁ- (3.53)

Alcgem 1, =sin 4, x, =sin B, x3=sinC si inlocuim:
sind +sinB+sinC >3 [/sindsin BsinC, (3.54)

dar:
sin 4 sin Bsin C = S[2R* (3.55)

vezi manualul de trigonomctrie), de unde rezultd imediat
3.51).
2) Daci «x,, %, ..., 4, sint numere pozitive, atunci:

1,1 1) s e
(%, + %g 4= oo + %) {x, +p et xn) >n  (3.56)
Accastd inegalitate este de fapt:

H,(x) < A,(x); (8.57)

aranjatd insd altfel. Sd scriem (3.56) pentru # = 3. Avem:
1 1 1

(%, + %5+ %) (Z ++ ;3) >0. (3.58)

Aceasta ultimi inegalitate are foarte multe aplicatii cu

ajutorul ei putindu-se demonstra o ,,pleiadi” intreagi de ine-
galitati relative la elementele unui triunghi.

Exemple:
a) si se arate cd intr-un triunghi existd relatia:
ho + By + k, > O, (8.59)
notatiile fiind cele obisnuite.

Solufie: se alege x, = kg, %5 == by, %3 = h; si se tine cont
ci:

= % . (3.60)
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Inti-adevar, suprafata unui triunghi poate fi scrisd

1 1 1
S = 'é’aha = 2 bllb = P ch - pr (36])
s1 decr
‘ 2
T_a L_b6 1 _ < v _2 3 62)
ke 28" hy 25 he 25+ 2
Relatia (3.60) este acum evidentd. Asadar:

ha + By + ke
I 4

>9 q.ed.
b) Sa se arate cd Intr-un triunghi are loc Tnegalitatea:

to+rt+r, =9 (3.63)

notatiile fiind cele uzuale.

Solugie. Alegem de aceastd datd in loc de x,;, x, x; pe
7. 1, 7., adica razele cercurilor exinscrise triunghiului.

Nu este greu de vizut ci suprafata triunghiului, S, se mai
poate scrie si astfel:

S = a(ﬁ—a):rb(p—b)chp*c)r.pf (364)

§t prin urmare:
I, v, 1 _p—e, p=b,p-0c_3p—2p_ 1.
ra+ro+rc_ S + s ' s s .65)
Inegalitatea cerutd este acum evidenta.
c) S4 se arate cd intr-un triunghi, ascufitupghic are loc
incgalitatea:
tgAtgB +tgBtgC +tgCtgd > 9. (3.66)

Solutie. Ne reamintim pentru inceput urmitoarea iden-
titate:

tgd +tgB+tgC=tg4tgBtgC (3.67)

care ,cu vorbe” ar suna cam aga: Intr-un triunghi, suma
tangentelor unghiurilor este egald cu produsul lor. Acest
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lucru se dovedeste toarte usor, daca finem seama de formula
generala:

tgATts:BrtRC'«tgAtgb‘tg'
A+ B : 3.68
tg(d + 0= | —(tgAtg P - tgBtgC 4 tgCtg A) ¢ )

Cum A4 + B +- C - 180°, jar tg 180° = 0, atunci (3.67)
rezultd imcdiat. Scriind acum 1mgdm'1tca

(1 + 23 + %) (r47s + Xuxy 4 x3%)) > Ixyxex;  (3.69)

si alegind x, =tgAd, x,=tgB. x3=1tgC, conform cu
{3.67) obilinem rapid relatia ceruta.

d) Si incercim acum sid demonstram o inegalitate bine-
cunoscutd azi, si anumc:

R > 2, (370)

care a fost pentru prima oard demonstiata de Lconhard
Euler (1707—1783).

Euler a fost un spirit enciclopedic; el a abordat diverse
ramuri de matematici si s-a ocupat in acelasi timp de fizici
si astronomie. A fost ales membru al Academiei de Stiinte
din Petersburg, unde a triit o lungi perioadd a vietii. Con-
form traditiei acelor timpuri, Euler si-a scris ma]orlt'ltea
lucrérilor in limba latind (de exemplu, una din operele sale
de bazi in astronomic, se intitulcaza Theoria moluum pla-
netarum. el cometarum, 1744 — Teoria miscdrii planctelor si a
cometelor).

n ceea ce priveste matematica clementard, Euler a aritat

o deosebitd atractie pentru geometria triunghiului, domeniu

in care a pus in evidentd proprietiiti interesante. In istoria

matematicii a rdmas inscris asa-numitul ,cerc al lui Enler”

sau cercul celor noud puncte, Euler demonstrind ci intr-un
triunghi oarecare:

»Picioarele inaltimilor, picioarele medianelor

si mijloacele scgmentelor determinate de vir-

furile triunghiului si ortocentru, sint conciclice”.

[n ceca ce priveste inegalitatea R > 27, Euler a demonstrat
geomctiic ci, de fapt, distanta dintre centrele cercurilor
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tnscris (I) si circumscris (0) unui triunghi oarecare, cste
dati de:

OI = |/R(R = 27). 3.71)

Cum Ol este pozitivi, evident, R > 27, egalitatca R=2r
avind loc cind O coincide cu I, adicd atunci cind triunghiul
este echilateral.

S4 demonstrim acum R > 2r cu ajutorul inegalitdtilor
algebrice. Alegem in (3.69) drept x;, x,, x5 tot razele cercuri-
lor exinscrise triunghiului. Atunci: .

(ra + 70+ 7) (ra?y + 1o & 770) 2 Ot (3.72)
Pe de altd parte:
Vo + 7+ 7. =4R + 7, 7., +’b’c+fcf'a‘:p'~’
rorre = P

(aceste relatii se gisesc dovedite in Predoescu M. I
si Ghiliceanu M. T.; Probleme de trigonometrie, vol.
II, Ministerul Invitimintului si Culturii, Bucuresti, 1959,
p- 396)

Asadar:

(AR 4+ 7)p* > 9p% (3.73)
de unde rezultd imediat R > 2r.
e) Si se arate cd Intr-un triunghi ascutitunghic:

cosec A + cosec B + cosec C > %scc i:;sec gsec % (3.74)

Solutie: scricm inegalitatea:
1 1 1 9

-t =3
¥ Y Xy s+t o

si alegem x, =sinAd, x,=sinB, x3=-sinC tinind apoi

cont cd:

(3.75)

sin.d 4-sinB+4sinC == 4 cos ﬁ;— cos -1-2% cos % . (3.76)
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Atunci (3.75) devinc imediat:
Y cosecd > 2— I sec % {3.77)

adici tocmai (3.74).

Desigur, inegalititile algebrice pe care le-am folosit mai
sus pot furniza o sumedenie de alte relatii intre elementele
unui triunghi oarecare, inegalitdti mai mult sau mai pufin
interesantc. Existd insi si alte inegalitdti algebrice simple;
care ne ajutd in demonstrarca unor inegalititi trigonometrice
relativ dificile, dacd am inccrca si le deducem pe cale directa.

Iatd un exemplu:

3) Dacid x, y, z sint numere reale oarecare, atunci:

24+ 22 2> xy + vz +z2x (3.78)
(aceasta este o inegalitate banali chiar si pentru elevii din
anii mici). Totusi, dacd ni se cere si demonstrdm cd in orice
-triunghi:

ctg?4 1+ ctg?B + ctg’C > 1, 3.79)

atunci aceastd inegalitate nu mai pare chiar atit de banali —
cel putin la prima vedere.
Sd ne reamintim insi de relatia:
tgd +tgB+tgC=tgdtgBtgC. (3.80)
Transformind tangentele in cotangente, obtinem rapid:
doctgdctgB=1. (3.81)

Alegind acum in (3.78) x =ctg 4, y =ctg B, z =ctgC
avem:

Dctg?4 > Y ctgdctgB =1, (3.82)

adicd tocmai ceea ce trebuia aridtat. Simplu, nu-i aga?

In legiturd cu inegalititile algebrice, trebuie si remar-
cim cd in acest domeniu existd multe lucriri, astdzi deja
celebre.

Tn anul 1934 apare lucrarea matematicienilor G.H. Hardy;
J-.E. Littlewood si G. Pélya intitulatd chiar Inegalitiii (editia
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a doua in 1952; t1adusa in limba rusi in anul 1948, cu compte-
tari ale cercetitorilar sovietici dn acest domeniu). Doi ani
fmai thziu, apare lucrarea matematicianului  sovietic
D.A. Krijanovski, intitulatd Elemente ale teoviei inegalitdiilor,
multd vreme consideratd o lucrare de bazi n acest domeniu.
In perimetrnl balcanic, matematicienii iugoskavi creeazi o
adeviiratd gcoald in teeria inegalitifilor, ¥mcepind cn
M. Petrovié¢ (1932, Caloule cu wumare oarecare, Belgrad) s
continuind cu cunescuta carte a lui D.S. Mitrinovid (Ngjed-
nakosts, Belgrad, 1965), in care un capitol special este censa-
crat megahtatilor intre elementele unui triunghi.

in tara moeastrd, ,Gazeta Matematici” a putﬂicat de-a
lungul anilor interesante inegalitdti, cu aplicatii in diferite
ramuri ale matematicii, nu numrai in geometrie.

Din lucrarea lui Mitrinovié, vom reproducc aici citeva
aplicatii in .gcomctrie ale inegalitéifilor algebrice. Mai intH
insd, o si ne rcamintim citeva definitii:

A — Se spune ca functia f(x), x € [«, B] este
convexd in sensul lui Jemsenm pe segmentul
fo, B} dacd pentru orice @ si D, a, b €{«, B,
are loc incgalitatea:

EEURECES L )

2

B — Scspune cd functia f(x), € [a, B] este con-
cavd in seasul lui Jensen, dacd —f(x), x&[a,B]
este convexd in acelagi sens.
Definitia (J) a fost datdi de JL.W.V. Jensen in .amul
1905. Un an mai tirziu, Jensen demonstreazi o incgalitats
fmpoertantd pentru numeroasc aplicatii.

Inegalitatea lui Jensen:

Dacd f(x) este o functic convexd in sensul Iui Jensem
w=a, B], atunci pentru orice a,E{[«, B), i=1, 2, ..., n
are loc relatia:

5 e)< I S 89
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Aplicafie: si se arate ci intr-un triunghi oarecare, are loc
inegalitatea:

sind +sin B + sinC < -23- V3, (3.84)

egalitatea indeplinindu-se cind triunghiul este echilateral
(Mitrinovié, loc. cit. p. 122),

Soluie: vom aplica inegalitatea lui Jenser. Si considerim
functia f(x) = sin ¥ pe segmentul [0, =]. Dupd cum se stiey
pe acest segment ea. este concavi conform: defimdtiei, clasice;
intrucit £"(x) < 0 pentru x &[0, =]. Atunci, lufnd doud puncte
%y, %,€[0, =], functia

f(x) + f(#) — sin #, -+ sin x, (385)
2 2
devine:
Hx) ;’ﬂxﬁ =sin x": *2cos &2 ;’ Hresintt ;’ %2, (3.86)

deoarece 0 < cos i;—"i’ < 1 pentru orice (¥, — #;)/2, adici:

sin %, + sin #, e 7 3.8
2 < sin 2 (3.87)

Inegalitatea lui ] ensen, aplicati pentru sin x, * E[0} =] st
%G{O n,i=1,2..n ne di:

”

1 ( 1y l (3.88)
sin n %< sin|— X %],
=1

n = n
Atunci, luindxl-—A %y = Bx,ae cuA+B+C=
= 180°, A, B, C, > 0, avemn imediat:

sin 4 +s;!;B+smC gsin—n—.z

@.89)

o

3
st deci (3.84) a rezultat imediat.



4) Dacd x, y, 2, sint numere reale pozitive, atunci are log
inegalitatea

222 4 0% 4 2222 > xyz(x 3 4+ 2) (3.90)

(ea face obiectul problemei 2.1.15 din cartea Iui Mitrinovié;
p. 111).

Vom arita aici cd utilizind (3.90) putem obtine o intere-
santd inegalitate gi anume:

A A

Dacid 4., B, C sint unghiurile unui triunghi, atunci:

tg?f;- 4 tgzg + tgz% > 1 (3.91)

Iatd cum proceddm: dacd #, y, z sint pozitive, atunci si
alegem x =b+c—a,y=c+a—b,2=a+ b —c, unde
a, b, ¢ sint laturile triunghiului. Conditia #, y, z, este respec-
tatd, deoarece in orice triunghi suma a doud laturi este
mai micd decit a trejia. Notind ca deobicei 2p =a + b +¢;
§i inlocuind in (3.90), obtinem usor:

G—ap@-0+@-=00F—+@—0@F—a>
2pp—a) (-0 (P -0 (3.92)
Impirtind cu membrul drept, avem:

p-ap=b (P-H=9,@F=—09F=a, gy

p{p— o) p(p —a) P —b)
Dar daci ne reamintim formula:
4 _ /=80 -9
tg 2 \/a—————ﬂp —a ctc. (3.94)

atunci (3.91) este evidentd.

In fine, pentru a pune capit acestei ,,inflatii de inegalititi
algebrice cu ramifjcatii puternice in trigonometrie, si mai
Infatigim o frumoasd demonstratie dati deMitrinovi¢ (p.
124 51 128) pentru celcbra inegalitate a lui Ewler: R > 2r.
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Aritim, maiintii, ci dacd a, b, ¢ sint laturile unui triunghi
oarecare, atunci:
(@+b—c)d+c—a)ic+a—10b) < abe. (3.95)
S3 presupunem ci (3.95) nu ar fi adeviratd. Atunci, in
mod firesc trebuie si aibi loc:
@+b—c)b+c—a)(ct+a—0b)>abc. (3.96)
Daci notim: b +c—a=x,c¢c+a—-b=y,a 4+ b—
— ¢ = 2z, atunci rezulti:

a=Ytz _ztx ,;:_"’_“EL_}_’ (3.97)

2 2
si deci (3.96) devine:
ayz >< (v + 96+ A (@ + ). (3.98)

Sa tinem seama ci dzici a, b, ¢ sint laturile unui triunghi,
atunci evident #x, y, 2 > 0. Urmeazd ca (3.98) nu poate
avea loc, deoarece conform propozitiei 1) din acest paragraf:

Media' aritmeticd > Media geometrici,

adicd:
LI Vi, SEE s Vs, X2V (3.99)
si inmultmd membru cu memb{u aceste inegalitdti, obtinem:

(v + 2) (z +.2) (x + ») = 8xyz. (3.100)

Contradictia a provenit din faptul ci am presupus (3.95)
neadevirati. Revenim acum la inegalitatea lui Ewler; scriem
raportul:

4 Sip__ AS? _4p(p — AP b —9) _

R abc/4S  pabc pabe
(b+c—a(c+a—b)(a+b—c) abe 1
2ab¢ < 2abc 2

fa.n aplicat aici formulele cunoscute S = pr = abc/4R =
ormula lui Heron, precum si (3.95)).

101



Ca si nu mal lungim vorba, pledearia amicului meu a
convins (probabil cd intrc atitea inegalitifi l-ati si uitat l).
Inegalititile algebrice sint un izvor nesecat de rezultate fn
domeniul geometriei triunghiului. , Gazeta Matematici” ne
dovedeste cu prisosintd acest lucru. La sfirgitul acestei bro-

ri, am cules citeva din frumoasele probleme pe aceastd

emd publicate in tara noastra.

S4 nu riminem cu impresia cd numai domeniul inegalita-
tilor algebrice ne ajutd in rezolvarea problemelor legate de
triunghi.

Multd vreme in paginile revistelor de matematici elemen=
tare din lumea intreagi, un loc deosebit I-a ocupat urmitorul
gen de problemi: in ce conditii laturile sau alte eclemente
liniare (sau nu) pot fi exprimate in numere intregi? (evident,
este vorba de numere naturale, fiindcd aici au sens numai
numerele intregi si pozitive).

Problema se reduce pini la urma la o problema de algebri,
si anume la rezolvarea umor ecuatii in numere intregi. E
vorba aici de o adevarata disciplind, ,subramurd a algebrei®.
Despre rezolvarea ecuatiilor iIn numere intregi s-au scris
nermumdrate lucrdri. Nu avem spatiu necesar sd le enume-
ram pe toate — vom mentiona dear o carte foarte cunoscuti
a matematicianului polonez W. Sierpinski intitulatd Asupra
vezolvdric ecuatiilor tn wumere tntregi (editia rusi: O resenii
uravnenit v felih cislah, Fizmatghiz, Moskva, 1961).

Originea acestei probleme in legdturd cu triunghiul dateazi
inci din antichitate; vinovat: triunghiul dreptunghic. Intr-
adevir, relalia lui Pitagora, si anume:

2% 4 3% =2° (8.101)
dd urmditoarele solutii in numecre intregi:

=m?—n2, y=2mmn, 2=m>+n% m, n=Z {0},
% 3 + {0} 13.102)
mn >0, m > n

Relatia (3.101) se mai poate deci interpreta i astlcl:
,Dacd un triunghi are un unghi de 90°, atunci
laturile sale pot fi si numere naturale”.
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Numerele », y, z, exprimate ca mai inainte, se numese
»numere pitagorice”. Este interesant s§ dim si alte exemple
de acest gen; sd incepem deci cu:

Exemplul (a): Daci intr-un triunghi, un unghi este de
60°, atunci laturile sale pot fi gi numere natmrale (acest
exemplu eit st cele ce urmeazi sint lnatedin: Vod i V. Gh.
Asupra unor triwmghinri speciale. In: Gazeta Matematici,
no. 10/1077, pp. 399—401).

Intr-adevir, fie A BC un triunghiin cared = 60°. S notim
AC == x: BC ==z, AB = y. Aplicim teorema cosinusului:

cos 60° = H V= 0 (3.103)
2vy

Ajsadar am obtinut ecuatia:
x2 — xy -+ y2 = 22, (3104)

pe care trebuie s-o rezolvim in numere intregi. Solutia
acestei ecuatii este:

x=(m>—nk, y=m(m — 2n)k, 2= (m*— mn + n?)k
m, nEZ\ {0} mn >0, kcZ+*\ {0}, m > 2n.

Exemplul (3): Daci intr-un triunghi, un unghi este de
120°, atunct laturile sale pot fi si numere naturale.
Aici aplicim tot teorema cosinusului:

(3.105)

o __ MLyt -2 :
cos 120° = oy 1/2, (3.106)

adici de fapt am obtibut ecuatia:
22 4 xy b y2 =22 (3.107)

care seamind cu ecuatia de la exemplul precedent. Solutia
ei este:

x=(mP—ndk, y=m@m—nk, 2= (m*—mn+nAk

. 3.108
macZ\{0}, REZ*\ [0}, mn >0, m >§. (8.108)



Exemplul (c): daca intr-un triunghi, un unghi este dublul
altuia, atunci laturile sale pot fi i numere naturale.

Acest exemplu ar fi deci o generalizare a celor doud exemple

de mai sus. Fie deci un triunghi ABC ¢cu B = «, §i 4 = 2a.
Notidm laturile ca in figura 3.11 si anume AB =z, AC = y;
BC = x. Construim bisectoarea A4, a unghiului 4. Atunci:
X A4BA =X BAA, = XL A,AC = a jar 3 CA;4 =«
(unghi exterior). Triunghiul BA,4 este deci isoscel, iar
triunghiul C4,4 este asemenea cu triunghiul 4ABC.

c

4
B z A
Fig. 8.11.
A A
Un triunghi pentru care 4 = 2B
Din aceastd aseminare, rezultd:
LR S (3.109)

din care zy = x4A4,; dar A4, = A,B (triunghiul BA4,
fsoscel). Pe de altd parte, teorema bisectoarei ne furnizeazi:

Y o_r ¥ty A = A4, =%, (3110
CA. = B4 = * din care B4, 1= ( )
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Inlocuind 44, in relatia 2y = x - A4,, obtinem in final:
$(y + 2) = 2. (3.111)

Am reusit deci sd gdsim o relatie care leagd laturile x, y, 2
ale triunghiului cu proprietatea consideratd. Si aratim acum
cd (3.111) are solutii in numecre intregi. Mai intii scriem
teorema sinusului in triunghiul ABC:

¥ __ Y

X o
= — = COSs a. 3.112
sin2¢ sina 2y ( )

O primi conditie apare deci natural: x < 2y, (3.1 13)
Pe de alti parte, (3.111) se mai poate aranja si sub forma:

z=x2_yz=(x+y)(x—y)=(_f+ ])(x —-¥). (31i4)

¥y y
Se stie insi cd intr-un triunghi oarecare au loc relatiile:
2>x—y, 2<%ty (3.115)

de unde imediat
1 <%< 2. (3.116)

Sé trecem acum la rezolvarea efectivd a ecuatiei; ea mai
poate fi scrisi:

AN SR (3.117)
S3 punem f = ';':— unde m, n&Z\ {0} si deci:
_mon (3.118)

mn

n |

Mai putem incd scrie }’f = '—:%‘ si deci solutiile fntregi sint:
=mn, y=n? 2 =m?— n .19

cu condifia suplimentard 1 <% <2
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Fig. 3.12.
Un triunghi cu doud mediane perpendiculare

Exemplul (d): Dacd intr-un triunghi, doud mediane sint
perpendiculare, atunci laturile sale pot fi $i numere naturale.

Iati o problemi interesantd; in primul rind, trebuie si
gisim relatia dintre laturile unui triunghi in care doui
mediane sint perpendiculare. Scriem deci expresiile media-
nelor respective (fig. 3.12):

BB, = [l (* + 29— L xa}“’; (8.120)
2 4
=Tl 2z 1 ]2
CC,—[z(x + 27) 4y] . (3.121)
Né¢ reamintim acum c% medianele Mir-un triunghi se
Intilnesc — printre altele — la 2/3 de virf si 1/3 de bazd;

egadar?
BG = § BB, C6= -2» cc,. (3.122)
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Dar triunghiul BGC este dreptunghic, deci:
BG*? 4- GC* = BC= {3.123)
Inlocuind elementele respective, gisim:
L R R G R ] B R A
care dupid un calcul elementar, se transformé in:
%2 4 y? = 52° (3.125)
§ care reprezintd relatia ciutatd. Aceastd ecuxtie are ca
solurth ’
& =20m? 4 mn —n?), y=n2-t dom < m?, z=m? | n?

(3.126)
m, neZ\ {9}



Capitolul 1V

4. UN FIZICIAN
IN RINGUL CU TRE! COLTURI:
EVANGELISTA TORRICELLI

4.1. Torricelli urmdrea de fapt un punct’

Ne-am obisnuit deja, incd de cind am ficut cunostintd cu
creatia lui Giovanni Ceva, cd fizica poate fi un ajutor nebanuit
fn demonstrarea si chiar descoperirea unor fapte tipice de
geometrie sinteticd.

Anticii §i oamenii de stiintd ai Evului Medm erau poate
mai putin rigizi decit sint unii dintre noi astizi, in impértirea
cuno,stmte]or specifice in stricte ramuri de specialitate. Nu e
mai putin adevirat — si asta am mai Spus-0 parcd aici — cli
fn acele epoci era mult mai usor si fii ,interdisciplinar;
tocmai datoritd volumului relativ redus de cunostinte.

Ideea de a rezolva anumite probleme ale unei anumite
discipline apelind la ,forte exterioare”, adicd la cunostinte
dintr-o disciplind aparent destul de depirtatd, este foarte
fecunda, iar istoria stiintei a consemnat exemple strilucite;
dintre cele mai recente, consemndm contributia statisticii
matematice in rezolvarea problemei stabilitatii proceselor
tehnologice (Shewhart, 1924, [27]), sau contributia hotiri-
toare a unor probleme de teoria comunicatiei in aparitia noii
discipline — binccunoscutd astdzi — Teoria informatiei
(Shannon, 1948, [26)).

Despre Torricelli, dupi cite stim cu totii, se invati in scoald
si ne intilnim cu el la fizicd, atunci cind studiem barometrul
§i presiunea atmosferici.

Evangelista Torricelli s-a niscut la Faenza, in 1608, si a
murit la Florenta in 1647, deci la numai 39 de ani. A fost
elevul preferat al lui Galileo Galilei (1564—1642), care l-a
fndemnat mereu si abordeze fizica pe baze €xperimentale,
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Istoria stiintei il mentioneaza insd pe Torricelli i ca mate-
matfician, cu frumoase realiziri, in special in teoria curbelor
de ordin superior (printre altele, Torricelli a fost primul care
a studiat curba exponentiald de tipul a*; de asemeneca, el
a introdus asa-numita ,strofoidd“ — curbd descrisd prin
ecuatia (2 + y¥)(x — a)2 = a%?, a >0).

Daci s-a ocupat de matematici, Torricelli nu putea —
conform traditiei epocii — sd ocoleascd geometria sinteticd,
si mai ales geometria triunghiului. Intr-adevir, gcomctiia
triunghiului ii datoreazd lui Torricelli o intercsantd proprie-
tate, care din picate este mai putin cunoscutd de tinerii
pasionati de matematici de astizi, dar care cste intr-un fel
cheia a nenumirate probleme.

Iatd care este teorema lui Torricclii:

Pe laturile triunghiului ABC, construim in exterior triun-
ghiurile echilaterale ABC,, ACB,. BCA,.

Atunci:

a) cercurile circumscrise triunghiurilor echilate-

rale se taie intr-un punct T.

b) dreptele 44,, BB,, CC, sint concurente fin

punctul T

c) are loc egalitatea A4, = BB, = CC,.

d) daci T se afli in interiorul triunghiului,

atunci suma T4 + TB 4 TC este minimi,

e) centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor

echilaterale construite, sint virfurile unui triunghi
) echilateral.

Teorema, se giseste reprodusi (cu o schiti de demonstratie)
si in Istoria matematicii a profesorului N.N. Mihdileanu (nu
vom mai insista deci asupra punctelor care se gisesc clari=
ficate}. Vom face unele observatii 5i vom da anumite demon-
strafii noi.

Sd remarcim pentru inceput urmitoarele: cercurile cir<
cumscrise triunghiurilor echilaterale astfel construite, se
numesc ,cercurile Torricelli”, iar punctul T — dupid cum
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nu e greu de ghicit — ,punctul lui Toerricelli. Acum o primi
serie de observatii:

1) daci 4 < 120°, punctul lui Torricelli (I) este
intertor triunghiului ABC;

2) daei A > 120°, punctul lui Torricelli (T) este
exterior triunghiului 4BC;

3) dacd 4 = 120°, atunci punctul lui Torricelli
coincide cu virful 4.

Torrieelli a ardtat egalitatea segmentelor 44,, BB,, CC,,
dar nu a avut curiozitatea si calculezes aceste scgmente #n
functie de elementele triunghiului 4BC.-Nu este greu de
aritat ci: ’

AA, = BB, = CC, = [.% @ + b + 3 + 28 1/3]"2. 4.1)

Aceastd valoare are o semnificatie aparte, deoarece este
chiar valoarea sumei T4 + TB + TC! Intr-adevir, de
indati ce stim cd punctul T se afli pe cercurile circumscrisé
triunghiurilor echilaterale construite pe laturi, atunci are
loc relatia:

TB + TC = TA,. (4.2)

Relatia (4.2) exprimd de fapt urmitoarea proprietate
interesantd: dacd T este un punct pé cercul circumscris
unui triunghi echilateral (fie el BCA,), atunci suma distan-
telor-la virfurile apropiate (care delimiteazi arcul de cett pe
care se giseste T), este egald cu distanta la cel de-al treilea
virf (fig. 4.1.).

Istoria acestei proprietiti este §i mai interesantd: in anul
1646 Francisc van Schooten (1615—1666, desi datele sint
sub semnul intrebirii; dupi W.W. Rouse-Ball, ar fi murit
fn 1661. Ca realiziri, el estg citat prin ideea folosirii coordo-
natelor carteziene j f dimensional. Dupd Wieleitner,
cronologia este 161 —-—%7‘ . isc van Schooten Jr., eare
a triit intre 1837 si 1679, a fost unul dintre premergitorii
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teorici probabilitatilor) a publicat #n Olanda, la Leyda, o
i?“?;g)di‘sprc conice, in care a demonstrat gi aceastd rela-
c (4.2).

Fig. 4 1.
Proprictatea lui Van Schooten (1646)

Este foarte plauzibil ca Torricclli si nu {i avut posibili-
tatea si cunoascd cartea lui van Schooten. Pe de altd parte,
Torricelli ddiduse o demonstratie distinctd de cea a lui van
Schooten pentru punctul d) al teoremei. Fr. Van Schooten,
a folosit pentru demonstratie teorema lui Ptolesnen (aprox.
85165, era noastrfi): intr-un patrulater inscriptibil, pro-
dusul diagonalelor este egal cu suma produselor laturilor
opuse.

Patrulaterul TBA,C este cvident inscriptibil, si deci:

T4, - BC = A, -TB + A,B- TC. 4.3)

Dar BC = 4,C = A B, fiindcd. triunghiul A4,BC este
echilateral $i rezultd imediat (4.2) dupd simplificare.
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Relatia (4.2) este intim legati de teorema lui Dimilrie
Pompeiu pe care am enuntat-o in capitolul anterior. Tinind
cont de (4.2), putem face urmitoarea observatie la teorema
lui Pompeiu:

»Cercul circumscris triunghiului echilateral este
locul geometric al punctelor pentru care triunghiul
lui Pompein este degenerat™ (vezi si GMF-B,
ar. 8/1961, p. 502).

Acum este foarte simplu si aritim ci:

TA + TB 4+ TC = AA,. (4.4)
Intr-adevir, relatia van Schooten ne di:
TB+TC=TA,=>TA,+ TA = AA,. (4.5)

Urmeaz3i si mai vedem ci A4, este intr-adevir minimul
sumei, i si calculim acést minim. Si presupunem -ci T,
este un punct oarecare pe cercul BC4,, diferit de T. Atunci:

T,A+ T,B+ T,C=TA, + TA > A4, (4.6)

(am aplicat relatia van Schooten, plus faptul ci suma a doud
laturi intr-un triunghi — 7,44, — este mai mare decit a
treia), si deci a rezultat:

T,A+ T,B+ T,C >TA + TB + TC. 4.7)

Deci, pentru orice punct diferit de T care se afli pe unul
din cercurile Torricelli, suma respectivi depiseste suma
pentru cazul punctului Torricelli. Sintem datori acum si
ludm §i un punct oarecare M care sd nu se giseascd pe vre-
unul din cercurile Torricelli (fig. 4.2). Evident, MA 4+ MA,>
> AA,. Acum intrd in joc celebra teoremi a lui Pompein:
cu segmentele MA,;, MB, MC se poate construi un triunghi.

Asadar:

MB -+ MC > MA,. 4.8
Adunind relatia (4.8) cu cea scrisd mai inainte, obtinem:
MA 4+ MB 4 MC > AA,. 4.9)
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Fig. 4.2.

Dimitrie Pompeiu in ajutorul lui Torricelli
(proprietatea de minimum)

Am aritat, in fine, cd punctul lui Tofricelli este cel care
face minimi suma: T4 4 TB 4 TC. Calculul acestei sume
este simplu: din triunghiul 44 B, teorema lui Péfagora ne di:

AA? = AB* 4 A\B*—24B+ AB, cos (AB4) =
=c2+a2—2a.c:cos(§+60°) =02+a‘—acfcos§+
- A
4 ac]}/3sin B. (4.10)

113



Pe de altd parte, aceeasi teoremd — de data aceasta in
triunghiul initial — , nc furnizeagid:
b2 = ¢* 4 a® — 2ac cos B. (4.11)
Tulocuind in (4.10), obtinem (dacd t{inem seama de formula
25 = ac sin B):

AAl_C2+aZ+___T';_.1+2SI 3. . (4.12)

Sa analizdm acum observatia 2) ficuti mai sus; dacd

A N .
A > 120° este-usor de vizut cd punctul lui Torricelli cade
in exteriorul triunghiului ABC. Mai interesant este urmai-

A
torul fapt: in acest caz (4 > 120°) punctul lui Torricells
nu mai are proprietatea de minimum enuntata la punctul d)
al teoremei pentru cazul T interior triunghiului.
Pentru a demonstra acest lucru, avem nevoie de trei
proprietéiti preliminare:
I — daci d,, d,, d, sint distantele unui punct
oarecare M din pianul interior tuunghlulm ABC
la laturi, atunci are loc rela’;ia'

dy

ha T Iy + 5 e - (413)
unde %y, kb, kb, sint iniltimile triungbiului (vezi
fig. 4.3). Pentru demonstlatle unim punctul M
cu virfurile 4, B, C, si si notim cu S, S.. S,
ariile triunghiurilor BMC, CMA, AMB; avem
evident: 25 = ah,, 2S, = ad, etc., ..., adicd, de
fapt:

Sida, S S _de 4y

S hye S hy S ke ‘
Adunind mémbru cu membru aceste egalitiiti,
obtinem:

S+ 5:4 8 _ da 4_ 515!

S = + (&.15)

S ———
% Vezi cartea Ini S.I. Zetel, citatd anterior,
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Fig. 4.3.
Demonstrim proprietatea 1

Cum S=3S,+S,+S; relatia (4.13) rezultd
imediat.

II — dacd M este un punct situat pe baza BC
a unui triunghi isoscel atunci suma distantelos
sale dy, d, la laturile AB, AC este egalid ca

iniltimea A, dusi din virful B, adici:

dy +d:=hy (=h) (4.16)
Reh?a. '(4.16) rezultd destu} de ugor; intr-adevir
din figura 4.4, putem scrig: !

Saun =-12" AB-dy, Spme =% AC -4, (4.17)

Dar, pe de alti parte, cum AB = AC, relatia
(4.16) rezulti si ea evident.

Conseernfd: dack triunghiul ABC este echilateral,
atunci, oricare ar fi M pe una din laturi:

A¥ @4.18)

a

dy+ dy=
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Fig. 4.4,
Demonstré.m proprietatea II

unde a este latura triunghiului echilateral, iar
dy, d,, distantele lui M la celelalte doud laturi,
III — in fine, aceasti ultimi proprietate auxi-
liard o vom enunta astfel:

Intr-un triunghi isoscel ABC(AB = AC) in care

A< 60°, suma distantelor unui punct din planul
tnunghmlm la laturi este mai mare decit indl-
fimea corespunzitoare laturilor egale, adicd:

Ga+dy +3d,. >l (=h) (4.19)

Intr-adevir, conform cu proprietatea (I), putem
scrie:

"° + Dy 4 (4.20)
b c



care devine:

dy |\ dytds _ 4
epltlot @.21)

Daci A < 60°, atunci A, > h(=h) sl decl
(4.21) devine o inegalitate, adica:

faybtdesy (4.22)
ky hy
deoarece
I-xl_b<h—la si deci %i<h%.
Prin urmare:
o+ dy +d, >y (= hy). (4.23)

In cazul in care punctul se afld pe BC, conform propries
tatii I1, d, + d, = (= k) si relatia (4.13) devine o idens
titate.

Sintem in misuri acum si demonstrim ci daci T se
afld in’exteriorul triunghiului ABC, atunci proprietatea de
minimum a sumei T4 + TB + TC nu mai este valabild.
Sad privim deci cu atentxe figura 4.5. Am construit acolo

triunghiul ABC cu A > 120°. Prin punctele B si C ducem
perpendicularele A, si A2 pe AB respectiv AC. Aceste per-
pendiculare se intilnesc in punctul F. Fixim pe A, si A,
doui puncte D si E astfel incit D, A4, E si fie coliniare §i
triunghiul DFE si fie isoscel (DF = EF) Acest lucru este
posibil si iatd cum: ducem bisectoarea unghiului BFC si pe
aceasta construim perpendiculara care trece prin virful A.
Punctele in care aceasti perpendiculari taie pe A, si Ay
sint tocmai punctele ciutate D si E.

S4 facem acum apel la proprietitile demonstrate mai
inainte. Conform proprietitii II, suma AB + AC este egald
¢u indltimea corespunzitoare virfului E (sau D) a triun-
ghiului isoscel DEF. Din punctul M oarecare in planul
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Fig. 4.5.
Proprietatca 'de minimum a punctului Torricelld

A
nu mai are loc daca 4 > 10°

trtunghiului ABC construim distantele MA,. MB, MC, la
laturile triunghiului isoscel. Conform preprietatii 111, are loc
relafia: MA, + MB, + MC, > AB + AC (= inaltimca co-
respunzitoare virfului D a triunghiului isoscel DEF).
Daci unim pe M cu virfurile 4, B, C, atunci avem evident:
MA >MA,, MB >MB, MC >MC, (4.24)
deoarece ,oblica este mai mare decit perpendiciara”.
Rezults deci ca:
MA + MB + MC > AB + AC (4.25)
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§i prin urmare minimul este atins atunci cind P = 4 si nu
¢Ind P coincide cu punctul lai Torricells.

Nu stiu dacd ati urmirit foarte atent demonstratia; daci
da, atunei cu siguranti ¢ ati remarcat ci mai sintem datori
— conform proprietifii III pe care am aplicat-o — si mai
aritim cd unghiul DFE este mai mic decit 60°. Si privim
pentru aceasta patrulaterul inscriptibil ABFC(3; ABF =

3
=J{ ACF =90°). Daci A4 >120°, atunci obligatoriu
X. DFE < 60°, deoarece impreuni trebuie si insumeze tot
180°. Proprietatea este acum complet demonstrati.

4.2, Apare in scend un conducdtor de osti:
Napoleon Bonaparte

Vi intrebati poate ce legiturd are celebrul strateg militar
cu geometria triunghiului, si mai precis cu teorema lui Tor-
ricelli? Stim c3 Napoleon Bonaparte (1769—1821) a fost
initial ofiter de artilerie. In scolile militare de artilerie, chiar
? in acele timpuri, se predau cunogtinte de matematici
oarte solide, care cuprindeau o arie largdi din domeniile
matematicil. _

Napoleon avea o inclinatie deosebitd pentru gtiintz‘i — desl
daci vi aduceti aminte — nu intotdeauna a fost la fel de
receptiv la noutitile stiintifice §i tehnice. Si ne rememorim
episodul Robert Fulton (1765—1815) — inventatorul trac~
fiunii cu abur pe apd, pe care impédratul de maij tirziu l-a
;:?ins in repetate rinduri, netncrezdtor in posibilititile unui

el de mijloc de transport.

Printre altele, Napoleon era pasionat de geometrie — care
se dovedise un instrument foarte util in problemele de baliss
tieii, domeniu in care el excela atft in teorie, cit gi in practicd.

Inconjurat de o pleiadi de renumiti savan{i ai epocii —

intre care si nu-l uitim pe Pierre Simon de Laplace
§l749—- 1827) unul dintre cei care au pus bazelg teoriei probas

litdtilor si statisticll matematice —, Napoleon a venit in
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contact nemijlecit cu cele mai diferite realizari stiintificeale
vremii.

Istoria — si mai ales cca apocrifi, atribuie de multe ori
unor oameni celebri descoperiri pe care acestia nu le-au
facut vreodatdl, dar care erau plauzibilde a {i ficute de acestia.
Multc teoreme de geomctrie, de exemplu, poarti nume de
ilustri matematicieni care. de fapt, doar le-au folosit in
deducerea altora. Desigur, astdzi acestc lucruri sint mai
putin importante pentru noi decit faptcle descoperite in
sine.

Numele lui Napoleon a rimas atasat in geometria triun-
ghiului de punctul e) al teoremei lui Torricelli. Daca notim
cu 0,, 0,, O, centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor
echxldterale ABC,, ACB, si BCA,, atunci triunghiul O 020,
poartd numele de ,,trumr)hlul exterior al lui Napoleon”.

Construind triunghiurile echilaterale — de data aceasta
Jin interiorul” triunghiului 4 BC, asa cum arati figura 4.6,

tig. 4.6, - .
Triunghiul interior al lui Napoleon



atunci centrele corespunzitoare 0;, O;, O; formeazi un
tri;mghi echilateral numit ,triunghiul interior al lui Na-
oleon”.
? Pentru usurintd, triunghiurile 0,0,0, si 010,0; au fost
numite in general ,triunghiurile lui Napoleoné.
Matematicianul sovietic V.V. Lebedev [9] a publicat in
1962 o interesantd lucrare intitulati Cifeva progrietc‘iﬂ ale
triumghiurilor lui Napoleon, din care vi vom prezenta citeva
rezultate, care pun in eviden{d unele legituri inferesante
fntre elementele unui triunghi. Mai inti, si construim si
triunghiul exterior al lui Napoleon — vezi figura 4.7, Si
calculim latura 0,0, din triunghiul 0,B0,. Observim mai

.. . " Fig. 4.7.
Triunghiul exterior al lui Napoleon



intii cd O,B respectiv 0.B fiind raze vectoare ale cercurilor
circumscrise triunghiurilor echilaterale ABC, si BCA4,, ele
sint respectiv egale cu ¢/ |/ 3 si @/ /3, iar unghiul 0,B0,
este de fapt(60° + B}. Atunci, teerema lui Pilagora generas
Lizatd ne di:

2 a® 2ac o v B =
0195-—3-#’3‘—? cos(G0° + B)

= a#-;c?- ——2—;f(—;7ces B -K;sin B}==
2 2 2 53
_at+b +2 +4S|/3; (4.26)

unde S este, ca deobicei, suprafata triunghiului 4BYC.
Se poate deduce — absolut la fel — ¢d pentru triunghiul
interior se obtine:

010;2=a’+6’+i:—45 V3 4.27)

Consecintd: In orice triunghi are loc inegalitatea:
@b+ c2> 4S8 (4.28)

Tatd deci o noud demonstratie (geometrici) a unei inega-
lititi destul de laborios de abordat pe alte cii.
V.V. Lebedev introduce acum urmétorul raport:

0102 _.
00, — " (4.29)
pe care-1 numeste ,coeficlent de deformare” i care permite
deducerea upor interesante proprietiti. Si observim mai
intii cd: )
1) dac3 triunghiul inijial ABC este echilateral,
ddicd @ = b = ¢, atuncj,

k2=a’+b3+c‘—a~481/5 4.30
at 4+ b L2+ 4SY3 (430
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devine:

2, Sa° -3 _ . 4.31
k - 3a2+3ﬂ2 0; ( )

2) dacd triunghiul initial este degenerat, adicd
S = 0, atunci coeficientul de deformare este aul.
Prin urmare, pentru un triunghi oarccare ABC,

arc loc relatia:
0<k< L 4.32)
Mai putem incid scrie:
1 -4k 4S)/3 4.
TFAE T @ feEte! (433

relatie care ne ajutd si gisim conditia neccsard
si suficienti ca doui triunghiuri ABC si A'B'C’
sd aibd acelasi coeficient de deformare.
Intr-adevir, si presupunem ci aceste triunghiuri am
acelasi k. Atunci, conform cu (4.33), rezulta:

E — a + b2 4 .622 ; (434)
S, d+ui+q
unde litercle indexate eu 1 sint elementele corespondente in

triunghiul 4’B’C’. Reciproca, daci are loc (4.34), atunci un
calcul simplu ne aduce la relatia:

az+b2+az_4Sl/§=af+b§+of—4sl |/§’ (4.35)
@4+ b+ 24453 a4+ b+ 5 +45 13

adicd de fapt %2 = &

Sd deschidem acum Geomelria triunghiului — a marelud
nostru matematician Trajan Lalescn, la pagina 152. Capi-
tolul XVII care se afli acolo, este imtitulat ,Unghiul si
punctele lui Brocard". ‘

Henri Brocard, matematician francez n3scut in 1845 are
contributii interesante in ceea ce numim noi astizi geome-
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tria modernd a triunghiului. Moartea lui Brocard rimine
fncd o enigmi pentru istorici. La un moment dat, Brocard
a disparut: se presupune cd ar fi murit atit de sdrac, incit
a trebuit inmormintat in groapa comund a vreunui cimitir
din Paris, pierzindu-i-se astfel urma (se ‘pare cd ultima
lucrare publicati de Brocard este aceea privitoare la viata
lui Gaspard Monge, 1746—1818, in revista ,,L'Intermediaire
des Mathematiciens”, 1906, vol. XIII, pp. 118—119).
In 1875, Brocard a rezolvat urmitoarea problema:
»5a se gdseascd in planul trimnghiului ABC un
punct Q  astfel incit 3L Q4B = ¥ OBC =
= QCA".
Punctul Q se numeste ,,punctul lui Brocard”, iar unghiul
egal cu fiecare din unghiurile de mai sus, se numeste ,,unghiul
i Brocard“.

Fig. 4.8.
Constructia punctului Brocard

Iatd cum a rezolvat Brocard aceastd problemi: se constru-
feste cercul ce trece prin punctele 4 si C i, este tangent la
latura AB in A; prin A se duce dreapta AM(M pe cerc)
paraleld la BC. Punctul de intersectie al dreptei BM cu
cercul, este punctul cdutat Q.
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Demonstratia acestui fapt este simpli : s notim ¥ Q2BC=
= . Atunci unghiul AMB este tot o din cauzi ci MB
este o secanti ce taie doud paralele, AM si BC. Dar { QCA=

=% mis arc (Q4) = o deoarece Q4 este subintins si de

X AM Q. Atunci, tangenta B4 la cerc si coarda 4 Q for+
meazi tot unghiul o cdci acesta subintinde tot arcul 4 Q.

Un calcul — dat intcgral int Geometria triunghiului, ne
aratd ca:

ctg w=ctg A+ctg Btctg C (4.36)
sau;
48
T (4.37)

(a se observa c3 unghiul lui Brocard pentru triunghiul echilaa

teral este de 30°). '

V.V. Lebedev aratd ci:
»0 condi}ie necesard si suficienti ca doud triuns
ghiuri sa aibd acelagi coeficient de deformare
este ca acestea si aibd unghiurile lui Brocard
egale”.

Dim aici o alti demonstratie fati de cea propusi de
Lebedev. Folosim relatia (4.37); presupunindP unghiurile
Brocard egale, avem:

45 4S
=g (Be=tgw). (439
a4+ b 4 ¢ ay + b1 + 61

Nu avem decit si fnmultim cu 3 ambii membri pentru
a obtine relatfa (4.33). Reciproc, pornind de Ila (4.38) ¢
simplificind cu ]/ 3 se obtine evident tg o =tg @,

Inci trei proprietiti legate de coeficientul de deformare:

A —fiind dat triunghjnl ARC triunghtul
A4,B,C,, ale cirui Iaturil;ﬁ meﬁcanxa My My; M,
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ale trinnghiului dat, cele doud triunghiuri au ace-
Ipsi wefmem de defermare. -
Dtemonstza@m.esﬁebmah» decarece avern imediat:

m-kmb-l—m 3, Samg _ 3 A, FEY
Fieta —1) s = (439

ceea e dovedeste proprietatea.

B — Dacid ABC este un triunghi isoscel, unghiul

de la viirf fiind 0, atunci coefictentul de deformare

are expresia:

k=m daci 0 >°60°;

sm(% + 30°)
M el LR

0
sin|30° 4+ —
' ( +3)

Dempustratia se bazeazi pe calculul direct al
eocficientului de deformare incazul triunghiului
isescel.

C — Daoi doud triunghmn isoscele au acelasi
coeficient de deformare, atunci ele sint sau
asemenea (unghiurile de la virf egale 0, = 6))
sau are loc relatia:

tg 2; tg 9-% = % .
Demonstratia pornegte de la expresia lui % d&t
de proprictatea B.

Iatd prin uzmere cum stan lucrurile cu trfunghiurile lui
Napoleon: o parte a teoremel Ml Torvicelli ge oare pastos
mﬁi e geometrie af epocit moderne an dezvoltat-o, gﬁsmdu-i

op?feﬁ de interesante.®

lacrarea: Pcp&ucu T., Retrospectivd matematicd,
Edftﬁfa Lgera, Bucuregt, I '



Capitolul V

5. UN TRIUNGHI CIUDAT:
TRIUNGHIUL PODAR

Dupa cite ati obscrvat pind acum, cxistd o sumedenie de
triunghiuri speciale atagate unui triunghi dat, astfel cd, in
mod natural ne putcm pune intrcbarca: pe carc si le mai
studiem, carc dintre cle merita o atentic. mai deosebitd?
Greu de spus! .

Ca lumea tiiunghiului-este totusi micd, ne-o dovedeste din
nou tcorcma lui Posmperu, despre care am discutat indelung.
Iata cum: si presupunem ca trinnghiul ABC din teorema
lui Pcmpm: nu cste cchilateral, ci oarecare. Alegem un
punct arbitrar M in phnul triunghiului ABC — si pentru
fizarea ideilor sa-1 lufun in interior. Coborim perpendiculare
din M pe laturile AB, BC, CA4, si tie C,, 4,, B, picioarcle
acestor perpendiculare, dupd cum arata si figura 5.1

S3 unim punctul M cu virfurile 4, B, C ale triunghiului
si s formim de asemenea si triunghiul 4,B8,C,. Patrulaterele
ABIMC v BC,MA,, A 1M]E? C smt ch‘lq\nblle deoarece au
fiecarc cite doud unghmu opuise egale cu 90° (414, MB,,
MC, fiind perpendiculare pe laturile BC, CA, 4B).

Daci triunghiul ABC ar fi fost echilateral, atunci teorema
lui Pompeiu ne-ar fi asigurat ca segmentele AM, BM, CM
erau intotdeauna laturile unui triunghi. Cum triunghiul
ABC este oarecare, doar o alegere intimplitoare a lui M
poate furniza acest caz favorabil.

Ce corectie trebuie adusd? Si ne concentrim putin-atentia
asnpra patrulaterului inscriptibil AB,MC,. Aici, AM esle
de fapt diametral cercului pe care ,zac” punctele 4, M, B,
¢i C,. Atunci, nu e greu de vizut ci:

BC,=A4AM sin A4 5.1



Fig. 5.1.
Un triunghi ciudat: 4,B,C,

Teorema sinusurilor ne di mai departe:
—AM-BCc- (L
B,C, = AM - BC (23)" (5.2)
R fiind raza cercului circumscris triunghiului 4BC. Analog:
1 ' 1 a
AB, = MC-AB (ﬁ) A,C, = MB -AC - (E?) (5.3)

Aceste relatii — pe care in mod deliberat le-am scris
ceva mai curios, ca agezare grafici — pun in evidentd faptul
cd laturile triunghiului 4,B,C, sint proportionale cu AM -
+BC, MC-AB, MB - AC.

Ca o consecinti directd, daci 4, B, C, M, sint patru
puncte oarecare in plan, atunci arc loc relatia:

AM-BC €« MB-AC {- MC - AB. (5.4)
Reclatiile (5.1) si (5.3) mai aratd ceva §i anume: ,daci M
este un punct oarecare in planul triunghiului 4BC, atunci

cu segmentele AM sin 4, MB sin B si MC sin C se poate
construi intotdcauna un triunghi.”
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Triunghiul ciutat este desigur triunghiul 4,B,C, obfinut
prin procedeul descris mai inainte.

Acum, nu mai este decit un fapt banal si remarcim ca
daci BC = AC = AB, atunci relatia (5.4) si analoagele ei,
particularizeazd teorema lui Pompeiu!

Tatd deci, cd triunghiul 4,B,C, este un triunghi destul de
intercsant. Ca si devini si mai interesant, si-i calculim
pentru inccput unghiurile, in functic de unghiurile 4, B, C,
ale triunghiului initial $i de unghiurile BMC, CMA, si AMB
sub carc ,vedem” laturile BC, CA, AB din M.

Intr-adevir, nu este greu de observat ci:

¥ BMA, =¥ BC 4, si 3L AMC=34,BC. (55)
Prin insumarce deducem:
X BMC =37 BC 4, + 3. CB 4, =X B.AC, +

+ X BAG (5.6)

adicd: ’
XBMC=A+ A4, sanu 4, =X BMC— 4. (57
Partca interesantd a acestui fapt vine daci alegem puhctul
M pe cercul circumscris triunghiului ABC. In acest caz,

A A A
X BMC=A si deci A;,=0. Dar daci 4,=0, atunci
punctele B;, A4, C; sint situate pe aceeasi dreapti.
Cei care cunosc acum cartea lui Lalescu, au recunoscut
imediat

Teorema lut Simson:

»Proiectiile unui punct de pe cercul circumscris

unui triunghi, pe laturile acestuia, sint coliniare®.

(Geometria triunghiului, cap. II, p. 19; are loc si

teorema reciproci — idem op. cit. p. 19—20).

Triunghiul nostru 4,B,C; obtinut deci cu proiectiile pe

laturi ale unui punct oarecare M pe laturile triunghiuluij;
poarti numecle de friunghi podar.
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Teorema lui Simson pune in evidentd urmditorul fapt:
»cercul circumscris al triunghinlui 4 BC este locul geometric
al pum:telor pentru carc triunghiurile podarc asociate sint
degenerate®.

Proprietitile triunghiurilor podare au ficut si fac inci
obiectul a numeroase note, observatii §i probleme propuse,
in revistele de matematici elementare din lume.

Iatd ‘pentru inceput, o proprietate deserisa in [14] pp.
80—81: ,Triunghiurile podare ale punctelor unui cere A pol-
lonius sint isoscele si reciproc”.

Pentru a nu lisa lucrurile la jumitate, vd vom spune aici
ce sc intelege printr-un cerc al lui Apollonius. Fie AD si
4D, bisectoarcle unghiului 4 al triunghiului ABC. Cercul
descris pe segmentul DD, ca dlamctru se numcste cere al
lui Apollomus rclativ la virful 4.

Este credem usor de banuit cd despre proprietitile cercu-
rilor Apollonius se poate vorbi foarte mult. Nu o si mai
amintim aici decit cd prin analogie cu proprictatea enuntata
mai sus, profesorul Andrei Dobrescu! a dedus care este locul
geometric al punctelor ale cdror triunghiuri podare fati de
un triunghi dat, sint dreptunghice (vezi revista ,Pozitiva“,
anul I, no. 9—10, 1941, pp. 309—317).

Si deducem acum citeva din proprietatile ,clasice” ale
triunghiului podar.

I. Dacd d,, d,, d, sint distantele punctului 3
la laturile triunghiului ABC, iar %, A, 4. sint
iniltimile acestuia, atunci:

dyy do | de

=1, 5.8
he Iy he (58)

Demonstratia este simpld, deoarcee se pot scrie imediat
rclatiile:

28 = ﬂ’la. 253_‘10 = ada, 25.4,\&'0 = bllb, ZSA\[ I -':‘Cdc

! Fost profcsor de geometrie la Universitatea din Bucuresti.
Autor lzgellucraln Curs de geometrie diferentiald, E.S.D.P. Buacu-
resti,
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din care rezulti imediat:

Spyug _da  Sanu

- ave _ 4y Saur _ 4 5.9
s he S b S ke (59)

far prin insumare, deducem (5.8).
IT. Dacd triunghiul ABC este echilateral, atunci:

d, -+ d, + d, = constant (= a |/3/2). (5.10)

Proprictatea rezultd imediat din I, deoarece hy =1y, =
=h, =a }/3/2 unde BC = CA = AB =a.

ITI. Daci A4,, B,, C, sint proiectiile lui M pe
laturile triunghiului ABC, atunci are loc relatia:

A,B*+ B,C?+ C,A? = A,C? 4 B,A* + C,B?
(5.11)

si reciproc: daci punctele de pe laturile unul
triunghi ABC satisfac relatia (5.11), atunci
perpendicularelc in aceste puncte pe laturile
triunghiului sint concurente.

Demonstratia este directd; avem, de exemplu:
A,B*— A,C*= MB? — MC? si analeagcle; (5.12)

carc prin insumare dau (5.11). Reciproca se demonstreazd
tot la fel de usor.
Consecinte:
1) mediatoarcle intr-un triunghi sint concurente}
2) indltimile intr-un triunghi sint concurente
(iatd dcci cum proprictitile triunghiului podar ne ajutd si
demonstrim concurcnta unor- elemente importante ale
triunghiului). ‘

Si continudm sirul acestor proprictiti cu altele si mal
interesante. Vi aduceti, cred, aminte cine era punctul lui
Lemoine intr-un triunghi (notat cu K). L-am prezentat in
capitolul 1I paragraful 2.4 si era punctul in care se intilnean
cele trei simediane ale triunghiului. Relatia (2.40) din acel
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capitol ne arita ci distantele punctului lui Lemoine la laturi;
sint proportionale cu laturile triunghiului.

Fie acum 4,, B;, C, proiectiile punctului lui Lemoine (K)
pe laturi. Imediat se poate observa ci triunghiurile KB,C,
si ABC au unghiurile din K si 4 suplementare. In acest caz,
se poate scrie: ‘

S  AB-4AC b

Skpici _ KB, KC; _ dp de (5 13)

deoarece sin K =sin 4, d, si d, fiind distantele Iui K la
laturile 4B §i. AC. Dacd tinem cont de rclatia:
o _d_ de (5.14)

a b c

rezultd cid triunghiurile KB,C,, KC,4, si KA,B, au ariile
egale.

Pe de altd parte, se stic ci numai centrul de greutate se
bucurd de aceastd proprietate de a forma triunghiuri echiva-
lente prin unirea sa cu virfurile triunghiului. Prin urmare,
se deduce urmitoarea proprictate interesanti: , punctul lui
Lemoine este centrul de greutate al triunghiului siu podar.”

Mcergem acum mai departe: ne propunem sa calculam
aria triunghiului podar in cazul citorva puncte remarcabile.
Pornim de la o problemd propusd mai demult de profesorul
C. Tonescu-Tiu, in GMI-B nr. 10—1958, p. 612, si anume:

»Din centrul de greutate G al unui triunghi ABC
sc duc perpendicularcle GA,, GB,, GC; pe latu-
rile triunghiului. Si se exprime aria triunghiului
'A,B,C, in functic dc aria triunghiului 4ABC.“

Rccunoastem deci ¢d se cere calculul ariei triunghiului
prdar corespunzitor centrului de greutate al triunghiului
initial. Vom incerca sii generalizim accastd problema, ,,impus-
cind — cum se spune — mai multi iepuri deodati®. Pentru
asta, si se reamintim ci medianele triunghiului — care se
intersecteazi in centrul de greutate — sint ceviene de rangal
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0 (zcro), conform teoriei expuse in capitolul IT. Ne propunem
deci si calculim mai inddi aria triunghiului podar corcspun-~
zdtor punctului de intersectic a trei ceviene de acelasi rang
(fie c1 %), urmind ca apoi prin particulariziri ale lui % si
obtinem diferite cxpresii, specifice pentru punctele rcmar-
cabile.

Fic deci M punctul de intersectie a trei ceviene de rang &
si A B,C, triunghiul podar corcspunzitor (fig. 5.2).

Fig. 5 2.
Triunghiul podar corespunzditor punctuiui
de intersectic al cevienclor de rang (%)

Intrucit tn patrulaterul inscriptibil AC,AIB, avem z/i\ +
+ ¥ CMB, = 180° dcci sin 4 =sin CA[B,, putem scrie
imediat:

Snyarey MC, « MB, =
Sporey _ MOy~ AUBy 5.15
S be (-15)
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Dar in capitolul IT am aritat cd expresia distantelor de
la punctul de intersectie al cevienelor de rang k la laturile
triunghjului, sint date de expresiile:

2Satt 255k-1
MA = o MBi= 5
~h-1
AICI _ 2Sch (516)

T ah ok 4 ok
Atunci, inlocuind in (5.15) obtinem:
__Asthagh
(ak 4 bk 4 k)2

(5.17)

Szmlc1 =
si cvident, suprafetele analoage. Prin insumarea acestor
relatii de tip (5.17) se deduce:

453(ak-20h2 4 ph-2ch-2 o ch-2qk-2)
(ah + bR 4- clyj2 ’

(5.18)

S =

care este aria cdutatd a triunghiului podar asociat punctului
M.
Urmcazd acum particularizdrile:

i) cazul centrului de greutate (& = 0):

4(a® 4 b2 + 3 =
5.411}16, = —(——m}“ - 53 (D.IQ)

fi) cazul centrului cercului inscris (k= 1):

(_1_ 1.1
b ' be  ca ’ -
Same = —————-E’a e (5 20)

fii) cazul punctului lui Lemorne (k= 2):

125°%

@ 21

sAtBlCl =
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fv) cazul centrului antibisector (8 = —1):

1 1 1
4 ("3 3 + B3 + 3 ';)
Supe, == ,___‘E_lb__,,_ {—” - 44]—5“” . 5 (5.22)
(ﬂ *— b + C)

Vi mai amintiti de punctul lui Brocard? Daca da, atunci

si trccem direct in problema si si demonstrdm ca:
IV. — Triunghiul podar corespunzdtor punctului
Brocard (Q) al triunghiului ABC are acelasi unghi

Brocard ca si triunghiul initial.

Demonstratia nu e prea dificild; fie deci & punctul lui
Brocard si o unghiul lui Brocard. Construim triunghiul podar
asociat lui si unim Q cu virfurile {riunghiului. Scriem mai

fntii rclatia de proportionalitate (5.2) in cazul concret din
figura 5.3.

Fig. 5.3-
Triunghiul podar corespunzitor
punctului Brocard
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Avem dcci:
_B(C, AL, 4B, 1

BC+-AQ AC-BQ dB-CQ 2R’

(523

Expresiile segmentelor AQ, BQ, CQ, sint gata calculate
in lucrarca Probleme de trigonomelrie, Partea a 1I-a, Trigo-
nometrie pland, M.I.C., 1958, p. 48; si anume:

y  2Rb sin o -
AQ — 1_7_3111 o _ _Rb sin o . (024)

sin A4 a
Prin urmare, (5.23) devine:
B.Cita _ Ayt b - _ABc — _1_. (5.25)

ab+2Rsinw bc*2Rsin ce *2Rsin o 2R

de unde imediat:

PG _AG _MBi gy g, (5.26)

a b c

Propozitia este deci demonstratd.
O consccintd imediatd a rclatici (5.26) cste nrmétoarea
relatic:
Sumey sin® o. (5.27)
S
Dar, dupd cum se poatc ugor calcula, cxpresia sinusului
unghiului Brocard cste:

sin o == - == 25 = (5.28)

§1 deci sc obtine in final relatia:

Sune = ey ae (5.29)

azb? - bt - cta?

Ar fi intercsant acum si calculdm si laturile citorva triun«
ghiuri podare asociate unor puncte remarcabile. S3 incepem
cu centrul de greutate, fiinded in legdtura cu el, stim ca:

AG = %'ma = % VIFET & = a2, ete.  (5.30)
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fn acest caz avem imediat:

3B,C, 1 _
a)/ o0y ¢ —at 2R’ (531)
de unde se obtine latura doritd:
BC, = -V LS —a (5.32)

6

Nici cu centrul cercului inscris nu cste prea greu: in acest
caz putem scric, de cxemplu:

Al? = (p — a)* + r?, (5.33)

deoarece in acest caz distantele lui I la laturi sint egale

intre ele si egalc cu 7, jar AB, = p — a. Inlocuim in (5.33)
pe 7? prin formula:

7?2 = S _pp o =bp -9, (5.34):

pz p2
§i obtincm:

Al = (p — a)* + (P —a)p = b)(p —o) (5.35)

?
De acum incolo, un calcul simply ne conduce la expresia:
Al = \/ belp —a) | (5.36)
p -
care combinatd cu;
BiC 1 . (5637)
a* Al 2R
ne da:
e
B,C, =2(p — a) \/ -f=q (5.38)

§i analoagele.



Si incercim acum si cu centrul cercului circumscris. Fie
deci 4,B,C, triunghiul podar ascciat centrului O (vezi
figura 5.4).

Fig. 5.4.
Triunghiul podar corespunzitor
centrului cercului circumscris

Punctul O se afld la distante egale de virfurile 4, B, C, si
anume 04 = 0B = 0C = R. Punctele 4,, B,, C, impart
din acest motiv laturile BC, C4, AB in segmentc egale.
Prin wrmare, B,C,, C;4, si 4,B, sint linii mijlocii in {riun+
ghiul 4BC; si dcci:

B,C, = a2, C,A, = b[2, A,B, = ¢c/2.

Prin calcul, am fi ajuns mult mai greu la acest rezultat
simplu. Iati cum: ,nc prefacem” deci ¢i nu observim cid
B,C,; de exemplu, este linie mijlocie in triunghiul ABC.
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Folosim atunci, patrulaterul inscriptibil AB,0C,, care are
urmdtoarele elemente:

04 — R, AB,:= 2, AC,=: %, 0B, = \/Rz—”f.

oc, - \/Ru__ B,C, = x.

Aplicam acum teorema lui DPlolemen:
N TR e
Rox=S2\/R —Z4+2.\/ R -Z,
2 + 4

de unde, dupd transformiri succesive avem:

:e]a-t

=1 (. 1/TT0 Z0 T ) —
x—4R(c VAR* =0 + b - |/ 4RY — ¢2)
4%(2}?0 cos B+ 2R -bcos () = %/(c cosB+b-cosC)=
= 1 (2R sin C cos B + 2R sin B cos C) = R sin (B + C) =
=Rsing=28snd _a,
2 2.

E drept, muncd mai multd decit in demonstratia prece-
denta.

N-o0 sd mai continudm preca multé vreme cu triunghiul podar.
Credem cd i-am pus in cevidentd destule proprietdti. Totusi,
in incheiere vom reproduce o frumoasi teoremi apartinind
unui matematician roman, dr. Ghcorghe Oprisan (n. 1944,
absolvent al Facultiatii de Matematici-Mecanicd, Universi-
tatea Bucuresti, promotia 1967, lector la Institutul Poli-
tehnic din Bucuresti), teoremd pe care a publicat-o inci pe
cind cra clev la Curtea de Arges, in 1961.
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Teorcma “este urmditoarca:
»Locul gdometric al punctelor pentru care aria
triunghiului podar fati de un triunghi oarccare
ABC cste constantd, este un cerc concentric cu
cercul circumscris triunghiului 4 BC.”
(vezi GMF-B, nr. 9/1961, pp. 530—533).
Demonstratia este destul de lungd, dar suficient de inte-
resantd pentru a o reda aici, cu unele mici modificiri (vezi
figura 5.5).
Fie M un punct in interiorul triunghiului oarecare ABC.
Notdm cu «’, 8, ¥’ interscctiile cevienelor corespunzitoare

al

. Tig. 5.5.
Un loc geometric in legiturd cu triunghiul
podar (G.M.I"., nr. 9/1961, p. 53I)



lui M cu cercul circumscris triunghiului 4BC. F1e, de ase-
menea, «fy triunghiul podar corespunzitor Iui M si fie xyz
tnunghlul podar al lui M, de accastd dati fati de triunghiul
o'f’y’. Mai introducem urmitoarele notatii:

g, ty, tt,—distantcle de la Mla virfurile triunghiului 4 BC
", u,,, 1, — distantele de la M la virfurile triunghiului
oB'y’

Fie acum R, §i R, razele cercurilor circumscrise triunghiu-
rilor aBy §i %32, iar s si S suprafetele triunghiurilor «By si
ABC. Putem scrie atunci imediat:

By=———+ R, (triunghiul «By) (5.43)
a@ ay

Pe de altd parte, tinind cont cd 7, este diametrul cercului
circumscris triunghiului APy, putem deduce:

2 aria(48y) .
by =250 e (5.4

Intrucit triunghiurile ABC si ABy au un unghi egal, se
poate scrie:

Sapy _ Ay- 4B

s T 4B-ac’ (5.45)
In accasti situatie, rclatia (5.44) devine:
28 .
By = A .- ac e (5.46)

Se observd, de asemenca, ¢i din rclatiile (5.43) si (5.46)
se poate deduce:

4s 25 .
V' By AB-AC - "e (5.47)
care implicd:
S:(4B-AC
oR, = Si(4B-40) (5.48)

s (B ay)
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Prin analogie, din triunghiurile CyB, si Bay, se obtine!
Si4B-40)  _ S:(BC-Bd)

2R, = - (B - « =TT e b=
s (aB - ay) st (By - Ba)
_5:(c4-CB) <
= ity e (5.49)

Notind acum cu S’ aria triunghiului «'8'y’, si cu s’ aria
triunghiului xyz, se deduce folosind acelasi procedeu, ci:
ST (B 2Y) ol = ,.(Q'Y" )-u,',-:-

(yz e yx)
(e’ Y'BY) 5=
= . 5.50
s (ex ) " 550
Patrulaterele inscriptibile A/ Bay si MCa8 ne spun insd ci:
X May =X MBy, X MaB = 3L MCB
iar cum: .
X MBy = XMo'p, ¥ Mad = L Mo'y'.
rezultd si:
X May = JZ Mo'f’, I MaB = I Ma'y'
Insumind aceste rclatii, obfinem I « = YT ' si analoas
gele ei, si anume: L P =P, Ly=K+.
A A A A A A
In mod aseminitor, rezulti ci: A = x, B=vsi C =z,
ceea ce aratd de fapt ¢ triunghiurile ABC si xyz sint aseme-
nea. Se poate deci scrie girul de relatii:

2R, =

7

s vy .rz)

s aBray S __dAB-4dC
E’mzi'{i_"a-"(" s Xy yz
s _ By-fa S _Bc: B4
E’—FT'S'z’, s yrcy¥
s *{ac B S _C4-CB
E’r 73 s . ¥z sy



rclagii datorita cédrora (5.50) dcvine:
oR, = Si(Bray) . s:(BrByY_
*7 S:(AB-4C) *  §:(BC-BA)
o SilexBY) e
o
S:(C4-CB)

(5.51)
Se considerd acum triunghiul MBe': avind in vedere ci:
X Ma'B = Csid MBa' = 3 y' = ¥ y rezultd imediat cd:

%, Weye S

uy CA-CB s

Obtinind celelalte doud relatii analoage, prin inmultire,
deducem :

Malilty (8o BY )2.5_’ : (552
u:,u;,u; BC:-CA-AB s3
Relatiile (5.49) si (5.51) dau:

B weugn, S o8y )
R} wy-up-u; s\ BC-CA- AB
carc combinatd cu (5.52) furnizeazi egalitatea:

R _S
R, s"(

Pe de altd parte, formulcle clasice BC - CA - AB = 4RS
§i af - By - ya = 4R s dau:

ohobrove
BC*CA*+AB

2
R S R R2s
RS ORE RRy ="
Pe de altd parte, nu este deloc greu de vazut ci:

4R Ry =ty 1y = tty * Uy = U, * U =P,
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unde prin p s-a notat putcrca punctului M fati de cercul
circumscris triunghiului ABC. Prin urmare:

4 R2s

p = 4R,R, =5 de unde P

YN

0o

Tinind cont ¢d in rcalitate p = R? — OM?, s¢ obtine in
final:
R® — OAI*

4R?

vila

Accastd ultim3 relatie ne spune c3 dacd vrem ca suprafata
s si fie constanta trebuic ca si distanta OM si fie constantd.
Cu accastd ultimd observasie tcorema este demonstrata.

S3 mai facem, in inchcicre, observatia ci daci M se afld
chiar pe cercul circumscris triunghiului A BC, atunci R = OM
si deci s = 0, ceca ce aratd ca triunghiul podar este dcge-
nerat. Sc obtine din nou dreapta lui Simson/

Cam atit deci despre triunghiul podar — acest triunghi
cu proprietdti atit dc surprinzitoare.



Capitolul VI

6. MAXIME §1 MINIME
IN GEOMETRIA TRIUNGHIULUI

Sd deschidem acum o Culegere de probleme de analizd
matcmalicd (C. Cognitd si F. Turtoiu, Editura tchnicd, Bucu-
resti, 1962, p. 182, problema 84); citim urmitorul enunt:

»54 se studieze variatia arici triunghiului podar
al unui punct mobil fatd de un triunghi dat fix.“

Desigur, n-am ales probleima mtlmplatm ne-am Iog
special de triunghiul podar fiindca tot il aveam proaspit in
minte din capitolul antcrior. Vi intrebati _poate ce cautd o
astfel de problemd intr-o carte de analizi matcmatici. Ei
bine, dacd am vizut cd algcbra ne ajutd atit de mult in
felurite aspecte de geometrie a triunghiului, ¢ de banuit ca
nici analiza nu se va lisa mai prejos. Problema de mai sus
ne intreabd indirect urmétorul lucru: stiti ca minimul ariei
triunghiului podar este zero, si acest minim cste atins ¢ind
punciul M variabil in planul triunghiului 4 BC face ,,impru=
denta® sd-si aleagd ca loc de plimbare cercul circumscris
triunghiului. Bun! asta o stim, am repetat-o de citeva ori
pind acum, este vorba de dreapta lui Simson si cu asta lucru-
rile sint ldmurite.

Cind insi sus-numita aric este maximd? Fiindci e usor
de ghicit cd de indati ce ea fsi atinge un minim, va exista
poate (?!) si o pozitie a lui M pentru care aria 4,B,C, s
fic cea mai mare.

Asadar, ca si dim lucrurilor o formulare mai la obicct;
si notdm cu x, y, 2, distantele lui M la laturile BC = g,
AB =¢, CA = b — date, alc triunghiului 4BC. $tim ca
(pentru’ asta vezi capitolele precedente):

ax + by + cz = 2S (constantd). 6.1)
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Mai stim cd aria triunghiului podar este:

S, = 3‘} (@yz + bsx 4 exy). 6.2

Tatd deci cd problema de geometrie s-a transformat pe
nesimtite intr-o problemd de analizd, §i anume:
Hiiind datd functia
1

F(x, v, 2) = iR (avz + bzx + cxy) (6.3)

sd i sc determine extremele, stiind cd
o(x, y. 2) =ax + by + cz — 25 = 0“. (6-4)

O problema dc acest tip se numeste problema de cxtremum
legat (sau conditionat). Denumirca nu este ncintuitiva.
Avem, de fapt, de gésit extremele unei functii dc mai multe
variabile, pentru carc variabilele respective sint legate intre
ele printr-o anumitd relatie.

Rezolvarea problemelor de extremum legat a fost funda-
mentatd teorctic inci de multd vreme, de citrc matemati-
cianul francez Louis de Lagrange (1736—1813), a cirui
activitate stiintificd a imbrdtisat o arie largd de prcocupiri,
incepind cu astronomia si terminind cu metrologia, stiinta
tindrd, carc fsi punea bazcle in anii tumultuosi care au pre-
cedat Revolutia francezi. O prezentare riguroasa §i moderna
a mctodei propuse de Lagrange se giseste in lucrarea ,,Ana-
liza matematica, de M. Nicolescu, N. Dinculeanu si S. Marcus,
vol. I, editia a IV-a, Bucuresti, Editura didacticd si peda-
gogicd, 1971, pp. 682—689. Mctoda sc mai numeste si ,,me-
toda multiplicatorilor lui Lagrange” si ca constd practic din
urmdtorii pasi (considerind, de exemplu, cd avem de-a face
cu o functie F(x, v, z) de trci variabile #, y, 2, al cdrei cxtrem
vrem si-1 determinam):

1) sc construicste functia auxiliard:
u(x, v, 2) =F(x, ¥, 2) + %-o(x, ¥, 2); (6.5)
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2) se formeazi sistcmul de ecuatii:

L)y =0, MM% 2.9 _qo dux s _
o(r, 3, 7 =0, =0, =0,

ox oy

ulr 3.2 _ o (6.6)

9z ’ ’

care, prin rczolvare, furnizeazd valoarea extre-

mului cdutat. Aici ¢ reprezintd ,,legatuld (relatia

suplimentard) dintre variabile, iar A cste un
parametry necunoscut.

Desigur, cineva ne poate, pe bund dreptate, intreba: bine,
este extremum, dar ce fel de extremum: maxim sau minim?
Lucrurile ar necesita bineinteles o precizare fundamentati;
dar de obicei in problemele de geometrie,-natura extremului
este imediat pusd in evidenti de insdsi problema in cauzi.

Tati, in problema noastrd, lucrurile sint clare, chiar daca
ea ar fi fost formulatd mai ermetic, adicd daci s-ar fi cerut
extremele ariei triunghiului podar; cum in acest caz mini-
mul este zero, celdlalt extrem — dacd existd — nu poate fi
decit un maxim.

Si atacidm deci concret problema propusi; formiam func-
tia

ulx, y, 2) = 4LR (ayz + bzx + cxy) + Aax + by L ¢z — 25)
6.7)
§i anuldm pe rind derivatele i in raport cu %, v, 2
Qulx y.2) _
o i (1)2 +cy)+r-a 68)
a_”(fé_y_'f_).:—-(az-i-cz)—l—k-b 6.9)
y
du(x, y,2) 1 R
2D = (ay +09) + heo (6.10)
Sistemul de ecuatii se completeazi cu:
ax + by -+ ¢z = 2S. (6.11)
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Necunoscutcle sint %, ¥, z si 2; sistemul are deci patru
ecuatii cu patru necunoscute, dcterminantul principal se
vede cd este nenul — deci criteriul de compatibilitate este
satisficut, asa ci totul se reduce acum la un calcul simpla
pe care nu-l mai facem. Ne rczervim fortele pentru alte
probleme cu continut ceva mai ,,gcometric”.

Jatd un astfel de caz:

»,58 se gdseascd minimul lungimii bisectoarei
unuia din unghiurile ascutfite ale unui triunghi
dreptunghic in care indltimca corespunzitoare
ipotenuzei este cunoscuti” (C. Cosnitd si F. Tur-
toiu, Culegere de probleme, Editura tebnici,
Bucuresti, 1966, p. 237).

Sa facem mai intii o figurd (vezi figura 6.1) si apoi
si luim — nu cum ni se indicd in culecgere — biscctoarea
unghiului B, ci pe aceea a unghiului C — asta numaij ca si
nu ne infleentdm de solutia data acolo. Asadar, fie CC, =2

B8

Tig. 6.1.
O problema de extremum
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(bisectoarea nccunoscuts) si 4.4, = 4 (indltimea cunascuts).
Din triunghiul C,4C rezulti imediat:

adici x = —’Lc . 6.12)

sin C = % adici b = - .. 6.13)

Am ajuns deci in final la expresia:
h

7= —

— (6. 14)
C \
sin C cos —

Problema afldrii extremului functiei z ==2(C) se pvate
rezolva simplu, prin derivare in raport cu C. Nu vom proceda
totusi aga, ci vom face uz de urmitoarca interesantd

Teoremd: .

»fiind date x,, x,, ..., x, — cantitdti variabile
reale si pozitive si «,, ®;, ..., 2, numere reale sl
pozitive, cu conditia:

x, + %, + ... + x, = constant, {6.15)
atunci produsul:
P(xy, %y, oo, x,) = 27 - X35 L A {6.16)

este maxim, atunci cind:

#, Xy _xn e

(6.17)

Recunoagsteti, cred, in aceasti teoremi gencralizarea unuil
fapt indeobste cunoscut: dintre toate dreptunghiurile de
perimetru constant, pitratul este cel de arie maxima.

oy % an
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In cazul problemei noastre, si observim ci minimul lui 2
are loc odati cu atingerea maximului numitorului sin C
cos C/2.

Acest numitor se mai poate scric:

(sin? C)V* - (cos‘-’%)”2 (618)

sau incd:
LY 9 - 1,2 gy U 12 “ 2
(4 sin? .tcos? 10 L 2(5111~£ (cos- ¢ .
2 2 2
(6.19)

Acum s distribuim rolurile, conlorm tcoremeci cnuntate
citeva clipe mai inainte. Ele sint:
C

o

, Ay, =cos*—, a, =1 (6.20)

., C 1
X, = sm?—i, 0=
Sc vede deci cd:
.,C . ,C
X, + x5 == sin? 3 - Cos?— = 1 (constant) 6.21)

deci maximul are loc cind:

22 6.22)

adicd nici mai mull nici mai pulin, cind:
c 2
tgo =55 - (6.23)

- ar X PV C., .
Nu avem acum decit sd exprimidm sin C gi cos - in functie

de tg —Zg ca si-1 aflam pe z. Nu mai pierdem timpul, nu-i asa?
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Teorcma de mai sus admite si o ,duald” la fel de interc-
santd cu numeroase aplicatii. "Accasti y,dualda® se enunta
astfel:

»Dacd %, x,, ..., %, sint cantititi variabile reale
si pozitive iar a;, «, .., «, sint numere reale
pozitive astfel incit:

7 - A% - ... - A0r = constant, (6.24)

atunci suma:

%+ x4 .+ ox, (6.25)
estc minim3, atunci cind:

hol,  =50° (6.26)

oy oz on

Iatd si o aplicatie imediati:

»Dintre toate triunghiurile de arie constantd, ccl-de peri-
metru minim este triunghiul echilateral®.

Intr-adevir, din formula lui Heron, rezulti:

S=Vrp—ab—0p—0) =
= pV2(p — a)'*(p—D)"2(p—c)'® = constant.  (6.27)
Notind:

xX=p—a, y=p—>5b,z2=p—c¢ (6.28)

obtinem:
11 1
2

S = (x4 y+2)? %% y® 2% = constant (6.29)

I

sau.

=

1 1 1
S = l/?»(x——i—g—ﬁ)z x% y® 2* = constant.  (6.30)

Suma factorilor:

IRIE sty ta=2p (6.31)
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devine minima, cind:

t4y+s
2 _r_r_2 (6.32)
L 111
2 2 2 2

adicd atuncicind ¥ = y =z = (x + y -+ z),3 ceea ce implica
un triunghi echilateral.
Va enunt acum o teorema cu aplicatii directe in trigono-
metrie:
»Dacda suma a # unghiuri variabile pozitive este
constanti si egald cel mult cu 90°, atunci produsul
tangentelor acestor unghiuri cste maximum,
daca unghiurile sint egale®.
Ar fi poate cazul si mai dim si o micd demonstratie;
pentru usurintd sd alegem n = 2. Adica, avem de fapt:

%+ x,=u (s -’—2') (6.33)
§1 ciutim maximul expresici:
F(xy, xy) = tg x,-tg xa (6.34)
Formam deci functia auxiliaia:
u(xy, x) =tg x-tg x, + 0 (xy + x,—a) (6.35)
gl deci sistemul de rezolvat cste:

Oulry x) _ 1 ey 4 =
o = o, tgry, +2.=0 (6.36)
fﬂ{'.’.i"l: 3 . ___,1 _ —
P gy . +2=0 (6.37)
x4 %,=a (6.38)
Din primelc doud ccuatii ale sistemului, deducem:
tgx WM (6.39)

cos? ¥, cos? xg

152



sau sin x, Cos x, = sin %, cOS %, sau ircd sin 2x, == sin 2%,
Cum x, + 7, € -2~ = rezultd ccca ce dorcam si aritim: x, =

= x,(== «[2). Valoarea maximului cste deci tg2% . Desigur;

demonstratia se putca da si pe cale directd. Dacd sinteti
curiosi, o gisiti in lucrarca Complemente de matematici
(A. Kahance, Editura tchnicd, Bucurcsti, 1958, p. 46).

Sa facem §i o aplicatic la aceastd teorcmi:

,,Ddltl(, toate triunghiurile circumscrise aceluiasi
cerc de razd datd 7, si se giscascid cel de arie
minima“,

Ei bine, ,arta” in rezolvarca acestci probleme constd in
exprimarca ariei triunghiului in functie de 7 si de tangentcle
unghiurilor, ca sd putem aplica tcorema respectiva.

O astfel de formuld carc si dea aria in acest mod, cxista:

7,2
S= ——— . (6.40)

A4 _B,_C
1o s tp = to —
838383

Este bineinteles clar ¢ S va fi mlmmd atuncx cmd pro-
dusul de la numitor va fimaxim. Da.r—2— + =+ —2- = —2: (con-

stant) si deci rezulti imediat — conform teorcmei — ci

4_ 5= 9— adicd triunghiul cidutat estc echilateral.

Minimul acestej arii este:
S = 32 ]/3. (6.41)

In legiturd cu aceste probleme de maxime si mirnime in
geometria triunghiului, trebuie sd amintim ca in tara noastra,
una dintre primele culcgeri de probleme care includeau
aceste intcresante chestiuni dateazi din 1901 si apartine
inginerului Vasile Cristescu, unul dintre fondatorii Gazctei
Matematice. In 1938, profesorul Gh. Th. Gheorghiu, a
revizut si addugit partea a doua a acestei culegeri, care
cuprindea ,trigonometria pland“. Aici se gdscsc numeroase
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probleme de maxim si minim relative la triunghi. O parte
din aceste probleme au fost reluate si in culegerea alcituiti
de M. Predoescu si M. Ghiliccanu, pe care am mentionat-o
ceva mai in urma.

De cxemplu: care este maximul expresiei

LA (6.42)

Tatd o solutic simpli: 4Rr = abc/p, deoarcce 7 = 5 , iar
?

ab. . . . .
4R = —S—c . Expresia se mai scrie deci:

abc a b ¢

— = — e — .. G.43

?? P p P (6-43)
Dar suma factorilor este constanti:

a b c a-+b-t+ec 2p . N
;‘*‘;"""’; “——P——':;ﬁl— (6.44)
si deci maximul se atinge pentru:
e_b_ ¢
pop P

adica pentru-triunghiul echilateral. Nu e greu de vdzut si
cd acest maxim are valoarea 8/27.

Nu intotdeauna problemcle dc maxim si de minim intr-un
triunghi sint rezolvabile dircct prin aplicarca teoremelor
expuse anterior. Iatd, de pildd, o problemé de datd ceva mai
recentd, propusd spre rezolvare in ,Gazeta Matematicd
nr. 2/1978 p. 82, si pe care ne luam libertatea s-o reformulim
astfel:

JIntr-un triunghi oarecare .4 BC, produsul razelor
cercurilor inscris gi ¢ircumscris este constant. Si
sc calcttleze minimul expresiei:

E =a?4- b 4 ¢ (6.45)
Fireste, dacd nu vrem sid ne punem fantezia in miscarey
putem apela la analiza matematica.
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Vom alege Insd o cale mai elcganté din punctul nostru de
vedere. Demonstrim mai intli. urmitoarea
Propozitie:
dacd x,, x,, ..., x, sint numere rcalc pozitive iar
p si g sint numere naturale cu proprietatea ci
j) + g = #, atunci are loc inegalitatea:

(o + 2% + ... + )] A a4 xl) 2 R xx, . 3,
(6.46)

Demonstrarca acestei propozitii se face extrem de simplu:
stim acum (sau ytiam mai de demult) cd media aritmetica a
# numerc po./,mve este mai mare, sau ccl putin cgald cu
medio lor geometricd — si deei putem scrie:

n p

bk ST T T (647)

hedbd b S pETET T (648)

Iiinultind membru cit membru aceste inegalititi, si tinind
cont ci p -+ ¢ = n, relatia (6.46) se obtine imediat. Acum ¢
limpede ce urmeaza; alegem n=3, x,=a, x,=0, ¥3=2¢
p=1 ¢9=25i prin urmarec:

(@ -+ b+ c)(a®+ b2 + ¢?) > abe (6.49)
sau inca:
at 4 b 0229-%. (6.50)
Dar, pv de altd parte:
S = :l; - pr de unde abc = 4p Ry 6.51)
si in fine:
a® + b? + ¢ > 18Ry (constant). (6.52)

Ixta deci ¢d mini. mul cdutat este expresia 18R7.

Din aceastd problema se pune in evidentd urmdatorul fapt:
maximul sau minimul unei expresii intre elementele triun-
ghiului poatc rezulta si dintr-o inegalitatc adgebricd — dacd
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binefnteles reusim si demonstrim o anumiti inegalitate
intre elementele implicate.

Un singur excmplu: Mitrinovic (op. cit. p. 129) nc spune
cd in orice triunghi are loc dubla inegalitate:

31/3 < p< V3R (6.53)

Ceva din aceasti dubld inegalitate recunoastem: astfel,
dacd facem abstractie de termenul central (p), rimine:

313 <33R (6.54)

ccea ce nu cste aitceva decit inegalitated laui Euler: R > 2r.
Si acum, daci v-am fi formulat problema:
sintr-un triunghi, razele cercurilor inscris si
circumscris sint constante. Si se afle maximul
si minimul expresici

=a-+b-} " (6.35)
sau problema:
»54 se afle triunghiul de aric maximd pentru
care produsul razclor cercurilor inscris §i circum-
scris este constant”, |
afifiaplicat siintr-uncaz siin celdlalt, dubla inegalitate (6.53).

Problemele de maxim si minim in triunghi — ca de altfel
toate problemele de geometric sintetici sint o sursi inepui-
zabili de antrenare a fanteziei. Putem i imagina nenumdrate
situatii in care si apard determinarca unui maxim sau al
vreunui minim. Cititorii nostri cdrora le-au plicut mai mult
acest gen dc probleme pot consulta mai in detaliu lucrarea
indicatd la inceputul acestui capitol.

Acum, vi rog si vi agezati la masa sau la biroul vostru
de lucru. Rugati apoi pe cei ai casei si nu vi intrerupd prea
des.! Luati-vd instrumentele ,,geometrice™ (crmoane bine
ascutite de diferite culori, compas, rigli, gumi, raportor) si
bineinteles nu uitati browra de fatd. Atacati cu ribdare si
incredere capitolul care urmeazi. Succes!

4 Cei care au urcchi de auzit si vadd (cele scrise aici, evident!)



Capitolul VII
7. PRINSI IN RING

— citeva probleme de geometria triunghiulul

Tatd, am ajuns la piatra de incercare a itinerarului nostru
prin geometria triunghiului. Fird si vrem, ne-am lisat
prinsi in ring. Acum sintem fati in fatd cu adversarul. Ni<
meni nu ne poate ajuta; antrenorul ne-a povituit, ne-a
discilit, ne-a alergat prin pddurca de ceviene, dar acum nu
mai poate face nimic.

In ring esti intotdeauna singur. Aparent, e drept, deoarece
dintr-unul din colturi pindeste adversarul.

Meciul incepe.

Repriza I: triunghiul dreptunghic
1) Intr-un triunghi dreptunghic are loc relatia:
2r<a(l/2-1)

notatiile fiind cele obisnuite.
(Matematica v skole, 1962, nr. 2, p. 85)

2) Sd se arate cd intr-un trianghi are loc relatia
04<l <05
hg
notatiile fiind cele obisnuite,
(V.B. Lidskii, s.a., p. 58 [10])
3) Si se determine unghiurile unui triunghi dxeptunghic in

care doud mediane sint perpendiculare intre ele.
(D.S. Liudmilov, p. 157, [11] :
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4) Intr-an triunghi dlcptunghlc raportul hofia C:tC cons
stant. Si se arate atunci ci si mdrimea sin B + sin C
este constanta.

5) Si se determine unghiurile unui triunghi dreptunghic

stiind cd& Rfr este constant (notatii uzuale)
(V.B. Lidskii, s.a., p. 52, [10])

6) Laturile a, b, ¢, ale unui triunghi ABC oarecare, sint
micsorate cu o acecasi mirime x. S3 se determine accastd
mirime astfel ca noile laturi si fic laturile unui triunghi
dreptunghic.

7) Pe laturile unui unghi drpt sc di segmentul AB =
unde distanta de la virful unghiului h punctul 4 cste
egald cu a. Si se giseascd pe cealaltd laturd un punct M
astfel ca segmentul AB si se vadd din punctul A7 sub
un unghi dat a. Discujie.

8) Intr-un triunghi dreptunghic se dau cateta ¢ 3i unghiul
B. Cu cit trebuie mdrit unghiul B astfel incit ccalaltd
catetd sd creascd cu g cm?

9) Intr-un triunghi dreptunghic se dii unghiul B. Si se "c.ro.te
cd existd relatia: m, = [(44tg*B)/(4 tg%> B + 1)V 'n

10) S3 se arate c3 perimetrul oricdrui triunghi drcptunghlc
in A este egal cu 27 ctg B2 ctg C[2. Sid se exprime aria
triunghiului in functle de raza cercului iInscris i

unghiul B, unde B 45°.
(thene M. Rogai, GMF B, 4531, p. 43).

11) Fie ABC un triunghi dreptunghic Din virful drept 4;
se duce- dreapta AD(D € BC) si se noteazi BD = p;
DC—q X BAD = «, %:ADC—cp,a:D/IC—B Si se
arate ca:

_ potga —q r‘.(g:j

8 @ P
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13)

14)

16)

17)

18)

(»formula cclor trei revelmente”; aritafi oi este adevi-
ratd si atunci cind triunghiul este oar ccare. Vezi GMF-B,
1961. pp. 86—87, solutia dati de 1Bcjan Costel)

Intr-un triunghi dreptunghic A BC se duce mediana din B.
Sa se arate cd unghiul « ficut de aceasti mediani cu
ipotenuza BC este dat de

tg o= —-—"T—

(C. Menciu, GMUP-B, 1961, 4755, p. 373)

S4 se arate ¢d intr-un triunghi dreptunghic in care un
unghi cste de 15° indltimea corespunzitoare ipotenuzei
estc un sfert din ipotenuza.

Fic BC ipotenuza unui triunghi dreptunghic cu virful 4
mobil in plan. Sd sc determine triunghiurile dreptunghice
ABC pentru care distanta dintre centrul de greutate si
eentrul cercului inscris este minima.
(Matematika v skole, 1962, ur. 5, p. 91)

Mediana si indltimea coborite dintr-un virf oarecare al
triunghiului 4 BC fac cu laturile unghiului din care au
fost coborite, unghiuri egale. Aritati ca triunghiul ABC
este dreptunghic.

(Matematica v skole, 1962, nr. 6, p. 85)

Sa se arate cd dacdt intr-un triunghi, S = R* + »* — O[3,
notatiile fiind cele uzuale, atunci triunghiul cste drept-
unghic, si reciproc.

(Z.A. Skopet, Matematika v skole, 1963, nr. 3, p. 89)

Laturile unui triunghi dreptunghic formeazd o progresie
geometricd. Si se gdseascd unghiul cel mai mic al trivn-
ghiului.

(D.S. Liudmilov, p. 157, [11])

-TFie ABC un triunghi dreptunghic. Si sc arate c¢i mari-

mile A, &, + a, b 4 ¢ pot fi laturile unui triunghi. In
plus, si se arate cd triunghiul respectiv este dreptunghic.
(V.B. Lidskii, p. 57 [10])
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19) Fie G punctul de intersectie al medianelor unui triunghi
oarecare ABC. Daci are loc relatia:

ctg 4 =2(ctg B + ctg C)

atunci triunghiul BCG este dreptunghic, si reciproc.
(A.V. Niculescu, Pozitiva, 1940, p. 151)

20) Fie AD indltimea unui triunghi dreptunghic. Cercul cu
diametrul 4D taie catetele 4B si AC in E si F. Si se
arate ¢cd EF = AD si ci EF este antiparaleld la BC.
(V. Dorneanu, GM, XXXII, p. 276)

21) Triunghiul ABC este dreptunghic in 4. Ce valoare tre-
buie si aibd unghiul B astfel ca si avem '

tg2 B+tg2C = 1_4?
(C. Ionescu-Tiu, Maria Vidrascu, p. 60, [7])

22) Intr-un triunghi dreptunghic are loc relatia:
tg B(2 = b/(a + o).

23) Si se arate cd intr-un triunghi dreptunghic ABC, suma
laturilor unghiului drept este egali cu suma diametrelor
celor doud cercuri Inscris i circumscris.

24) Si se arate cd raza cercului inscris intr-un triunghi
dreptunghic este mai mici decit jumitatea oricirei
catete.

25) Si se arate ¢i un triunghi dreptunghic este si isoscel,
daci bisectoarea unghiului drept este medie armonicd
intre mediana i indltimea ce pleacid din unghiul ‘drept.

26) Sc considerd un triunghi ABC dreptunghic in 4, in care:

‘-'Jf—-b« = k (constant).
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Se cere si se calculeze tgg. Pentru ce valori ale lui &

unghiul B este cel mai mic unghi al”triunghiului?
(E. Margaritescu, s.a. p. 259!)

27) Intr-un triunghi dreptunghic, dreapta care uneste virful

unghiului drept cu centrul pitratului construit pe ipote-
nuza, este biscctoarea unghiului drept.

28) Fie ABC un triunghi oarecare, si H ortocentrul siu. Ce
relatie trebuie si existe intre unghiurile sale astfel ca
segmentele HA, HB, HC sa fie laturile unui triunghi
dreptunghic.

29) Pe laturile unui triunghi dreptunghic ABC(4 = 90°) se
iau punctele A’, B’, C’ ce impart laturile BC, CA, AB,
in acelasi raport k. Si se arate ca:

Sape g _ 3k
SaBc (1 +£)?
(C. Mihu, GMF-B, 1957, nr. 5, p. 258)
30) Intr-un triunghi oarecare, are loc relatia (demonstratil):
R+r=(0b+4+c— AH)/2,
unde H este ortocentrul. Tinind cont ci intr-un triunghi
dreptunghic A coincide cu H, atunci putem spune ci:

R+r=(0+c¢[2?
(variatie pe tema propusa de G.I. Bercea, GMF-B, 1957, p. 212)
31) Fie AH iniltimea triunghiului ABC(4 =90°) si P
simetricul lui H fatd de mijlocul ipotenuzei BC. Si se
arate cd dacd E si F sint proiectiile lui D pe AC si 4B,
atunci:

BC - DE - DF = AH3.
(Gh. Buicliu, SGM, III, nr. 4, 1937, p. 75)
! Margaritescu, E., s a., Culegere de probleme deé

trigonometrie pentru licee, Editura didactici si’ pedagogici, Bucu-
restl 1970.
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32) In orice triunghi dreptunghic avem relatia:
2472 + v 4+ 72 = 2a2
(N.N. Mihdileanu, S.G.M., III, 1937, nr. 5, p. 114)

33) Fiind dat triunghiul ABC(4 = 90°) si se determine pe
-cateta 4B un punct M astfelca M4 + AC = MB+BC.
(M.M. Visinescu, GMF-B, 1957, nr. 12, p. 654)

34) Inaltimea, bisectoarea si mediana trasate prin virful
unui triunghi, impart unghiul din acest virf in patru
parti egale. Sd se arate cd in accest caz triunghiul este
dreptunghic.

(GMF-B, 1957, nr. 3, p. 162)

35) intr-un triunghi dreptunghic ABC (6 = 90°), are loc
inegalitatea:

A—-B
S b
2 c

cos?

(Matematica v skole, nr. 4, 1959, p. §9)

Repriza a Il-a: triunghiul earecar:
1) Si se arate cd in orice triunghi:
y: -2 2 2 2 2
1E+7’b+7’c szg ma+mb+mu,

notatiile fiind cele obisnuite.
(Z.A. Skopet, Matematika v skole, 1963, nr. 3, p. 89)

2) Daci A, B, C, sint unghiurile unui triunghi, atunci:
cos A +cos B 4 cos C < %
(Mitrinovi¢, p. 123?)

1 Mitrinovié, D. S., Nejednakosti, Izdavacko Preduzeée
Gradevinska Knjiga, Beograd, 1965.

162



3) Sa se arate ci in orice triunghi, suma patratelor a doud
laturi este mai mare sau cel putin cgald cu de patru ori
aria sa.

(Hadircd, I., GMF-B, 1963, nr. 8, p. 498)
4) Si se arate cd intr-un triunghi oarecare, exista relatia:
2 cos? 4 + cos? B S

14+ 2o p, fiind semiperimetrul triun-
cos A +cos B +P Po perimetrul triu

ghiului ortic.
(Voda, V. Gh., GMF-B, 1962, nr. 3, p. 153)

5) Si se calculeze raportul po/p in functic de 7,, 7, 7,

. . . - . . .¢
unde p, reprezinti semiperimetrul triunghiului ortic,
restul notatiilor fiind obisnuite.

(vezi GMF-B, 1961, nr. 8, solutia datd de N. Gh. Tdtulescu)

6) In orice triunghi are loc inegalitatea:
8 cos A cos B cos C < 1,

egalitatea fiind indeplinitd cind A
ta

A
B =
(vezi GMF-B, 1961, nr. 1, solutia dat. A4

= C.
de Albu Toma)
7) In orice triunghi

L4 7 7,
e by x> 3.
ha hb hc

(vezi GMF-B, 1961, nr 1, ,Stabilitatea unor inegalitdti®,
p. 14)

8) In orice triunghi:
n Bt - BRvER = 3(rgme?)", n € N.
(idem op. cit., p. 13)
9) Dacd A, B, C, sint unghiurile unui triunghi, atunci:
cos A+ /2 (cos B +cosC) < 2
(Mitrinovi¢, D. S., op. cit. 125)
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10) Daci mirimile pozitive a, b, ¢, sint laturile unui triunghi,
atunci si se arate cd si mdrimile:

x '_——]75, y =]75,z=$’_c-
sint laturile unui triunghi.v (idem, op. cit. p. 128)
11) In orice triunghi ascutitunghic are loc inegalitétea.:
hy + by + h, < 3(R t+7),

notatiile fiind cele obisnuite,
(L. Carlitz, Amer. Math. Monthly, 1963, p. 758)

12) Problema lui P. Evdjs: in orice triunghi ascufitunghic
are loc inegalitatea:

R +r < max(h,, h, k).
(Matematika v skole, 1962, nr. 6, p. 87; o probiemi foarte
frumoasd, iar solutia datd in revista respectivi pune in ewi-
dentd noi legdturi.)

13) Daci A, B, C, sint unghiurile unui triunghi, atunci cu
marimile cos 4/2, cos B(2, cos C[2, se poate construi un
triunghi.

(Matematika v skole, 1963, nr. 3, p. 89)

14) Intr-un triunghi oarecare, are loc inegalitatea:

V/sin A +1/sin B>V/'sin C, n > 2, n € N.
(Maizus, S.I., Matematica v skole, 1974, nr. 3, p. 80)

15) In orice triunghi avem relatia:
2S — IA2 sin A + IB? sin B + IC? sin C,
unde I este centrul cercului inscris.
(Matematika v skole, 1974, nr. 4,‘ p- 79)
16) Si se demonstreze. inegalitatea:
Y tg A(ctg B +ctg C) > 6.
(GMF-B, 1957, nor. 8, p. 427)

164



17) In triunghiul oarecare ABC(B >A >C) dreapta lui
Euler face cu tangentele in virfurile triunghiului la cercul
circumscris, unghiurile «, B, y. Si se demonstreze ca:

cos? a S 7

- =z
cos B cos y 2
(Radu Stroe, GMF-B, 1958, nr. 9, p. 432)

18) In triunghiul oarecare ABC, ortocentrul imparte inil-
timea din A in raportul m/n. Si se calculeze expresia:

E =tg BtgC.
(M. Réddulescu, GMF-B, 1960, nr. 6, p. 353)
19) Fiind dat un trunghi oarecare ABC, si un punct M
in plan, si se giseasci locul geometric al punctului M/

pentru care MB? + MC? > MA2
(V. Gh. Voda, GMF-B, 1960, or. 11, p. 685)

20) Fie A,B,C, triunghiul ortic al triunghiului ABC; 4,B,C,
triunghiul ortic al triunghiului 4,B,C,, s.am.d., iar
A,1,B,41Cnyy  triunghiul ortic al triunghiului 4, B,C,.
Si se arate ca:

2°$,Sn = Pnr1Sanc-
(V. Virgolici, GMF-B, 1960, nr. 10, p. 617)

21).Intr-un triunghi oarecare ABC se considerd cevienele

BNE si CNF, N fiind un punct oarecare pe inidltimea

44’ Dreapta EF intilneste latura BC in M. Sa se calcu-

leze segmentul MA in functle de- laturile triunghiului,
(D.C. Panu, GMF-B, 1960, nr, 4 p- 238)

22) Si se arate cd intr-un triunghi oarecare:
= (bera)® = (pS),

notatiile fiind cele obisnuite.
(Eugen $t. Iacob, ,,Foaia matematica”, 1926, III, nr. 7, p. 115)
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23) Si se afle maximul expresiei:

cos A cos B cos C
sin2 4 sin? B sin2 C

(I. Luca, ,Pozitiva®“, 1941, I, nr. 9—10, p. 342)

24) Intre elementele unui triunghi oarecare, avem:

Z(ra + 1) 8

3 Z
- Zrg rp?

(Eugen St. Iacob, GM,LI, 1946, nr. 3, p. 688)

25) Si se afle care dintre toate triunghiurile circumscrise

aceluiasi cerc face minimum produsul 7#; i kY unde
a, B, vy sint numere pozitive, iar &g, A, h, sint inalti-
timile triunghiului.

(G. Theiler, GM, XXXII, 1927, nr. 10, p. 398)

26) Si se arate cd intre unghiurile unui triunghi ascutit-
unghic ABC existd inegalitatea:

tg" A+ tg" B+tg" C >3+%.

unde # este un numir natural.
(GMF-B, 1964, nr. 6, p. 265)

27) Fie M un punct oarecare pe cercul inscris intr-un triunghi
oarecare ABC. Si se arate cd:

a-MA?2 + b- MB? + ¢ - MC? = 257 + abc.
(idem op. cit.)

28) A, B, C, fiind unghiurile unui triunghi variabil in care
avem
ctg A 4 ctg B + ctg C = constant,

si se giseascd maximul si minimul expresiei:
tg A +tg B+tg C.
(Luca, L., GM, XLII, 1936, nr. 4, p. 198)
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29) Intr-un triunghi ABC fie « si B segmentele LB si LA
determinate pe latura AB de piciorul bisectoarei inte-
rioare L, a unghiului C. Si se demonstreze relatiile:

(@ — a?)(b® — B2) = CL?, ab — o8 = CL2

Ce devin aceste relatii in cazul bisectoarei exterioare?
(Traian Lalescu, GM, XXII, 1916, nr. 2, p. 64)

30) M fiind un punct in planul triunghiului ABC, iar O
centrul cercului circumscris, si sc arate ca avem:

S a2(MA? — MB?)(MA* — MC? = 16 S - MO>.
(Serban Gheorghiu, GM, XLVII, 1942, nr. 7, p. 342)

NOTA: Autorul acestei probleme este
unul din pionierii statisticii matematice in
Romania. A trdit intre anii 1896—1957.
In lucrarea Complemente de geometrvie sin-
tetica, EDP, Bucuresti, 1965, p. 276,
profesorul N.N. Mihiileanu, are urmatoarea
apreciere asupra activitatii lui $. Gheor-
ghiu: ,,desi nu s-a realizat ca matematician
la nivelul predecesorilor, el specializindu-se
in statistica matematici (!? — semnele
noastre), ca redactor la , Gazeta Mate-
maticid”, a pus cultura sa superioard in
serviciul ridicdrii calitdtii problemelor de
geometrie. A propus un numar foarte mare
de probleme de o rard frumusete.” Dupa
parerea noastrd, aceastd apreciere este
contradictorie si contine in acelasi timp o
subapreciere lipsitd de temei a unei ramuri
de matematica, despre care acad. Gh.
Mihoc afirma pe bund dreptate ci ,poate
satisface exigentele celui mai pretentios
cercetator®.

Locul lui Serban Gheorghiu in cultura
romaneasca ramine tocmai prin aportul lui
la dezvoltarea statisticii autohtone.

31) Dintre toate triunghiurile care au o laturd comuni si
acelasi perimetru, trlunghlul isoscel este cel de arie
maxima.
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32) Dintre toate triunghiurile care au o laturd comund si
aceeasi suprafatd, triunghiul isoscel este cel de peri-
metru minim.

33) Dintre toate triunghiurile cu acelasi perimetru, triun-
ghiul echilateral are aria maxima.

34) Dintre toate triunghiurile care au aceeasi suprafati;
triunghiul echilateral este cel de perimetru minim.

35) Sa se gdscasci maximul expresiei:
7/ Rr|S,

notatiile fiind cele obisnuite intr-un triunghi.
36) Acceasi problemd pentru expresia:

Rr|p.
37) Generalizarea problemei anterioare: se cere maximul
expresiei:
Rmymin
PETIH'YL :

38) Dintre toate triunghiurile de acelasi perimetru, si se
determine acela care face minima expresia:

1 1., 1

ha Iy he

39) Daci H este ortocentrul unui triunghi ABC, care este
minimul expresiei:
AB . AC BC
s s S
CH + BH + AH
40) Aceeasi problemd pentru expresia:

abc
AH-BH- CH'
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Repriza a IlI-a: triunghiuri speciale

1) Intr-un triunghi ABC, tangentele unghiurilor B, 4, C
sint in progresie armonicid. Se cunosc mérimile laturilor
b, ¢ si anume b = 2¢g cm, si ¢ =¢ cm. Si sc calculeze
aria triunghiului.

2) S& sc arate cid intr-un triunghi ABC in care doud laturi
sint invers proportionale cu bisectoarcle corespunzi-
toarc, unghiurile respective sint in progresie aritmetici.
(Liudmilov, D.S., p. 163 [11])

3) Medianele corespunzitoare laturilor @ si & ale unui
triunghi se taie sub un unghi drept. Si se determine
latura a treia a triunghiului. Discufie.

(V.B. Lidskii, p. 51 [10])

4) Din virfurile 4, B, C ale unui triunghi se duc cevienele
AA, BB,, CC,, astfel incit fiecare dintre ele imparte
perimetrul triunghinlui in doud pirti egale. S3 se arate
ci AA,, BB,, CC,, sint concurente.

(Matematika v skole, 1962, nr. 6, p. 85)

5) Unghiurile unui triunghi verifici relatia 2tg 4 =tg B 4-
-+ tg C. Si se arate cd aceastd relatie este echivalentd
cu fiecare dintre relatiile:

tg A tg B=3;cos (B— C) =2cos A.
(GM, 1976, nr. 12, p. 460)

6) In triunghiul ABC se cunosc laturile a, 5, ¢. Daci
mg, my,, #r, sint medianele, iar- J; 4; J, sint simes,
dianecle, atunci si se arate ci expresia:

2 2 2
m w #
Bt RT S
I lp lo
este constanta.
(G.D. Sorescu, GMF-B, 1960, p. 282)
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7) Sa se determine unghiurile triunghivului A BC, dacé supra-
fata sa S se exprimd cu ajutorul laturilor @, b, prin
formula: ‘

S = (a* + b%)/4.
(Mihalkovici, I.'T., Matematika v gkole, 1974, nr. 5, p. 80)

8) Unghiul A al triunghiului ABC cste de 60°. Si se
calculeze celclaltc doud unghiuri, stiind ci:
2cos B—1=%%2
a+t+c¢
(Sukoennik, Ia. N., Matematika v skole, 1974, nr. 4, p. 79)
9) Intr-un triunghi in care centrul de greutate este coliniar
cu doud din punctcle de tangentd ale cercului inscris,
exisid relatia:

cos£:£=3cos§;+8.
2 2

Laturile cu punctele de tangentd sint cele ce formeazi
unghiul 1. ]
(Hadirci, 1., GME-B., nr. 8 p. 428)

10) Dacd intr-un triunghi ABC indltimea %, estc  medie
proportionald intre razele 7, si 7, ale cercurilor cxin-
scrise, atunci triunghiul este isoscel.

(Vasilescu, Fl., GM, XX, 1914, nr. 1, p. 37)

11) Sa se arate cd dacd biscctoarea, mediana §i simediana
ce pornesc respectiv din cele trei virfuri ale unui triunghi
oarecare sint concurente, triunghiul arc laturile in pro-
gresie gcometricd.

(GMF-B, 1960, nr. 1, p. 38)

12) Si se afle relatia dintre unghiurile unui:triunghi ABC,
in care indltimea din A, bisectoarea din B (interioari)
si mediana din C sint concurente.

(GMT-B, 1958, nr. 11, p. 673)
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13) Intr-un triunghi raza cercului circumscris este triplul
razei cercului fnscris; s se arate ca
Yoy T 4 Yo _ 5,
hq ho b
(A. Radev, GM, XXXII, 1927, nr. 9, p. 357)

14) Fie D piciorul medianei 4D intr-un triunghi 4BC, iar
M mijlocul acestei mediane. Sa sc arate cd dacd medias
toarea segmentului MD trece prin ortocentrul H al
triunghiului ABC, atunci laturile acestuia a, b, c, satiss
fac relatia:

, 5
D= g2

si"reciproc.
(vezi GMF-B, 1960, nr. 8, p. 438, solutia dati de Gh. D. Si-
mionescu)

15) Sa se demonstreze cd un triunghi este isoscel, dacd are
doud bisectoarc egale.

(problema nu cste banald — vezi si GM, XXII, 1916, nr. 2,
pp- 33—35, solutia trigonometrica datda de Vasile Cristescu)

16) Din toate triunghiurile care au laturile in progresie
artimeticd, si se afle maximul unghiului opus laturii
mijlocii.

(Alexandru Pantazi, GM, XX, 1915, nr. 10, p. 392)

NOTA: Al Pantazi (1896--1948) este unul
dintre marii geometri. Desi Pantazi s-a
ocupat indeosebi cu geometria superioard
— lucrarea sa de bazi fiind Elemente de
geometrie difeventiald proiectivd a curbeloy
st suprafetelor (1942) — in preocupirile
sale au intrat si matematicile actuale §i
statistica matematica.

Simona Pantazi (1936 — 1976) fiica marelui
geometru s-a stins i ea in plind tinerete.
S-a ocupat cu geometria superioard, iar in
ultima pericadd a vietii sale a lucrat Ia
€Centrul de Statistici Matematici din
Bucuresti unde s-a ocupat cu aplicarea
teoriei probabilitifilor s1 statisticii mate-
matice in unele probleme de geometrie,
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17) Dacd intr-un triunghi arc loc relatia: 77 + 27,7, = p*
atunci triunghiul este isoscel.

18) Ce fel de triunghi este acela in care are loc relatia
OH = R(2cos 4 — 1)?
19) Daci intr-un triunghi are loc relatia:
ro+n+r,=p1/3
atunci el este cchilateral.

20) Dacd 7, este raza cercului celor doud puncte ale triun-
ghiului ABC, atunci arc loc inegalitatea:

y" > \/ = a>(¢>; b (P — o)

Ce devine relatia in cazul triunghiului isoscel (b = ¢)?
Dar in cazul triunghiului echilateral?

21) Si se dctermine unghiurile unui triunghi in care unul
din unghiuri este 4; iar bisectoarca interivara si cxte-
rioard a accstui unghi sint cgale intrc cle,

22) In ce triunghiuri avem relatia:

HDB?* = HA®* 4 HC?

23) In triunghiul 4BC, unghiul dintre iniltimca 44, cu
dreapta care uneste ortocentrul H cu mijlocul M al
laturii BC cste de 45°. Sd se arate ci expresia E = tg B—
— tg C cste intotdcauna constantd, dacd un astfel de
triunghi exista.

24) Si sc stabileascd in ce fel de triunghiuri, expresia

a-ctgd+b:ctgB+c-ctgC

este constanti.



25) Ce fel de triunghi este acela in care
Po— 1~ cos A

(po este semiperimetrul triunghiului oritic).

(V. Gh. Vodi)

26) Conditia necesard si suficienti ca un triunghi si fie
echilateral, este:

o _om
2 (mg + mp + m)2 N

(Hohlenko, Iu. I., Matematika v skole, 1974, nr. 2, p. 77)9

% Am strecurat dcliberat o gregeali; unde? (ugor de depistat!)



Capitolul VIII

8. SOLUTII §I INDICATIi DE REZOLVARE
PENTRU UNELE PROBLEME
PROPUSE IN CAPITOLUL VII

In acest capitol vom prezenta solutii sau indicatii pentru
rezolvarea problemelor propuse in capitolul VII. Asapra
modului in care am ales problemele la care s-au dat solutii
sau indicatii, sintem datori cu urmaitoarele explicatii:

T) pentru problemele ale ciror rezolviri au mai.
aparut in limba roméand, nu sint date solutii, ci
doar indicatii; este mentionat locul cxact de
unde a fost culeasd problema, iar cititorul inte-
resat poatc face apel direct la sursi (de obicei,
,»Gazeta Matematicd®); )

2) pentru unele probleme apirute in reviste sau
carti in diferite limbi striine, au fost date solutii
sau indicatii, insotite — acolo unde cste cazul
— de figuri, deoarece se presupune c¢d pentru
tindrul cititor este mai dificil accesul la sursa
directa.

In consccintd, in prezentul capitol apar ,pe reprize”
— urmdtoarele solutii si indicatii:

A. Triunghiul dreptunghic
1) Din figuia A.1 se obscrvd imcdiat ci: 2r = 0 4 ¢ — a.
Inlocuind, se obtine succesiv b+ ¢ —a<a(]/2—1),
bre _q1¢ /2—1b+c<a)/2 b2+ ¢ + 2c<a?,
a
2bc < a? = b% + ¢
accasta din urma fiind evidenta.
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Fig. A. 1.

O inegalitatc intre clementele
unui triunghi dreptunghic

2) Se foloseste proprictatea: intr-un triunghi dreptunghic
indltimea corespunzatoarc ipotenuzei este egald cu produ-
sul catetelor impartit la ipotenuzd, precum si relatia
2r = b + ¢ — a, problema reducindu-se la o inegalitate
intre numere pozitive care satisfac a* = 4% + ¢2

3) Fig. A3 ne arati ci mediana 40 = a/2 (raza cerculul
circumscris), iar conform tcoremei medianei CC% =
— (40 + %) /4.

Pe de alti parte, AM — %AO si MC =-§ccl decis
4 42+ 42 g

9 4 9 4
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el
2
(o
M
: g
2
A b c
Tig. A. 3.

Mediancle CC, si AO sint perpendiculage

Efectuind calculele si tinind scama cd triunghiul este

dreptunghie, gisim —b—:Vl; adica B - arctg 1/ /2.
c 2
4) Exprimim clcmentele 7, si 7, in functic de laturile
trionghiujui.  Conform  tcoremci  bisectoarei, 7, ==
= 2 o o VT---f; iar h, == bcfa, deci:
b1« 2 b¢

b e bie 1 bie (b )
i a'yzoe V2 a 2\a a)—

1
l/Z(Sm B +sin C) = constant,
§) Se stie cd in triunghiul dreptunghic R = R/2 §i 2r =
=b+c—a.
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. U -- . . B4 1
Atunci rezultd bAe-e 1 Jsin B4-sinC=--—,
a ” L

A A
B + C = 90° ctc.

6) Sc scric @ — &, b-- x, ¢ - x, i sc aplicd tecorcma lui
Pilagera.

7) Si nctim OM == x. Atunci BM = [/3:'-’ ~l—_(t_l——{—:6)_2,
iar AM =]t absi gL OMA - qrctg =

Asadar, tg (a4 3L 0MA) = (a + b)/x care (st( ecuatia
ce furnizeazd pe a (fig. A7)

Fig. A7
Determinareca punctulm M
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8) Se scrie AC = ¢ - tg B, BC = c/cos B, apoi sc formeazi
ecuatia
tg (B + ) = (c-tg B+ g)le
9) Sc cxprimid toate elementele in functie de laturi si se
ridicd relatia de demonstrat la pitrat.

10) Se duc bisectoarele BB, si CC, din B si C si se noteazi
M,, M 2, M, prmectnle centrului cercului fnscris pe
BC, AB.

Avem AMg =AM;=7r, CM,=CM,; BM,= BMj,.
Dar BM, + M,C = BC, etc. Pe de altd parte,

BM; =r ctg (Bf2), si CM, =7 ctg (C[2).
Relatia cerutd rezultd acum prin simpld insumare:
2p = 27 + 2M,C + 2BM,.

11) Se tine cont ¢3 % —{—?3 = 90° iar :p = 180° — (6‘ + ?3) si
se exprimd apoi 3L ADB = 180° — é; ctg o in triunghiul
ADB si respectiv ctg B si ctg o in triunghiul ADC.

12) Se scrie tg B = b/c, iar apoi din triunghiul BMC se
exprimd tg « in functie de BC =a si MC = b/2 (se
tine seama cvident cd a? = 0% 4 ¢?).

13) Se exprimd clementele ce intervin in functie de unghiul
de 15° si se aplicd apoi teorema indltimii. (fig. A.13).

14) Dacd ipotenuza BC este fixd, atunci 4 este mobil pe
cercul cu diametru BC; distanta dintre G si I, conform
cu geometria tr1unghm1u1 (Lalcscu) are expresia:

GI = %1/9‘72 V) P R

- % 1/ 6a% + 9% — 3p2.
Atunei GY este minim3, daci 972 = 3p? etc.

by



15°

A b C
Fig. A.13

Dacit € = 15°, atunci 444, - BC

15) Dreptele m, si /i, sint izogonale, Si ardtdm cidi acest
lucru nu poate avea loc decit intr-um triunghi dreptun-
ghic (fig. A.15). Triunghiul AOB este isoscel, deoarece
A0 = 0B = B([2, deci 3 0AB = 3L OCA.

Dar 3 BAA, = 3. ACQ fiindcad triunghiurile dreptuns
ghice ABC si ABA, sint asemenea, avind un unghi
comun, 4BA4,. Prin urmare, in triunghiul dreptunghic

ig. A.15.
fntr-un triunghi dreptunghic mediana m,
st indlfimea h, sint izogonale
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ABC mediana m, si indltimea %, sint izogonale. Intr-un
triunghi oarecare, izogonala medianci este simediana.
Dar simediana coincide cu inilfimea numai daci triun-
ghiul estc dreptunghic.

16) Sc foloscste relatia lui Euler: OI* = R? — 2Ry si formula
S = pr. Se obtine: p =~ -+ 2R. Se poate inlocui acum
7 si R prin expresiile lor prin laturi. Calculul conduce
la tcorema lui Pifagora. Invers, dacd triunghiul este
dreptunghic, atunci are loc p =7 -+ 2R. Intr-adevir;
2r =0+ ¢ — a si 2R = a. Rezultd imediat 2p = 2r 4
4+4R=b+c—a+2a=a-t+b+ec

17) Presupunem c¢d progresia este astfel incit a~ = be.
Atuncil = —.5 sau sin B sin C =1, si cum B—}—C =
a

= 90°, se rezolva sisttemul, determinindu-se unghiul cel
mai mic.

18) Arc loc intr-adevdr relatia (b4 ¢)2 117 = (a + 4;)2
carc se reduce la bc = ah,.

19) Se scriu expresiile ctg -1 ctg B cte. in functie de laturi,
si anume (0% 4 ¢ — a?)/4S ctc. Inlocuind in relatia
dati se regascste teo1ema lui Pitagora.

'20) Sc scriu efectiv misurile unghiurilor-B, C, E, F. Rezultd
apoi cd EF trece prin centrul cercului de diametru 4D
si deci este si el diametru, adici cgal cu AD.

21) Deoarcce B4 C =90, tg B=1/tg C s;:if deci relatia
se reduce la tg? B — 14 tg B 4- 1 = 0 carc se mai poate
scric (tg B + tg C)2— 2 tg B tg C = 14 ete.

22) Se inlccuicsc b = 2 7 sin B etc si se obtme

. B B. B
sin —2— 2 cos — sin —
..sin C = cos B.

_B sin B
2

1+smC COS?_ l_+smC

tg
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23) Trebuie ardtat ci 27 -} 2R =6 - ¢. Stim c8 2r = b 4-
4+ ¢ —a, iar 2R =: a.

24) Si aritim, de cxemplu, ci ¥ < b/2. Se inlocuieste 7 =
= S/p si S = bc/2. Rezultd imediat.
2 1 1

25) Media armonici sc scric in acest caz: - = -— 4+ —.
g mg bg

Se inlocuicste apoi 7, = |/2bc/(b + ¢), m, = a2, i, =
.= befa. Se reduce la tcorcma lui Pifagora.

26) Patrulaterul ABOC cste inscriptibil, deoarcce unghiurile
opuse 4 si O sint drepte (fig. A.26). Cum YL OBC =
= 3L BCO = 45° rezulti ci s1 3L 0AC = 45°(= 0BC)
respectiv 9 048 = 45° (=3 B(O).

Proprictatca cste demonstrata.

Fig. A.26.
ABOC este patrulater inscriptibil

181



28) Se exprimd mirimile AH, BH, CH, in functie de clemen-
tele triunghiului. AH = 2R cos 4 etc. Deci relatia este
cos® 4 = cos? B 4 cos? C.

29) Se exprimd suprafetele cu ajutorul formulei lui Heron,
apoi se tine cont de raportul intre segmentele determi-
nate de A" B’, C’ pe laturile BC, CA, AB. Calcul direct:

30) Se inlocuicste b = 2R sin B etc., AH = 2R cos 4 si se
fmparte cu R. Raportul 7/R se inlocuieste cu cxpresia
cchivalentad:

cos A 4 cos B4 cos C —1.
31) Sc calculeaza fiecarc segment in parte; se {ine seama cd

indltimea unui triunghi dreptunghic este ‘produsul
_catetelor impartit la ipotenuza.

32) Se aplica formulele cunoscute 7 = S/p, 7, = S/(p — a)
ctc. si se tine cont cd 2S5 = be, iar a® = b* + 2

33) Se calculeaza MA si MB in functie de elementele initiale
ale triunghiului.

34) Sc aplica proprictatea izogonalclor.

36) Are loc evident: % (sin A 4 sin B) > |/sin 4 sin B daci

A si B sint unghiuri ascutite, sau cchivalent:

sin 4 -; B cos ﬁ:z*,'i > |/sin 4 sin B, dar —4—2—*'2 = 45°
2 .. . .
deci sin 2 —2*‘ B !-/;‘, sin 4 =afe, sin B ==1bf¢, si decl
Zeosd =B _ @ oo,
_1/2 cos=Z— > Vﬁ ctc.
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B. Triunghiul. oarecare

1) Sc stic cd m |- my - mg = §— (a® - 0% 4- ¢?); se scriu
apoi pe rind expresiile blS(Ct()al elor 4, = 2bc |/ (p(p —a)/
1+ o).

Cum |/bc < (b + ¢)/2, obtinem 7, < |/ p(p — @). Deci
ﬁ+ﬁ+ﬁ<ﬂ#—a—b—d—ﬁ
Se inlocuicste 4p* = (@ - b + ¢)* si rezultd inegalitatca
evidenta:

a?+ 0%+ ¢t > ab + be 4+ ca.

2) Solupia 1 (datd de D.S. Mitrinovi¢, p. 123): sc porneste
de la proprietatca cvidentd a sumel péatratelor a doud

numere de a fi mai marc decit zero. Numerele se aleg
astfel:

(cos 4 +cos B— 1) + (sin 4 —sin B)? > 0,
carc se reduce la cos A -+ cos B — cos(4 + B) € %.

Cum 4 + B + C = 180°, inegalitatca ceruti este ime-

diata.
Solutia.2 (datd in ,Matcmatika v skole®, 1963, nr. 2,
PP. 91—92)

Daca trxunghiul cste echilateral, atunci are loc egalitatea.
Presupunem ci triunghiul este oarecare, si fie AB latura
cea mai micd (fig. B.2). Construim pe laturile AC si BC,
segmentele AM = AB si BN = AB. Aplicim pe ‘aceste
segmente “vectorii rcspect1v1 or 1cntat1 ca in fig. B.2.

Are loc evident MN = MA + AB + BN Ridicim
aceastd relape la patxat sx obtmem MN2 MN? =
=34B% + Z(MA AB + AB BN 4 + BN MA) Pe de
alti parte: MA AB = — AB?-cos 4, AB BN =
= — AB%cos B, BN - MA = — AB?cos C.
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Fig. B.2.
O demonstratie vectoriald

Prin urmare: MN? = 34B? — 24B>cos A + cos B +
+cos C) >0.

Inegalitatca cos A -}-cos B --cos C <? rezultd ime-
diat.

3) Trebuie deci ardtat cd a® - 0% > 4S. Se ihlocuieste
a=2Rsin A, b= 2RsmB S = ‘7R"smAsmB sin C;

si se tine seama cid C =7 — (A +- B).
4) Se tine cont de relatiile p, R = p7 cos 4 4 cos B +
+4cos C=1-7/R. Calcul direct.
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5) Revine la calculul lui 7 si R din rclajia precedenta, in
functic dec elementele cerute. Sc foloscsc relatiile:

S=pr=r(p—a)=r(p— b) = 7(p —¢) =
= abc[4R.

6) Sc poate folosi un calcul dircct prin inlocuirca luij cos 4
ctc. in functie de laturi.

7) Sc poate inlocui 7, = S/(p — a), h, = 2S/a ctc., obti-
nindu-sc.o inegalitatc cunoscutd intre Jaturile triun-
ghiului.

8) 4Accea§i idee. Suprafata la puterca 3n se simplificd.
9) Incgalitatea se mai poatc scric:
1/ 2(cos B 4-cos C) —cos(B +C) < 2
Se considerd functia de doud variabile:
f(B, C) = 1/2(cos B + cos C) — cos (B -+ C).
Derivatele partiale sint respectiv:

% = — |/2(sin B) 4 sin (B + C),

—aa%é—~[/§bosB+cos (B+0)

gic__yisinc+sin (B + C),

g(—:———l/2cosc+cos (B + ©)

o
2B3C =cos (B 4 C).

Conform unei cunoscute teoreme de analizd; functia
Jf(B, C) isi atinge maximul pentru -I- =0, —{ =0 in
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anumite condltn referitoare la dcrwwtclc de ordmu] 1.
]Zcufxtule de mai sus an pcntnu 0<B + C < 180° si
B, C >0, solutia B = C = /4, iar:

B |p_p.m  aCtp_o T eBaC |p_p
4

ki ™

] 1

In acest caz, fua (B, C) = 2. Prin urmare inegalitatea
este demonstrata.

Notd: aceastd solutie depiseste intrucitva materia pre-
dati in gcoald. Am ales-o totusi pentru a arita cum
diverse ramuri de matematfici se intrepitrund; o demon-
stratic mai simpli — in scnsul aplicirii stricte a materiei
predwte in gcoald — se poate da imediat, inlocuind, de
exemplw, cos A etc., cu exprimirile lor corespunzitoare
prin laturi.

10) Solutia datd de Olga Mitrinovié: fard a restringe gencra-
litatea problemci, se poate presupune cd 0 <a <b <
< c(*). Intrucit a, b, ¢ sint laturile unui triunghi, avem
¢ < a--b. Relatia (*) se mai poate scric: 0 <]‘/a<
<[ b < ¥ ¢. Trebuie si mai aritim ci si]/ e <0+

41" a. Ridicim la putelea. 7 :}1 obtinem: ¢ >a -+
-+ b + f(a, b) unde f(a, b) insumcazi cexlaltl termeni din
dezvoltarea binomului. Evident, atunci ar rezulta ¢ =
> a + b, ceea ce contrazice faptul c¢d «, b, ¢, sini la-
turile unui triunghi.

11) Sc inlocuiesc pe rind elementele care apar, in functie de
laturi §i suprafata triunghiului.

12) Solugia datd in ,Matematika v skole”: Fie O centrul
cercului circumscris. Din O ducem perpendicularc — fie
ele OM,, OM,, OM, — pe laturile BC, CA, AB, iar in
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patrulaterele OM,CM, OM,AM; OM BM, aplicim
tecorema lui Plolesneu :

OMI-% +OM,y 2 =R Z; OM,- % +0Ms-~121 ~R-:
OM, - % +O0M,+
Ad_unind membru cu membru aceste relatii, se poate
SCrie:
OM,-p + OMy-p + OMy p— (ou :
+OM, - é) =Rp

C

Pig. B.12.
Rezolviam problema lui Erxdds
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sau
(OM, + OM, + OMg)p — S = Rp.

Tinind cont cd S = pr, se obtine: .
R4 7 = OM, + OM, - OM,.

Dar S ::—;—c «h,, far Soap —_——;—c-OM,,, de unde

OM, = i%“ I,
Analog:
031, = S0%¢ - 1, OM, = 5o .}y,
Asadar:

OM, -+ 0M, + OM; =R +7= %(lzaSOBa + ySoca

+ %+ Soap)-

Sa prcsupunom acum cd max (hg, %, h,) = h,. Atunci,
ho < by Iy < B siodeci:

R--7< (Soz,c + Soca + Soan) = ke
Consccinfe interesante: din inecgalilatea lui Erdos rezultd
ci:

Atunci:

Pe de alti parte, din inegaﬁ'tatca lui Euler R > 2r,;
rezultd ca




si care deci sint limitele intervalului in care variaz3
raportul Rfr.

Nota noastrd: si mai obscrvim cid datoritd rda.tlel lui
Tifeica 5i anume:

R_2
r b
unde p, cste semiperimetrul triunghiului ortic, avem si:
2<P <%t <a c<b)
Do ¢

Egalitatca arc loc in cazul triunghiului echilateral.

13) Sc reduce la a ariita ci are loc una din relatiile:
A B C
COS = 4 COS — >CoS—.
2 + 2 = 2

Se tine cont de faptul ca‘i:% = -;5— 4 ;— B si se aplicd

formula sumei cosinusurilor etc.

14) Se aplici mctoda inductici matematice. Astfel, pentru
# =2, avem:

|/sin A 4-)/sin B >)/sin (4 + B).
Ridicind la pdtrat, avem:

sin A + sin B + 2]/sin 4 sin B> sin (4 + B)

sau

Azsm B |VsndsnB > —sm (4 + B).

Se folosesc apoi diferite inegalititi intre diferite tipurd
de medii, inegalitatea lui ]msen etc.

15) Se foloseste relatia: IA2 =7 + (p — a)? etc.; calculul
reducindu-se la a exprima membrul4drept in functl.e de
laturi.

189



16) Sc inlocnicse pe rvind ctg A4, ctg B, ctg C in funcfie de
laturi.

17) Se tinc cont de proprictdtile dreptei lni Ewuler. Calcul
direct al unghiurilor.

18) Se tine seama de expresiile cc dau AH si HA, unde 4,
este piciorul indltimii, apoi se inlocuicste AH/HA, =
= m/n. T

19) Se iau diferite pozitii particularc alc lui M i se exprima
distantele M4, MB, MC in functic dc elementcle triun-
ghiului.

20) Calcul direct, tinind cont de formula suprafetei triun-
ghiului ortic in functie de elementele triunghiului initial.

21) Se aplicd relatia lui Stewart.

22) Se inlocuieste 7, = S/(p — a); urmcazi apoi un calcul
direct.

23) Vezi capitolul VI.

24) Se inlocuicsc razele cercurilor exiiuscrise in functic de
laturi.

25) Vezi capitolul VI.
26) Sc¢ poate aplica mctoda inductiei matematice.

27) Calcul direct al segmentelor M4, MB, MC in {unctie de
laturi si altc elemente ale triunghiului.

28) Vezi capitolul VI.

29) Se folosesc expresiilc lungimii biscctoarei si ale segmens
telor determinate de aceasta pe laturi.

30) Se calculeazd lungimile segmentelor implicate in functie
de elementele triunghiului.

31) —40) Vezi capitolul VI.
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C. Triunghiuri speciale

2 1 1
1) Se serie telatia A= tg—B.—i-Eé si se exprimd aria
in functie de &, ¢ si sin 4, apoi transformind sin 4 in
functic de tg A.

2) Si considerim triunghiul ABC in care am construit

bisectoarele AE si BF. Fic BC > AC si 4 > B. Si
ardtdm mai intli cd BF > AE. Din teorema smumnlor
fn triunghiul 4ABF si ABE, putem scrie:

BF — ABsin A . AE = ABsm,B_

sin(A + 3;_) sin (B + %)
Trcbuie deci sd ardtim ci:
. . A . . B
sin 4 sin (B + E)> sin B sm(A +E)'
Putem scrie succesiv:
sin 4 sin (B + %) —sin B sin(A + %) =
=sin— (2 cos E)sm(B + )— sin— (2 cos g)sm(d + )

= sin% [sin B + sin(4 + B)] — sin% [sin A+ sin{4 4 B)]==

.4 . B B . B . A4 A4
= 2 sin = sin— cos — — =sin= —
2 2 2 251n25m2<1052+
. : .4 . B . 4 . B B 4
4-sm(A+B)(smE—sm—§)=25111§sm£(cos—2~——cosa)-[>
s . A . Py
+ sin(4 + B) (sxn; — sin ) >0.
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BF EC 2] sinAa . A4
—_— -, - —— e o —, S —
A5 AC - 1mn {B + ) ==

192

=2}

~ : B .
Asudar, pentru 4 > avem cos-, >- €os z , s.m% >

> sin B .
2

Mai departe, daci BC > AC, atunci din conditia pro-
blemei:

sin 4 sin (b +- ‘-4)

sin (A + %) sin B

: A
. , B ~ . B S
:sm( ~,——2—)=>A-,-.E=B+

>

. A
ccou ce contrazice conditiile preblemci (ar rezulta 4 = B),

~ B a
sau( “+ s )—{—( B 4 —'] 180°, dc unde A + B . 120°
§i deci C = 60

Unghiurile triungbiului sint deci A 60°, 120° — A care
formmza o progresic aritmcticd.

1. Se scriu mediancle in functic de laturi si se aplicd
teorema lui Pitagora in trmnghml format cu cCffrnmtclc
dc medianc corcspunzz'ltoaro si latura triunghiului.

I1. In triunghiul ABC fic G centrul de greutate obtinut
ca intcrsectic a medianclor AD si BI. Tie AC = b,
BC =a i GD = %, iar ML = y.

Aplicind teorema mcdianei in triunghiurile AGB, BDG,
AGE, gisim:

42 4 4 = !’;- ; 4x% -+ 4y2 = ¢, 4x2+ 16y = at,

Eliminind pe # si y se gdseste: S¢* = a2 + 8%



Conditia de cxistentd a triunghiului cu laturile a, b, ¢
arc forma:

5(@ 4 0)2 >a® 4 0
Prima relatic este satisficutd pentru orice a, b, ¢, iar a
doua devine

a® — —-ab 182 <0,

ceca cc implica:
1

a
oo
2<b<

4) Sc scric pentru fiecare ceviand in parte ¢d, de cxcmplu,
AB -+ BA, = A,C + CA, etc. si se aplici reciproca
teoremei lui Ceva.

5) Calcul direct in relatiile date, transformind tangentcle in
raportul sinus/cosinus.

6) Se inlocuicsc mediana si simediana in functie de laturi.
7) Se scrie suprafata S = —1- ab sin C, se cgaleazd cu forma

datd, sc inlocuicsc laturlle prin forma dati de teorcma
sinusurilor.

A
8) Sc aplicd tcorema sinusurilor si se tinc scama ca 4 == 60°.

9) Se transformi relatia datd conform formulei cos(m-+4n)=
= C0S 7 €0S 7 — sin  sin #, §i se tine seama de impli-
catia geometricd a coliniaritatii centrului de greutate cu
doud din punctele de tangentd ale cercului inscris.

10) Se inlocuiesc pe rind %, #, §i 7, in functie de laturi.

11) Se aplici teorema lui Ceva, tinind cont de mirimea
segmentelor determinate pe laturile opuse de cele trel
ceviene pa.rtxcula.re

12) Acelasi rationament,
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13) Dacd R = 3r, se inlocuicsc apoi elementcle implicate
prin laturi, iar in rclatia precedentd se t,me scama cd
abcp = 125®.

14) Exprimare in functic de laturile triunghiului.

15). Se exprimi lungimile cclor doud bisectoare cu formiila
cunoscutd si se egaleaza.

16) Vezi capitolul VI.
17) Exprimare in functie de laturi.

18) Se exprima scgmentul OH in functie de elementcle trinn-
ghiului deducindu-se o relatie intre unghiuri.

19) Vezi problema 17.
20) Se tine seama de mirimea razei cercului lui Euler.

21) Se cgalcazd expresiile ce dau lungimile celor doud biscc-
toare.

22) Se exprimi segmentele HA, HB, HC in functic de ele-
mentele triunghiului, gdsindu-se in final o relatic intre
unghiuri.

23) Se calculeaza pe rind tg B, tg C in functic de laturi,
tinind cont dec unghiul particular care intervine in con-
structia geometricd.

25) Se tine cont de formula:

cosA—]-cosB—*—cosC:l-}-%

si de relatia lui Tifeica:
PR = pr.

26) Exprimare in functie de laturi.
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